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Faltungen von vollstindig multiplikativen Funktionen

Von

JaN-CrrisToPH PucHTA und JORGEN SPILKER

1. Einleitung. Eine zahlentheoretische Funktion f: IN — € heilt vollstindig multipli-
kativ, wenn

fn-n)=fm) fm)

fur je zwei nattirliche Zahlen m, n und wenn f(1) = 1 gilt. Gilt die Gleichung nur fir
teilerfremde Paare, dann heiBt f multiplikativ. Die Dirichlet-Faltung

(f*g)(n)=d;f(d)-g<g), neN
von zwei multiplikativen Funktionen ist multiplikativ. Die analoge Aussage fiir volistdn-
dig multiplikative Funktionen ist falsch. Wir nennen eine Funktion k-fach gefaltet, wenn
sie die Dirichlet-Faltung von k vollstindig multiplikativen Funktionen ist. Bezeichnet
man mit &, die Menge der k-fach gefalteten Funktionen und mit .# die Menge der
multiplikativen Funktionen, dann gilt

FcF,c o H.

Wir wollen in unserer Arbeit die k-fach gefalteten Funktionen durch Determinanten
charakterisieren (Abschnitt 2) und Rekursionsformeln fiir die Werte f(p") durch die
Werte 1 (p), f(p?),..., f(p") herleiten (Abschnitt 3). Dabei benutzen wir die erzeugenden
Potenzreihen zur Primzahl p (,,Bell-Reihen”) sowie lineare Gleichungssysteme fiir deren
Koeffizienten.

Die hier behandelten Probleme sind fiir den Spezialfall kK = 2 mit anderen Methoden
dargestellt in P. J. McCarthy [4, Kapitel 1].

2. Charakterisierung der k-fach gefalteten Funktionen. Jeder zahlentheoretischen
Funktion f kann man fiir jede Primzahl p eine formale Potenzreihe

LX):= X f(pHX!
120
zuordnen. Offenbar gilt immer

(f *g),(X) = f,(X) g,(X).
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Satz 1 ({1}, Theorem 2.2). Fiir jede multiplikative Funktion f und jedes k = 0 gilt
feF=Np:f 1 (P)=0 Vi>k.

Dabei ist Fy:= {e} mite(n):=1, fallsn = 1 und 0, falls n > 1, und f ~* ist das Inverse von
f bzgl. der Dirichlet-Faltung,

Beweis. 1) Sei f =g, xg,* - #g, mit g; € ¥,. Dann gilt fiir jedes p

1
X)) = . = .
L&) = T1 (0,0 %)

gig

Folglich ist
(@)= T (1~ g(n)X)
ein Polynom vom Grad = k.
2) Ist umgekehrt fiir jede Primzahl (f “1)p(X ) €¢in Polynom vom Grad <k mit
konstantem Term 1, dann gibt es n < k komplexe Zahlen ¢, (p), ¢, (p),..., c,(p) mit
(F &)= T1 (1 =c(pX).
Definiert man vollstindig multiplikative Funktionen g; durch
_Ja(p falls 1<isn
9:(p):= {0 falls n<i<k
fiir alle p, dann gilt
1
X) = —— = 2, (X), Vp,
S (X) xggkl T X 1§I;Iék(g)p( ), Vp
also f =g, %g,* - %g, mit vollstindig multiplikativen g,. [
Die Funktionen fe 4%, lassen sich also dadurch charakterisieren, daB
-1
<X f(MHXx l) fiir jedes p ein Polynom vom Grad < k ist. Zum Beispiel ist die durch
0
1 I=0 modk
N
f(p)"“{o 1£0 modk

definierte multiplikative Funktion k-fach gefaltet, denn

l%ZOf(P’)X’=1__Xk-

Wir fiihren nun fiir jedes f € 4 und jedes p die n-reihigen Matrizen

™ f(p™Yy - f(pmtY
E .= fmh frm cee o f(pmTtY
e I s BTt

ein; dabei ist f{pY):= 0 falls ] < 0 ist.
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Hilfssatz 2. Gegeben sei eine formale Potenzreihe 1 + Z F(PY X' # 1und k< N. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Das Reziproke der Potenzreihe ist ein Polynom vom Grad < k.
QM cngkidetF,#0,detF,, ., =0 Vm=1.

Beweis. Dies folgt aus [6], Kapitel VII, Aufgaben 17—-19: Die Behauptung (2} = (1)
ist gerade Aufgabe 18.
Aufgabe 17 besagt

()=3dn<k:detF, ,#0,detFy ., =0,
mit der Rekursionsformel von Aufgabe 19 folgt hieraus sofort die Behauptung fiir belie-
bigemz=z1. [
Folgerung 3. Fiir alle m, n Z 1 sind die n Gleichungen
FEY+ P Nay+ -+ (P Ma, =0, mSi<m+n
dquivalent zu der Matrizengleichung

F.n=F,_(,A; dabeiist

—-a, 1 0 -0
—-a, 0 1 -0
A=] :
~a,_, 0 O 1
-a 0 0 -0

Aus Satz 1 und Hilfssatz 2 folgt sofort die 2. Charakterisierung von k-fach gefalteten
Funktionen:

Satz 4. Sei f eine multiplikative Funktion und k = 1. Dann gilt:
f e F < fir alle p mit f(p') # 0 fiir mindestens ein | = 1 gilt:

d<n,skidetF,, #0, deth,, ,, =0, Vm=1.

Es gibt noch eine andere Folge von Determinanten, deren Verschwinden k-fach gefaltete
Funktionen charakterisiert, ndmlich det F, , =:4,:

Satz 5. Fiir jedes fe M und k = 1 gilt:
feF<=Vp Yn>k:d,=0.

Beweis. 1) Das homogene lineare Gleichungssystem

f(plag + aq = 9
fa + f(pay + @ =0
f(Mag + (P Da, + - + f(Da, + a = 0
f(PHl)ao + f(Pk)a1 + -+ f(PZ)ak—1 + fipag, = 0
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in k + 1 Gleichungen und k + 1 Unbekannten hat eine nichttriviale Lsung a, = 1,
ay,..., 0, somit gilt d,,, = 0. Wegen &, € %, | fiir alle n > k folgt nach dem schon
Bewiesenen d, = 0.
2) Gegeben sei f € 4 mit d, = 0, Vp, Vn > k. Definiere eine multiplikative Funktion g
durch
- X g f(r) Ik

g(p’):={ 0sj<i
0 , I>k.

Nach Satz1 ist f':=g~' k-fach gefaltet, somit nach dem schon bewiesenen Teil
d,(f) =0 fiir alle I > k. Indem man d,(f) = 0 und d,(f") = 0 nach der letzten Zeile
entwickelt und f(p) = f'(p), VI <k benutzt, erkennt man induktiv f(p") = f'(p",
VI> k. Also ist f =f" k-fach gefaltet. [

Die Matrizen F,, haben zwar meist eine groBere Reihenanzahl als die in Satz4
auftretenden, dafiir lassen sich aber die Determinanten explizit berechnen.

Hilfssatz 6. Seien a,, a,,...,a, komplexe Zahlen. Die Determinante der n-reihigen
Matrix
a;, 1 0 -0
a a, 1 -0
a, ay 1 an—2 T4y

hat den Wert
d,=(—1)" : | (——l)gli :

1
" Loddn2 0 | BN ]:[a,
L+ 20+ +al,=n i
Beweis. [6],S.711. [
Wegen dieses Hilfssatzes ist Satz 5 dquivalent zu
Satz 7. Sei f multiplikativ und k = 1. Dann gilt:
)
feF<Vp Yn>k: ()P A T F () =0.
Loy dn 20 Hli! i

420+ +al,=n

Beispiel Fir f =1 erhilt man fiir alle n > 1 die Formel

GO Y ),

= >
Lt itae=n PIED nven T m=n TT4!
S1;=0mod2 i ¥l =1mod2 i
i i



520 J-C. Puchra und J. SPILKER ARCH. MATH.

d.h. die Anzahl der ungeordneten Partitionen einer Zahl n > 1 mit einer geraden Anzahl
von Summanden ist ebenso grof wie die mit einer ungeraden Anzahl.

3. Rekursionsformeln fiir k-fach gefaltete Funktionen. Aus dem vorigen Abschnitt ist
ersichtlich, daB sich bei einer k-fach gefalteten Funktion f und einer Primzahl p die Werte
[ (p") mit n > k prinzipiell aus den niederen Potenzen berechnen lassen. Wir wollen das
jetzt tun.

Erste Rekursionsformeln ergeben sich unmittelbar aus Satz 5, indem man die Deter-
minanten det F,, = d, nach der letzten Zeile entwickelt:
Satz 8. Fir fe . # und k = 1 gilt:
feFep Yn>kif(p)=f(p""Nd, —f(p" dy £ - + (=1 (PN d.
Im Spezialfall k = 2 erhdlt man die bekannte Bedingung ([3], Theorem 1):
Vp V> 2:f(p") = f(p" () = (O 0~ f ()

Will man fiir f e %, die Werte f(p") explizit durch f(p), £ (p?),..., f(p") ausdriicken,
dann ist es zweckmifig, wieder die Matrix A einzufithren. Nach Satz 1 und Foigerung 3
ist fiir multiplikative f die Aussage f e % dquivalent mit

Vp Ynz1:F,=F_, 4.
Hieraus ergeben sich die Rekursionsformeln

V2 10F,, = Fy, A"

Satz 9. Sei fe. #, k=1, A:= Fy,' Fy .. Dann ist dquivalent:

feFeVp Yn22:F,, = Fo A"

Zusatz. Fir f e &, gilt:

1) feF_<=Vpiag =0
<Y¥p:det4A=0.

2) In der ersten Zeile von A" stehen dieselben Elemente wie in F ., also f(p"),
(" Y,..., f(p"*"Y). Damit hat man eine Rekursionsformel fiir f{p"), ausgedriickt
durch f(p), £ (p?),..., £(P"). Im Spezialfall k = 2 lassen sich die Potenzen von A explizit
berechnen:

—a; 1
Hilfssatz 10. Sei 4:= ( a10>‘ Dann gilt fiir alle n = 2:

—a,

bn bn~1
At = ,
—ayb, 1 —ayb,.
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wobei

_;fn—1i 20
b,:= (=0 7, e,y
0sZisn !

Bemerkung. Wegen b, = f(p") haben wir eine bekannte explizite Darstellung
von f(p" durch a,, a,, also f(p), f (p*) erhalten ([1] Theorem 4.2), ndmlich

n—i

f =% (—1>f( l.l)f(p)"'”(f(p)z—f(pz))"-

0s2isn

Beweis durch Induktion fiber n: Der Anfang n = 2 ist trivial. Wegen

w_ a1 b, b,y
Ad ——<—a2 0> <_a2bn—1 _azbnﬂ)

- <_‘11bn —ayb,y —ab,_— azbn—z>

—da; bn —4d; bn -1
geniigt es fiir den InduktionsschluBl
b, = —a bn—l — 4y bn—Z

n

zu zeigen, was ebenfalls mit Induktion geht. [

Beispiele. Fiir die Teilerfunktion o;:=id'x1, die t-Funktion von Ramanujan
(Definition und t € %, siche [4], S. 67)und := 1 *id ([4], S. 25) bekommt man die fiir alle
Primzahlen p und natiirlichen n giiltigen Identititen:

a(f)= % (—1)i<"l.“i>(pf+1)"-2ip“,
(= % (—1)f(”;i>r(p)"-2fp“i,

B = T ("l._i>(p—1)"-2fp*‘.

052i<n

Wir wollen abschliefend fiir k-fach gefaltete Funktionen f € % noch weitere Rekur-
sionsformeln herleiten. Wir setzen dazu F,:= F, ; und berechnen

1 0 0\t 1 0 0
Fyl= f(_P) 1 0 = [P 1 e 0

U R VAV Tl WA VAU R Y
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Aus den Grundgleichungen
F=F_,4 Vn21,
erhalten wir F,,, = FA™ F, = F; A" und den

Satz11. Fir alle fe o und L mz 1 gilt F,,, = EF;F,.
Wir berechnen das Element in der linken, oberen Ecke.
fmh
. _ _ m+2
FE™ = e, f (PN E ST

it
[0 0...0\ / f(p")
= (O Y, (P © o fh
. 4] :
0 fmH

Wegen (f "1+ 1) (p’*™ = 0 ist dies gleich

(O A A A A
s et AN AR MU
Vst N SRR R A VIt
= - ,-,,Zzo FEHfEN ).
i+j<k

Die Glieder mit i=90 und j=0 kann man wegen der trivialen Gleichungen
(f=f"H(p™ = 0und (f =f ~ ') (p') = 0 streichen und erhilt den

Satz 12. Fiir jedes f € F, und I, m = 1 gilt:
fE™m=r@efem-_z 1) 12 S

22jsk gi<j

Bemerkung. Den Spezialfall k£ = 2 findet man in [4], S. 22.

Wir danken dem Referenten fiir seinen Hinweis auf die Biicher [5] und {6}, durch die
unsere Arbeit verkiirzt werden konnte.
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