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0 Einleitung
Jede natiirliche Zahl n € Ny hat eine eindeutige Dualdarstellung

n=co+e12+e22+ - +en2"

Zum Testen von Computerprogrammen, fir numerische Algorithmen und in der Sta-
tistik benttigt man oft Zufalszahlen. Da man echte Zufallszahlen nicht 6konomisch
erhalten kann, benutzt man in der Praxis oft Zahlenfolgen, die einerseits schnell bere-
chenbar sind, andererseits gewiinschte Eigenschaften von Zufallsfolgen besitzen. Die
Thue-Morse-Folge

1,-1,-1,1,-1,1,1,-1,-1,1,1,-1,1, -1, ...

ist ein Beispiel fur eine derartige Folge. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass
die Thue-Morse-Folge sehr zufallig erscheint, so lange nur einzelne Glieder betrachtet
werden (so treten etwa ungefahr gleich viele 1 und —1 auf), andererseits dass Regel-
massigkeiten auftreten, sobald man mehrere Glieder betrachtet (so folgt auf eine 1 ofter
eine —1 as eine weitere 1). Die Beweise basieren auf einem Lemma von Gelfond. Die-
ses wird auch auf ein anderes zahlentheoretisches Problem angewendet. So lasst sich
damit die Vermutung von S. Ulam beweisen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine
naturliche Zahl und ihre Quersumme beide durch 13 teilbar sind, gleich 1/169 ist. jk
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mit ¢, € {0,1}. Sei s(n) := > ¢ die Quersumme. Dann heifdt
0<k<N

fn) = (1", neNg

die Thue-Morse-Folge. In dieser Arbeit wird die Frage untersucht, wie zufallig ihre Werte
1, —1 verteilt sind. Zunachst wird bewiesen, dai’ ihre beiden Werte gleich oft auftreten,
genauer, dal3 der Mittelwert

existiert und den Wert O hat. Das gilt auch, wenn man nur Uber eine Restklasse I mod
m summiert (Satz 3). Eine zweite Moglichkeit, den Grad der Zufalligkeit zu messen,
besteht darin, die Wohlverteilung der Folgen n — f(n) f(n +b) mitb € N zu
zeigen. Sie haben ebenfalls Mittelwerte k(b). Eine explizite Formel der “Korrelations-
Koeffizienten” k(b) ist nicht bekannt, aber sie lassen sich rekursiv berechnen (Satz 4),
und ihr Mittelwert existiert und ist 0 (Satz 10). Das gilt auch dann noch, wenn man die
Mittelung nur Gber eine Restklasse | mod m erstreckt (Satz 13).

Das wichtigste Hilfsmittel der Beweise ist das Lemma 1 von Gelfond. Es wird in Ab-
schnitt 1 bewiesen. Bevor damit die Thue-Morse-Folge untersucht wird, wenden wir es
in Abschnitt 2 auf ein interessantes zahlentheoretisches Problem an.

1 Das Lemma von Gelfond

Wir beweisen die Abschatzung einer Exponentialsumme, welche auf A.O. Gelfond
zuriickgeht.

Lemma 1 von Gelfond ([3], S. 261) Sei ¢ > 2 eine ganze Zahl und s(n) die Quersumme
der g-adischen Darstellung der naturlichen Zahl n. Dann gilt fir allea € R,{ = L € Q
mto<j<m,(mg—1 =1

lim 1 D gFrilemttsin) — g,

x—oo X
0<n<x

Beweis fir g =2 ([2], S. 582). Sei a € R, £ € R\ Z,

T(x) — Z eZm’(an+£s(n))

0<n<x
und zunachst x = 2V, Jede ganze Zahl 0 < n < 2V hat genau eine Darstellung
Nn=co+e12+er22+...+en_1 2V mit ej €40,1}.

Hieraus folgt die grundlegende Identitat
Z p2rilan+és(n)) — H (eo + eZni(ry2i+£))

0<n<2N 0<j<N
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sowie 4
T@)[=2" ] Icos(x(a2’ + ).
0<j<N
In dem Produkt fafdt man die Faktoren — solange es geht — paarweise zusammen:

N

IT(2V)| < czN[ max  |cost(at + ¢) cosm(2at + €)|| .
re{1,22,24,....}

Sa |lyll == min{ly —n| : n € Z},y € R. Weil £ keine ganze Zahl ist, gibt es ein

6> 0mit [ly+ 2¢|| > 6 oder |ly+£&| > ¢ fir ale reellen y. Somit gilt [|at + & > 4

oder ||2at + &|| > 6 fur ale t € R. Folglich existieren Konstanten @ = a(¢) < 1 und

b=0(¢) < 1mit

N
2

Q) TV <c2Na

folglich ist Nlim #T(2V) = 0. Im allgemeinen Fall x € R, > 1 setzt man

=2 VYN EeN,

[x]=2"+2%24 ... 42" mit ng>np>...>nr >0
und erhalt
T(x) _ T(an) + T(an) eZm'(aZ"1+£) + T(2n3) eZTri(a(2"1+2”2)+2§) + ...
Aus der Abschatzung (1) des Speziafalles folgt

IT(x)| <c (2ub 4 2mb 4 4 2mb)y

<c Z 211!7

0<n<m
! b / Zb
2m mit ¢' =
<c ¢=cm—y
< xb
; ; ; 1
und damit wegen b < 1 endlich YIl)rgo s T(x)=0. O

2 Eine zahlentheoretische Anwendung des Lemmas von Gelfond
S. Ulam hat gefragt [1], ob die Wahrscheinlichkeit, daf3 eine natiirliche Zahl durch 13
teilbar und auch ihre Quersumme in der Dezimaldarstellung durch 13 teilbar ist, den

erwarteten Wert X5 hat. Das ist der Fall, denn es gilt der

Satz 2 ([3], S. 263) Sai g > 2 eine ganze Zahl und s(n) die Quersumme der g-adischen
Darstellung von der natirlichen Zahl n. Dann gilt fur alle a,b € Z, I,m € N mit
(m7g_ 1) =1

Ax::}#{0§n<x:nza mod I, s(n) =b mod m} — i
X X—00 lm

Beispiel von Ulam: ¢=10, a=b =0, [ =m = 13.
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Beweis. Die geometrische Reihe 183t sich summieren:

27ri"’—;[j_ m fals n=1[ mod m
@ > e {o fals 1 mod m.

0<j<m
Hiermit folgt
A, =2 (} itk 1 > )
T x l m 4
0<n<x 0<k<l 0<j<m
_ 1 o 2ritk Z o= 2ritj (} Z 62ﬂi<%"+%5<n>))
Im 0<k<l 0<j<m * 0<n<x

Fir j # 0O strebt wegen Lemma 1 von Gelfond der innere Ausdruck bei x — oo gegen
0, also konvergiert A, fur x — oo gegen

Z e —2mitk (Yu}ngo ; Z 6271'1 n)

0<k<l 0<n<x

Der Grenzwert in der Klammer ist 1 fir k = 0 und sonst 0. Damit ist bewiesen, dal3 A,
gegen lm konvergiert. O

3 Restklassen-Verteilung der Thue-Morse-Folge

Wir verwenden nun das Gelfond-Lemma, um die Thue-Morse-Folge f(#) zu studieren.
Sie verhdlt sich im Kleinen zufalig und ihre Werte 1 und —1 sind wohlverteilt, ja sogar
in jeder festen Restklasse wohlverteilt. Um das zu prézisieren, definieren wir

Miw(f) := lim 1 > flm)

x—oo X
0<n<x
n=l mod m

und zeigen den
Satz 3 Fir alle ganzen I,m mit m > 1 gilt M, (f) = 0.

Beweis. Mit (2) folgt

> =13 (5 X & irm)

0<n<x 0<n<x 0<j<m
n=l mod m
_ l Z e&m#;( Z 2l (Ln+is(n) )
m
0<j<m 0<n<x

L& man in dieser Darstellung x — oo gehen, dann verschwinden die Ausdriicke in den
Klammern (Lemma 1 fir ¢ = 2). Also konvergiert auch die linke Seite gegen O. O
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4 Mittelwerte von Produkten geshifteter Thue-M orse-Folgen
Wir betrachten jetzt geshiftete Thue-Morse-Folgen

fa(n) :=f(n+a), a€Ng
sowie Produkte von zwei solchen
fap(n) :=f(n+a) fn+b), a,b €Ny, 0<a<b.

Wegen
Y flnta)fntb)y= " f(m) f(m+b—a)

0<n<x a<m<x+a

gilt M(fap) = M(fop—a), SOfern die Mittelwerte existieren. Man kann deshalb bei den
folgenden Mittelwertuntersuchungen a = 0 setzen. Wir zeigen zunachst, dal3 jede Folge
fop €inen Mittelwert k(b) hat und die k(b) eine einfache Rekursionsformel erfilllen.

Satz 4 Die “Korrelations-Koeffizienten” k(b) := M(fop),b € No der Thue-Morse-
Folge existieren, und es gilt

k(0) =1
k(2b) = k(b), beNo

1 1
k(@ +1) = —5k(b) = 5k(b+1), beNo.

Hieraus berechnet man sofort:

b O 1 23 4567 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18...

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

k() 1 -5 -3 3 -3 030 -5 5§ 0 -3 35 -5 0 § -3 % 5
Zunachst en

Lemma5 Zu jeder natirlichen Zahl I existiert eine Folge ¢ : No — {1,0, —1}, welche
die Periode 2' hat und

Iimsup% > ‘fo,l(n)—gl(”) S%

Yoo 0<n<x

erfullt.
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Beweis zu Lemma 5. Wir definieren eine Folge g : No — {1,0, —1} durch

q(n) = for(n), 0<n< 21
g2 -1 =0,
gn+2)=g(n), VneN.

Sie hat die Periode 2'. Ferner gilt
() g(n) = fo1(n), ¥n#2 —1mod?2,

denn jedes solche n = g + €1 2+ 2 22 + ... hat unter seinen Ziffern g, e1,...,6/_1
mindestens eine 0. Ist €1 = 0 und der Index minimal gewahlt, dann hat » die Dualdar-
stellung

n=...6p0160121...1 mit 1<k<],
und
n+l=...e¢431€6,100...0
und
foa(n) = (=1)*
und also

gz(?l) = gl(51—1 El—2...€k 011... 1)
= foa(ei—1 €1—2...6, 011...1)
= foa(n).

Damit ist (3) gezeigt. Hieraus folgt die Behauptung

. 1 . 1 . 1x+1 1
limsup - — <limsup - 1< lim - ==.04
- n=2—1 mod 2!

Beweis von Satz 4. Hangt man an die Dualdarstellung einer natiirlichen Zahl n eine 0
an, dann erkennt man

(4) f(2n) = f(n), ¥V neNo.
Ebenso sieht man durch Anhangen von 1
() f(2n+1)=—f(n), V¥neNo.

1) Wegen f(n)? = 1 ist k(0) = 1. Wir beweisen jetzt k(1) = —31. Mit (4), (5) ist fur
jedes natiirliche n

fo1(2n) = —f(n)2 =-1,
for(2n+1) = —f(n) f(n+1) = —for(n).
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Hieraus folgt
Sii= ) foaln)
0<n<2
= Y fu@)+ Y for(2n+1)
0<n<2-1 0<n<2-1

=-2"1_5_,, VIieN.
Durch Iteration ergibt sich

S =214 22 284 (-t (—)ts =S — (-1 g

daS; = Oist. Die Folge g ausLemmas5 hat also den Mittelwert 5, = —3—(—1)' 52.

L&l man in der Ungleichung

. 1 1 1
limsup < Z for(n) < 5 S+ ol
Yoo 0<n<x
| — oo gehen, dann erhalt man
) 1 1
limsup = Y foi(n) < -3
x—oo X 0<n<x
In analoger Weise erkennt man
1 1
liminf = >~ foa(n) > - 3.
roee X 0<n<x 3

Wegen der letzten beiden Ungleichungen existiert der Grenzwert lim 1 37 fo4(n),

x
X000 " o<n<x

und er hat den Wert —2. Damit ist der Korrelations-Koeffizient k(1) berechnet.

2) Berechnung von k(b) fur b > 1. Mit (4), (5) findet man fur ale natirlichen b

Y falm= D fm) fem+2b)+ > f(2m+1) f(2m+2b+1)

0<n<2! 0<2m<2! 0<2m+1<2!
= > fm) fm+b) + Y f(m) f(m+b)
0<m<2'-1 0<m<2/-1
=2 > fos(m).
0<m<2-1

Aus der ldentitat

2 ham=gr Y ol

0<n<2! 0<n<2-1
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folgt: wenn k(b) existiert, dann existiert auch k(2b), und es gilt k(2b) = k(b). In
analoger Weise folgt

% > f0,2b+1(71)=—% > fo,b(n)—% > fosa(n)

0<n<2 0<n<2-1 0<n<2-1

und hieraus: wenn k(b) und k(b + 1) existieren, dann existiert auch k(2b + 1), und es
gilt k(2b + 1) = —1 k(b) — 1 k(b + 1). Durch vollstandige Induktion tiber b folgt aus
1) und 2) die Behauptung. O

Die Rekursionsformeln in Satz 4 haben die
Folgerung 6 Fir alleb € Nist |k(b)| < 2.

Eine explizite Formel fur die Korrelations-Koeffizienten k (b) ist nicht bekannt. Es gibt
jedoch eine Matrizendarstellung, namlich

: . 1 0 . 01
SatZ7 %A: (7% 7%) UndI.: (10).
Dann gilt fir jedesb =g + €12+ ... +e5_1 2871425 k> 1:

k(b) _ 1 €0 gote1 e1+e2 E€k—2F€k—1 1
(k(b+l)>_ §I Al Al A...AI _ .

Beweis. Wenn g9 = 0, also b gerade ist, dann gilt nach Satz 4

(k(l;(—?l)) - (—j —2) (k(lcé(?l)) :A(k<%(+)1>)'

Wenn ¢¢ = 1, aso b ungerade ist, dann ist

(ko) - <_5 _5> (k(lz(;l_i)n) - 1(§EZ§§)

In beiden Falen gilt also

(ko n) =1eare <k<lfb(}[ %+D1>>'

Wegen [4] = 142 2+ ... +ex_1 2872+ 25~ kann man diese Identitét iterieren und

erhalt ko) k(1)
1
— Jeo g0 |, Je1 €1 Ek—1 €k—1
(k(b+1)> IO AT [ AT [51A ] ( )

Mit k(1) = k(2) = —% und A 17— (7) = (_}) folgt die Behauptung. O

=

NI
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Bemerkung Die Potenzen der Matrizen I und A lassen sich leicht berechnen: Sel ¢ € N
und E die zweireihige Einheitsmatrix, dann gilt

. | E e gerade : 1 0
! _{I e ungerade ’ A _(_%(1_(_%)5) (_%)g)- O

Bisher haben wir Produkte von zwei geshifteten Thue-Morse-Folgen betrachtet. Man
wird erwarten, daf3 auch Produkte von drei oder mehr Shiftungen einen Mittelwert haben.
Das ist wahr, und diese Mittelwerte verschwinden immer.

Satz 8 Sden 0 <a < b < ¢ ganze Zahlen. Dann hat die Funktion

fape(n) == f(n+a) f(n+0b) f(n+c)
den Mittelwert O.
Beweis fir den Fall a = 0, b = 1 (der allgemeine Fal 1a% sich ahnlich behandeln).

Sei | € N und g nach Lemma 5 gewahlt. Dann ist die 2'-periodische Funktion g
Linearkombination von Exponentialfunktionen, etwa

Pk
Z Yk eZTrzE[n’ Vi cC.

0<k<2!
Damit folgt
1 forc(n (foa(n n))f(n+c) g(m)f(n+c)
X
0<n<x 0<n<~( 0<n<x
1 i
<3 Y Voaln-glnl+ Y (bl |3 32 &3 fnva)).

0<n<x 0<k<2 0<n<x

Der Ausdruck im letzten Betrag ist ‘ ez’”'(z%"”%s(’”))‘. Er strebt gegen O bei

c<m<x+c
x — oo (Lemmal, g = 2). Also ist

Ilmsup} Z forc(n ‘g% VIeN,

Yoo 0<n<x
und es existiert Mo 1, = O fir jedesc > 1. O

Bemerkung Auch das Produkt von k geshifteten Funktionen J] f(n+a;) mit 0 <
1<]7

a < ap < ...<ay hat einen Mittelwert. Er verschwindet, wenn k eine ungerade Zahl

ist.
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5 Restklassen-Vertellung der Korrelations-K oeffizienten

Die interessantesten Daten der Thue-Morse-Folge sind die Korrelations-K oeffizienten
k(b), b € No. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dald sie auf jeder Restklasse wohlverteilt
sind (Satz 13). Zunéchst beweisen wir eine einfache Formel fur >~ k(b):

0<b<x
Satz 9 Fir alleb € N gilt
kO + k(1) +...+k(2b—-1) = %(1— k(b))
k(O) + k(1) +...+k(2b) :%(1+ k(D)).
Bewels durch Induktion Uber b. Fir b = 1 ist
K(0) + k(1) :%:%u—um
K(0) + (1) + (2)= 3 = 2(1+ k(D).

Gilt die Behauptung fir ein naturliches b, dann folgen mit den Rekursionsformeln aus
Satz 4 die Gleichungen fir b+ 1 :

kO) + k(L) +...+k(2b+1) =1+ k(b)) +k(2b+1)==(1—k(b+1))

KO)+ k(1) +... +k(2b+2) = =(1— k(b +1))+k(2b+2)= =(1+ k(b + 1))

NI NI -
NI NI -

|

Weil |k(b)| <1 firjedesb € Ny ist, folgt | > k(b)’ <1, Vx> 1aus Satz 9 und
0<b<x
somit der

Satz 10 Die Korréelations-Funktion k : b — k(b) hat den Mittelwert O.

Obwohl k(2') = —% fur ale natirlichen I gilt, konvergieren die Mittel der Funktionen
|k| und k? gegen 0. Es gilt namlich der

Satz 11 Fir jedesreellex > 1ist

) Y k)] <,

1<b<x

2 > kD) <t

1<b<x
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Beweis. Wir zeigen zunéachst 2) und damit anschlief?end 1).
Sei a eine naturliche Zahl und k(a) =: x, k(a+ 1) =:y. Aus den Rekursionsformeln in
Satz 4 folgt

k(2a) =x
k(2a+1):—%(X+y)
k(20+2) =y
und
K(da) =x
k(4a+1)=—k(4a+3):_£}1(x_y)
k(4a +2) Z—%(x—ky).
Somit gilt
4a<b<24(a+l) kz(b) = x2 + %(X —]/)2 + %(X +y)2 — %(11 x2 + ny+ 3 ]/2)

Wegen 2xy < x? + 17 ist

|_\

> Kb < é3x + ).

4a<b<4(a+1)
Sind M und N naturrliche Zahlen mit M < N, dann ergibt sich hieraus die Abschétzung

Yo Rm= Y > Ko

AM<b<4N M<a<N 4a<b<4(a+1)

§2 > (Bk%a)+ k*(a+1)

M<a<N

<2 > k*a) +% k%(N).

M<a<N

Wir setzen jetzt K(x) := 3 k?(b). Wegen [k(N)| < § (Folgerung 6) folgt fir alle

1<b<x

N>M
K(4N) — K(4M) < 2(K(N) — K(M)) + 1—18
K(4N) — 2K(N) < K(4M) — 2K(M) + 1—18.

Sei yreel, > 1und N := min{n € N: n > y}. Dann ergibt sich
K(4y) — 2K(y) < K(4N) — 2K(N — 1)
< K(4N) — 2K(N) +§

5
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Diese fur alle reellen y > 1 gultige Abschétzung iterieren wir:

11 11 11
2 < <2 — 4+ =
K(4%y) < 2K(4y) + 18 = 2°K(y) + 2 1s + 18
So erhalt man fur jedes natrliche [

<2 (K(y) + 11).

K@y <2 K@)+ @ 14224.. 11 2 =

18

Sei endlich x > 1 und I € Ng bestimmt durch 4 < x < 4"+1; ferner 4' y := x. Dann
folgt

log x 11
< 2igd —).
K(x) < 2M9 (K(4) + 18)
Wegen 2'%9* = x1°92 ynd K (4) = 1 ist das die Behauptung 2).

Aus 2) folgt mit der Ungleichung von Cauchy und Schwarz leicht 1), dennist x > 1
gegeben, dann ist

(> Ik(b)\)2§ S 1% K2) <4t

1<b<x 1<b<x 1<b<x

Bemerkung Man kann mit geeigneten Konstanten c, > c¢1 > 0 sogar

1% < Z kz(b) < oy x93
1<b<x

fur alle x > 1 zeigen. Das genaue Wachstum der Funktion K(x) kennen wir nicht.
Aus Satz 11 ergibt sich sofort der
Satz 12 M(|k|) = 0.

Hieraus erkennt man schliefdich, da sich die Korrelations-K oeffizienten k (b), b € Ny
auf die Restklassen wohlverteilen:

Satz 13 Fir alle ganzen Zahlen I, m mit m > 0 gilt M;,,(k) = 0.
Beweis. Sind [ und m > 0 gegeben, dann folgt firr jedes reelle x > 1

Uy kw<l 2 ko<l Y ko

0<b<x 0<b<x 0<b<x
b=l mod m b=l mod m -

Wegen Satz 12 strebt der letzte Ausdruck gegen O bel x — oo. Daraus folgt die Behaup-
tung. U]
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