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Kapitel 1

Lineare Algebra

1 Vektorrechnung

Wir erinnern an die Vorlesung Mathematik I: der R" ist die Menge aller Punkte

Z1
€2
P=| | =[x,z . ..,2,]".
LT
Die Eintrdge x1, 2, ..., x, sind reelle Zahlen und heiflen Koordinaten von P. Fiir n = 1 erhalten wir

den Zahlenstrahl, fiir n = 2 eine Ebene, und fiir n = 3 den Raum.

Wenn wir zwei Punkte P und @ aus dem R™ haben, dann kénnen wir einen Vektor ¥ definieren als
f =P - Qa

wobei wir P als Endpunkt (markiert durch die ,,Spitze des Pfeils*) und @ als Anfangspunkt haben. Ein
solcher Vektor ¥ ist eindeutig bestimmt durch seine Richtung und seine Lange, die auch ,,Norm* genannt
wird. Verschiedene Anfangspunkte konnen denselben Vektor ergeben, siche Abbildung 1.1.

Wenn wir @ = 0 wihlen, dann entsteht ein Pfeil, den wir Ortsvektor zum Punkt R nennen (siehe Abbil-
dung 1.1). Auf diese Weise entsteht eine eindeutige Identifizierung von Punkten mit Vektoren.

Wir erinnern auch an zwei typische Rechenoperationen mit Vektoren: die Summe zweier Vektoren ergibt
wieder einen Vektor, und die Multiplikation einer Zahl mit einem Vektor ergibt ebenfalls einen Vektor.
Diese beiden Rechenoperationen haben folgende Eigenschaften:

Rechenregeln 1.1:
Seien u, v, w € R™ und A\, p € R. Dann gilt:

U+ v=10+1, (,+* ist kommutativ) (V1)
(T +7)+ W =0+ (T4 &), (,+* ist assoziativ) (V2)
Es gibt ein 0 € R™ mit @ + 0 = @ fiir alle @ € R", (Nullvektor) (V3)
némlich 0 = [0,0,...,0]".
. L . — B - .
Zu jedem © € R" existiert ein —u € R™ mit @ + (—u) =0. (inverses Element) V4

<
0

Diese Rechenregeln bedeuten insbesondere, dass wir rechnen kénnen wie gewohnt.
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Abbildung 1.1: Jeder der drei Pfeile ist derselbe Vektor Z.

Definition 1.2 (Vektorraum):
Eine nichtleere Menge V', in der man Summe und zu jedem A € R das A—fache bilden kann, und die
(V1)—(V8) erfiillt, heiit R—Vektorraum.

Beispiele 1.3: (a) R™ wie oben

(b) P, ={ao+ a1z +---+ana™: agp,a1,...,a, € R} (die Menge aller Polynome vom Grad < n) ist ein
R—Vektorraum.

(c) Die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen auf einem Intervall ist ein R—Vektorraum.

Bemerkung 1.4: (a) Mit C anstatt R erhiilt man komplexe Vektorrdume, auch C—Vektorriume genannt.
Die Rechenregeln sind die gleichen.

(b) Vektorrdume, insbesondere R™ und C", sind grundlegend

o fiir geometrische Berechnungen (im Raum, in der Ebene, ...),
e als Definitionsbereich fiir Funktionen in mehreren Variablen,
e fiir lineare Gleichungssysteme,

o fiir lineare Differentialgleichungen (siehe Mathe IIT),

Definition 1.5 (Untervektorraum):
Sei V' ein R—Vektorraum. Eine Menge U C V heifit Untervektorraum bzw. Unterraum bzw. linearer
Teilraum von V', falls U selbst ein R—Vektorraum ist.

Bemerkung 1.6:
Es gilt wegen (V3) immer 0 € U, insbesondere ist jeder Untervektorraum nichtleer.
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Satz 1.7 (Kriterien fiir Untervektorrdume):
Eine nichtleere Teilmenge U C V eines R—Vektorraums V' ist Untervektorraum von V' genau dann, wenn

(a) fiir alle @, ¥ € U und alle A € R gilt, dass @+ 7 € U und \a € U,
und dies gilt genau dann, wenn

(b) fiir alle @, ¥ € U und alle \, p € R gilt, dass A\ + uv' € U.

Das heifit, dass die beiden typischen Operationen eines Vektorraums (Vektor plus Vektor sowie Zahl mal
Vektor) aus der Menge U niemals herausfiithren kénnen.

Beispiele 1.8: (a) Offenkundig sind {0} und V Untervektorriume von V. Diese heifien triviale Untervek-
torrdume.
(b) Siehe Abbildungen 1.2, 1.3, 1.4.
(c) Alle Untervektorriume des R? sind:
e {0} und R?,
e alle Geraden durch den Ursprung,

e alle Ebenen durch den Ursprung.

Abbildung 1.2: Die eine ,schrigliegende Gerade“ ist ein Untervektorraum von V = R2, die andere ist ein
weiterer UVR.

Definition 1.9 (Linearkombination und lineare Hiille):
Sei V ein R—Vektorraum.

. . . k L . o .
(a) Seien ¥y, ..., Uy € V. Dann heifit ijl o,y mit aq, ..., ay € R Linearkombination von vy, ...,
V.

(b)

k
Lin(ty,...,0) := Zozjffj: at, ..., 0 ER B
J=1
also die Menge aller moglichen Linearkombinationen der Vektoren 7, ..., ¥, heiflt lineare Hiille

von v, ..., Ug.
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Abbildung 1.3: Dies sind keine Untervektorriume des R?.
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Abbildung 1.4: Beide ,schrigliegenden Geraden“ zusammen ergeben keinen Untervektorraum von V = R2.
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Satz 1.10:
Lin(, ..., 0f) ist ein Untervektorraum von V.

Beweis. Wir benutzen Teil (b) von Satz 1.7.

Schritt 1: Es ist Lin(¢y, ..., %) # (), denn wenigstens der Nullvektor 0 ist in Lin(?y,. .., 0k) enthalten
wegen 0 = E?:l 0 - ¥;. Also diirfen wir im néchsten Schritt Teil (b) von Satz 1.7 benutzen.

Schritt 2: Seien 4, ¥ € Lin(v1,...,0;) und A, p € R. Das heif3t, dass es Zahlen a1, ..., ax und 5y, ...,
Br € R gibt mit

k k
U= E o;U; und U= E BV,
Jj=1

J=1

und deshalb haben wir

k k k k
(AT +p0) = XY@y +py BT =Y (Mg +pBy) T = D 757,
=1 i=1 A T
=i
also ist tatséchlich A@ + pv' € Lin(vy, . .., U%).
Dann garantiert uns Teil (b) von Satz 1.7, dass Lin(¥, ..., ¥%) ein Untervektorraum von V ist. O
Beispiele 1.11: (a) Wir haben

1 1 «
Lin | |0 =¢a|0l:aeR ) = 0] raeR

1 1 o

(b) Weiterhin ist

1 0 0
Lin . |1, [o] | =R3,
0 0 1

denn fiir jeden Vektor & = [z1, 2, 23]" € R3 gilt

T 1 0 0
= |xo| =21 |0 +2o [1| +23 |0
T3 0 0 1

(c¢) Analog haben wir

1 0 0
1 0

Lin , N , =R".
0 0 1

Das letzte Beispiel hat die anschauliche Bedeutung, dass man den ganzen Raum R™ aus n Vektoren
zusammenbasteln kann (es sei denn, man wihlt diese n Vektoren zu ungeschickt, ndmlich linear abhéngig).

Definition 1.12 (Lineare (Un)abhingigkeit):

Sei V' ein R—Vektorraum. Die Vektoren ¥y, ..., vy € V heiflen
linear abhéngig, falls Zahlen a, ..., a; € R existieren, die nicht alle gleich Null sind und Z?Zl U = 0
erfiillen.

linear unabhingig, falls sie nicht linear abhéngig sind.
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Eine dquivalente Formulierung ist: die Vektoren oy, ..., ¥y sind linear abhingig, wenn es einen dieser
Vektoren gibt, den man als Linearkombination der iibrigen darstellen kann.

Beispiele 1.13: (a) Die Vektoren

1 1 0
2|, o], |1| eRr?
2 0 1

sind linear abhéngig, weil

1] 1 0
2 — (0] =2-|1| =0
2 0 1

(b) Die Vektoren [ﬂ und B] € R? sind linear unabhiingig, denn aus
8], . [ o
T2l T o

folgt
30&1 + g = 0, g = 730&1, g = 730[1, g = 0,
g — —
o1 + 20&2 =0 a1 — - .

Also kann 0 aus E’] und [ﬂ nur trivial linear kombiniert werden.

(c) {0} ist linear abhiingig, denn 23 0 = 0, und 23 # 0.

Satz 1.14:
Es gilt:

(a) Jede Teilmenge einer linear unabhiingigen Menge ist linear unabhiingig.

(b) Jede Obermenge einer linear abhiingigen Menge ist linear abhéngig.

Definition 1.15 (Basis):
Eine Menge {51, e ,l;n} C V heif3t Basis von V, falls

(B1) by, ..., by linear unabhéingig ist und

—

(B2) Lin(b,...,b,) =V ist.

Beispiele 1.16: (a) Die Einheitsvektoren

1 0 0

0 1 0
é»1: ) 62: A gn:

0 0 1

bilden eine Basis des R™ (auch Standardbasis genannt), denn:
(B1) gilt: Ist

0 1 0 0 a1
0 1 0 oo

. |0 "

0=1. :Zajgj:al o | |+ Fan | =L,
: = : : : :
0 0 0 1 ay,

so folgt ay = g = ... = v, Also ist {€1,...,E,} eine linear unabhéngige Menge.
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(B2) gilt: Siehe Teil (¢) von Beispiel 1.11.

(b) Es ist
1 1 2
) 1 ) -1
1 1 1

eine Basis des R? (Ubungsaufgabe).

Satz 1.17 (Wichtige Eigenschaften von Basen): (a) Sei V ein R-Vektorraum mit Basis B =
{b1,...,b,}. Dann gibt es zu jedem ¥ € V eindeutig bestimmte Koeffizienten a4, ..., a, € R
mit v = 2?21 ajgj. Diese Zahlen oy, ..., a; heilen Koordinaten von v beziiglich der Basis B.

(b) Ist B eine Basis von V und ¢ ein Vektor aus V, so ist B U {¢} linear abhingig (es sei denn, ¢ wire
bereits in B enthalten). Man sagt auch: ,Basen sind maximal grofe linear unabhingige Mengen*.

(¢) Ist B eine Basis von V und C C B, so ist Lin(C') C V. Man sagt auch: ,Basen sind minimal kleine
erzeugende Mengen*.

(d) Je zwei Basen von V enthalten gleich viele Vektoren.

Bemerkung 1.18 (Dimension):
Teil (d) von Satz 1.17 sagt: Ist V ein Vektorraum, so enthalten alle seine Basen die gleiche Anzahl von
Vektoren. Diese Anzahl heifit Dimension von V, geschrieben als dim (V).

Im Sonderfall V = {0} setzt man dim(V) = 0.

Beispiel 1.19:
Wir betrachten

1 1 0
0= 2|, th=1|0]|, U3=|1| cR?
2 0 1

und definieren U := Lin(¥y, ¥, U3).

Wegen Satz 1.10 ist U ein Untervektorraum des R®, und nach Teil (a) von Beispiel 1.13 ist {7y, @2, U3}
eine linear abhéngige Menge, denn wir hatten vy — vy — 203 = 0 gefunden, bzw. 0] = vy + 2Us.

Andererseits ist {72, U3} linear unabhingig, denn falls

(eD) 0 (&%)
0=ocnls +aztz=|0]|+ |ag| = |a3 s
0 a3 a3

so ist o = a3 = 0.

AuBlerdem ist sogar U = Lin(vh, ¥i3), das heiit, dass in der Definition von U der Vektor #; eigentlich gar
nicht benétigt wird. Denn falls £ € U ein beliebiger Vektor ist, so existieren nach Definition von U Zahlen
a1, ag, az € R mit

T = 041171 + 042172 + 043173 = 041(172 + 2’(73) + 042172 + 043173
= (041 + 042)172 + (20&1 + 043)173 S Lin(172,173).
Wir fassen zusammen: es ist {Us, U3} eine Basis von U, also ist dim(U) = 2 und wir haben
o)

U:{a2172+043173:a2,a3€R}: a3 :OQ,O[gG]R
as

Satz 1.20:
Ist V ein R-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V mit dim(U) = dim(V'), so ist U = V.
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Definition 1.21 (Orthogonalbasen und Orthonormalbasen):
Sei V' ein R-Vektorraum und B = {b1,...,b,} sei eine Basis von V.

(a) B heifit Orthogonalbasis, falls <I_);, [_;]> = 0 fir alle i # j gilt.
(b) B heiBt Orthonormalbasis, falls <5 5j> — 0 fiir alle i # j gilt und zusiitzlich <5 EZ-> — 1 fiir alle 4.

Im Falle einer Orthonormalbasis werden beide Bedingungen oft zusammengefasst:

<5 g_>75__7 0 : wenni# j,
AR B | : wenn ¢ = j.

Der Ausdruck 6;; wird Kronecker—Delta genannt.

Beispiele 1.22: (a) Fiir den R™ haben wir die Standardbasis €1, ..., €,. Diese ist eine Orthonormalbasis
fiir den R™.

(b) Weiterhin gilt:

1 1 1
1], -1, 1 ist eine Orthogonalbasis des R,
1 0 -2

1 1 1

ist eine Orthonormalbasis des R3.

1
s T = 7_1
VBl V2o V|

Bemerkung 1.23 (Koordinaten beziiglich einer ONB):
Sei B = {51, Ceey I_;n} eine Orthonormalbasis von R™ und & € R™. Es ist B eine Basis des R"”, also existieren
wegen Teil (a) von Satz 1.17 eindeutig bestimmte Zahlen ay, ..., a, € R mit &= 377 a;jb;. Diese
heiflen Koordinaten von T beziiglich B.

Fiir alle £ = 1,...,n gilt dann

<f, I_;k> = <Z ajgj, I_;k> ‘ das Skalarprodukt ist linear
j=1

= Zaj <g],gk> = .
j=1
Also sind die Koordinaten von Z beziiglich der Orthonormalbasis B leicht zu bestimmen:

Ozk:<f,gk>, kzl,...,n.

Dies gilt nur fiir ONB ! Anders formuliert: wegen dieser Eigenschaft sind Orthonormalbasen besonders
wertvolle Basen.

2 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 2.1: (a) Wir suchen die Schnittpunkte dreier Ebenen E;, Eo, F3, die sich im R3 befinden:

FEi: 224 y+ z=1
Ey: 3+ y+ z=2
Es: drxr+2y+32=0

Gesucht sind alle gemeinsamen Losungen aller drei Gleichungen, d.h. alle Losungen des Gleichungs-
systems. Siehe Abbildung 2.5.
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El ——

E3 —

Abbildung 2.5: Die drei Ebenen Ej, Es, F3 schneiden einander in genau einem Punkt. Dieser ist die

Losung des Gleichungssystems in Fall (a).

Wir erinnern an das Schulvorgehen: 2-|2|—3 - liefert:

=4
=3

6x + 2y + 22
6x + 3y + 3z

2
3-[1]

—z=1

-y

Weiterhin rechnen wir wie folgt:

Einsetzen von in ergibt —y +2 =1, d.h. y = 1. Einsetzen in liefert 2 +1—2 =1, d.h.

[
IR
SR

[Ar I Il

+ + N
S D

NN

+ +
8 8

<t <f

2-[1]

xr=1.

[1,1,—2] ", und das Gleichungssystem ist eindeutig l6sbar. Geometrisch

bedeutet dies, dass es genau einen Punkt gibt, der auf den drei Ebenen FE, F», E5 gleichzeitig liegt.

Der Schnittpunkt ist also Z
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(b) Jetzt suchen wir alle Schnittpunkte der beiden Ebenen E; und Es, sieche Abbildung 2.6:

2e+y+z2=1

Eli

2

3r+y+z=

EQI

El ——

E2 —

Abbildung 2.6: Die beiden Ebenen E; und E; schneiden einander in einer Geraden. Diese ist die Losungs-

menge des Gleichungssystems in Fall (b).

Wie oben ergibt 2 - -3 dann die Gleichung

—y—Zzl a

und weitere Bedingungen sind nicht vorhanden. Wir benennen z = ¢ fiir £ € R. Dann liefert , dass

y=—1—1t.

d.h.

Und aus erhalten wir

7y7t:15

xr=1.

2+ (—1—t)+t=2x—1, dh

1

Also sind alle Schnittpunkte von E; und EFy gegeben durch

Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist also eine Gerade. Entlang dieser Geraden ist immer

1, was mit Abbildung 2.6 recht gut {ibereinstimmt.

xr =
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(¢) Wir bestimmen wieder die Schnittpunkte von drei Ebenen, wobei wir die Ebene Fs5 gegen eine Ebene
F4 austauschen:

Ey: 2x+y+z=1
Ey: 3z+y+z=2
Ey: r+y+z=3

Wie oben bilden wir 2-[2]— 3-[1] und erhalten
—y—z=1 [4]

Jetzt konnen wir aber auch 2 -[3’] —[1] bilden und es entsteht
y+z=5 [5]

Wir bilden —|— und es ergibt sich
0 =6.

Das kann nicht sein, also ist das Gleichungssystem unlosbar.

El ——
E2 —
E4 —

Abbildung 2.7: Die dre Ebenen E1, F5, E, haben keinen Punkt gemeinsam. Es gibt zwar eine Schnittgerade
zwischen z.B. Fs und E,, aber E; ist zu dieser Schnittgeraden parallel. Deshalb ist die Losungsmenge des
Gleichungssystems in Fall (c) die leere Menge.



16 KAPITEL 1. LINEARE ALGEBRA

Unser Ziel ist es jetzt, ein systematisches algorithmisches Verfahren zum Lésen beliebiger solcher linearen
Gleichungssysteme zu entwickeln.

Definition 2.2 (Lineares Gleichungssystem):
Die Gleichungen
a1171 + a1 + ... + A1, Ty = b1,
a2171 + a20T2 + ... + A2, Ty, = by,

Am1T1 + Am2T2 + ... + ATy = bma

mit gegebenen Koeffizienten a;; (wobei i = 1,...,m und j = 1,...,n) und gegebenen rechten Seiten b;
(wobei i =1,...,m) und gesuchten Unbekannten z; (wobei j = 1,...,n) heifit lineares Gleichungssystem
(LGS).

Dieses Gleichungssystem heif3t

unterbestimmt, falls m < n (es gibt weniger Gleichungen als Variable, siehe Beispiel 2.1 (b)),
quadratisch, falls m =n (es gibt gleich viele Gleichungen wie Variable, siehe Beispiel 2.1 (a) und (c)),
tiberbestimmt, falls m > n (es gibt mehr Gleichungen als Variable).

Bemerkung 2.3 (Matrixform des LGS):

Die wesentliche Information steckt in den a;; und b;, mit ¢ =1,...,m und j = 1,...,n. Zur Einsparung
von Schreibarbeit fassen wir zusammen:

b1 X1
b= : , T = ,
bm Ty
ajl ai2 ce Q1n
agl a9 . a9on, .
A= . . _ . (Matrix des LGS).
Am1 Am2 e Amn,

Dann schreiben wir das LGS in der Kurzform AZ = b.

Beispiele 2.4: (a) Beispiel 2.1 (a) lautete

20+ y+ z=1,
3x+ y+ z=2,
dx +2y + 32 =0,

und die Kurzschreibweise davon ist AZ = b mit

2 1 1 N
A=1|3 1 1|, b=]2
4 2 3 0

Es liegt ein quadratisches LGS vor.
(b) Beispiel 2.1 (b) lautete

2r+y+z2=1,
3z +y+z=2,

die Kurzschreibweise ist erneut Ax = g, aber jetzt haben wir

2 1 1 - 1
Sl R D

Das Gleichungssystem ist unterbestimmt.
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Bemerkung 2.5 (Elementarumformungen):
Das LGS AZ = b kann schematisch wie folgt dargestellt werden:
X1 o tee In ‘ g
: all a2 s Ain bl
: a21 ao9 s a2n b2
: Am1 Am?2 Tt Amn bm

In der Kopfzeile stehen die Bezeichnungen der Variablen, und in der linken Spalte die Zeilennamen.

Die folgenden Aktionen (Elementarumformungen genannt) dndern die Losungsmenge des LGS nicht und
konnen deshalb verwendet werden, das LGS zu vereinfachen und schlussendlich zu l6sen:

(1) Zeilen vertauschen: wir tauschen “

(2) Spalten tauschen: wir tauschen Spalte i mit Spalte j, wobei wir die Eintrdge x; und z; in der
Kopfzeile nicht vergessen diirfen.

(3) Linearkombination: Wir ersetzen die i—te Zeile durch p mal die i—te Zeile plus ¢ mal die j—Zeile
fiir p # 0 und j # i:

p-lil+q-[i] ~ [}
Beachte: ¢ = 0 ist erlaubt und liefert dann die Multiplikation der i—ten Zeile mit p:

p-li] ~ [l p#o

Beispiel 2.6:
Das LGS aus Beispiel 2.1 (a) war
20+ y+ z=1,
3x+ y+ z2=2,
dx + 2y + 3z = 0.

Im Schema wird dies zu

x Y z |
1]: 2 1 1 ]|1
2: 3 1 1] 2
3]: 4 2 3]0

Jetzt benutzen wir zweimal die Elementarumformung (3):

T Y z |
1]: 2 1 1 1
2-12]-3-[1]=:{4]: 0o -1 -1
1-[3]-2-[1]=[5]: 0 0 1 —2

Wir beobachten im 3 x 3—-Feld eine schone treppenférmige Anordnung von Nullen; man redet auch von
der Zeilenstufenform.

Nun haben wir zwei Mo6glichkeiten, wie wir weiter verfahren kénnen.

1. Moglichkeit, sukzessives Auflésen: wir behandeln die Gleichungen im Schema von unten nach

oben:
oz =2,
4] © —y-2=1 = —y+2=1 = y=1,
D 204ytz=1 = 2r+1-2=1 = z=L1

Die Losung ist 7 = [1,1, 2] .
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2. Moglichkeit, weitere Elementarumformungen: wir erzeugen noch mehr Nullen im Schema:

T Y 1 |

+l4]=l6]: 2 0 o] 2
+[5]=7]: o -1 0o | -1
5): 0o o 1| -2

und jetzt bringen wir Einsen auf die Diagonale:

T Y z |
1.l6]=:[8]: 10 0 1
—1-17]=:{9]: 0 1 0 1
: 0 0 1| -2

Damit ist die Losung dann & = [1,1, 2] .

Beispiel 2.7:
Das Beispiel 2.1 (b) bringt uns auf das Schema

T Y z |
1] 2 1 1|1
2/ 3 1 1| 2

Mit einer Elementarumformung stellen wir die Zeilenstufenform her:

T Y z |
2 1 1

: 1
2-[2]-3-[1]=[3]: o -1 -1 |1

Jetzt ist eine der Variablen y und z frei wihlbar. Wir entscheiden uns dafiir, z frei zu wéhlen. Also
schreiben wir z = ¢. Dann liefert uns , dass —y —t =1, also y = —1 — t. Anschlieflend schlieBen wir aus

, dass 2x — 1 —t+t=1, also 2z = 2, also x = 1.

Die Losungsmenge ist

1 1 0
—1—t| :teR )= -1 +t|-1|:teR
t 0 1

Geometrisch ist dies eine Gerade im dreidimensionalen Raum, die nicht durch den Ursprung geht.

Beispiel 2.8:
Wir behandeln Beispiel 2.1 (c¢) erneut, diesmal allerdings in der neuen Schreibweise:

x Y z | x Y
1l 2 1 1|1 1] 2 1 1
2 03 1 1|2 7 2 2]-3i]=[4]: o -1 -1
3): 1 1 1 2-13]-1-|1]=[5]: o 1 1

Die Zeilenstufenform entsteht nach einer weiteren Elementarumformung;:

T Y z |
1] 2 1 1 1
4: 0 -1 -1 |1
[4]+[5]=:[6]: o o 0 | 6

Die letzte Zeile besagt 0 = 6, also gibt es keine Losung.
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Bemerkung 2.9 (Zeilenstufenform):
Das Ziel der Elementarumformungen ist

i i Fr dran in | b
L] * * * * *
0 ° * * *
0 0 * *
0 0 ° * * *
0 0 0 0 0 X
0 0 0 0 0 X
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Hierbei sind die 1, ..., Z, eine Umordnung der gesuchten 1, ..., x,, die durch Spaltenvertauschungen
sich ergibt. Die Eintrdge * und x sind beliebige Werte, und e sind Werte ungleich Null.

Aus dieser Zeilenstufenform kann die Losungsmenge folgendermafien bestimmt werden:
1. Fall: einer der Eintrige x ist # 0: dann gibt es keine Losung.

2. Fall: alle Eintridge x sind Null: dann setzen wir Z,41, ..., &, = t,—, und losen die Gleichungen
schrittweise von unten nach oben auf, womit wir nacheinander ., ..., 1 bestimmen.

Verfahren 2.10 (Gau3—Algorithmus):
(Verfahren zum Erreichen der Zeilenstufenform)

1. Schritt: wir suchen ein a;; # 0. Wir vertauschen die 1. und die j—te Spalte; und wir vertauschen die
1. und die i-te Zeile (das bewirkt, dass das vorherige a;; in der Ecke oben links steht).

2. Schritt: wir ersetzen alle Zeilen ab der zweiten durch a1 - — a1 -. Damit erreichen wir, dass
die erste Spalte jetzt (ai1,0,0,...,0)" lautet.

3. Schritt: wir behandeln das Rest-LGS (ohne die erste Zeile und ohne die erste Spalte) wie vor.

Beispiel 2.11:
Fiir einen reellen Parameter o € R untersuchen wir das folgende LGS:

—

X1 X9 I3 Xq Iy b
: 1 1 30 -2 4| -1
;-1 - -3 —4 | «a
: 0 0 -2 1 0 3
: 0 0 4 -2 0] —6
Wir behandeln die erste Spalte:
€1 X2 €3 Xy x5
[1]: 11 3 -2 4] 1
+[2]=:]5]: 0 0 0 0| a-1
13]: 0o 0 -2 10 3
4] 0 0 4 -2 0 —6

Um die zweite Zeile in die gewiinschte Form zu bringen, wird in den Zeilen , , ein von Null
verschiedener Eintrag gesucht. Wir wihlen z.B. den Eintrag ass = 1 (Einsen sind rechentechnisch schoner).

Vertauschung der zweiten und der vierten Spalte sowie der Zeilen und ergibt

T T4 T3 ) Ts |
: 1 -2 3 1 4 ~1
: 0 1 -2 0 0 3
: 0 0 0 0| a-1
: 0 -2 4 0 0| -6
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Nun werden die Eintrége der Zeilen , in der zweiten Spalte zu Null gemacht:

T T4 T3 T9 T5 |
[1]: 1 -2 3 1 4 —1
13]: 0 1 =2 0 0 3
15]: 0 0 0 0 0| a-1
2-[3]+[4]=:16]: 0 0 0o 0 0 0

Damit ist die Zeilenstufenform erreicht, und jetzt ermitteln wir die Losungen Z (soweit vorhanden):

1. Fall: wenn a # 1, dann gibt es keine Losung.

2. Fall: wenn o = 1, dann setzen wir x3 = t1, 9 = t3, x5 = t3 und bestimmen die noch fehlenden
Losungsbestandteile 1 und x4 wie folgt:

2 Ty —2t1 =3 = x4=3+4 2,

[1]: @1 — 224+ 3t +to +4t3 = —1
= 11 —6—4t; +3t; +1to+4tz3=—1
— 11 =5+1 —ty — 4ts.

Somit erhalten wir insgesamt (im Falle o = 1)

54 b1 — by — 4t 5 1 1 4
to 0 0 1 0

T = tq O +t1 |1 +t2| O +ts| O |, t1,ta,t3 € R.
3+ 2t 3 2 0 0
ts 0 0 0 1

Definition 2.12 (Homogene und inhomogene LGS):
Das LGS AZ = b heifit homogen, falls b = 0. Ansonsten heifit das LGS inhomogen.

Satz 2.13 (Struktur der Lésungsmenge von LGS):
Sei AZ = b ein LGS und n die Spaltenzahl der Matrix A.

(a) Ist b =0 (d.h. es liegt cin homogenes LGS vor), so ist die Losungsmenge
ker(A) := {f eR": A¥ = 6}
ein Untervektorraum von R"™, der als Kern von A bezeichnet wird.

(b) Ist #, eine Losung von A¥ = b (genannt Partikulirlosung oder spezielle Losung), so ist die gesamte
Losungsmenge von AZ = b gegeben durch

(&, +7: Feke(A)} ., =T, +ker(4)*.

Insbesondere ist die Losungsmenge jedes LGS entweder leer oder ein verschobener Untervektorraum,
d.h. ein Punkt, eine Gerade, eine Ebene, .... Die Dimension von ker(A) ist gleich der iiblichen
Dimension des verschobenen Unterraums (Punkte sind nulldimsional, Geraden sind eindimensional,
Ebenen sind zweidimensional . .. ).

(c) Ist r die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A, so gilt die Dimensionsformel
n = r + dim(ker(A)),

mit n als der Gesamtzahl der Spalten von A.

Dabei ist r gleich der Anzahl der Zeilen, die nicht nur Nullen enthalten, in der Zeilenstufenform,
vgl. Bemerkung 2.9. Diese Zahl r heifit Rang von A, geschrieben als rang(A).
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Beispiel 2.14:
Wir betrachten erneut das LGS aus Beispiel 2.11 mit o = 1, d.h.

1 1 3 —2 4 -1
-1 -1 -3 2 —4 7 3
A= 0 0 -2 1 0|’ b= 1
0 0 4 -2 0 0

Wir untersuchen das homogene System, also AT = 0. Dies fithrt uns auf die Zeilenstufenform (siehe
Beispiel 2.11 fiir den Rechnungsverlauf)

xT

1 Ly T3 T2 L5

1 —2 3 1 4 0
0 1 —2 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Also ist rang(A) = r = 2 und dim(ker(A4)) =n —r =5 — 2 = 3. Es ist (siehe Beispiel 2.11)
1 —4

ker(A) = Lin

ON = O
coor~ |
— o oo

Jetzt untersuchen wir das inhomogene System Ax = b. Zum Beispiel ist

0

0
Tp=|—5
-7

0

eine spezielle Losung, wie man durch eine Probe nachpriifen kann. Also sind alle Losungen des inhomo-
genen Systems AZ = b nach Satz 2.13, Teil (b) genau die Elemente der Menge

0 1 -1 —4

0 0 1 0

=5 +t1 [1| +t2| O | +¢t3] O tt1,ta,t3 €R
=7 2 0 0

0 0 0 1

Im Vergleich zur Losungsdarstellung in Beispiel 2.11 haben wir den Aufpunkt gewechselt, aber die Losungs-
mengen sind gleich.

3 Matrizenrechnung

Definition 3.1 (Matrizen): (a) Ein rechteckiges Schema reeller (bzw. komplexer) Zahlen mit m Zeilen
und n Spalten heifit m x n—-Matriz:

a11 a12 s A1n
a1 a9 N A2n,

A= = [aij]zzl ..... m;j=1,...,n
Am 1 Am?2 . Amn,

(b) Die Eintrége a;; heiflen Koeffizienten oder Komponenten der Matrix.

(c) Die Menge aller reellen m x n—Matrizen schreiben wir als R™*". Es ist also A € R"™*™,
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(d) Wir untergliedern diese Matrix A spaltenweise,
A= [61 a2 . d’”}

mit den Spaltenvektoren

amn

mit den Zeilenvektoren
a7
wobei @; € R™.
(e) Ist m = n, so heiit A quadratisch.
(f) Die Matrix

Omn=|i 1 . | eR™
0 0 .. 0
heif3it Nullmatriz.

Bemerkung 3.2:

aZ :[ail a;2 am}, ’L:l,

KAPITEL 1. LINEARE ALGEBRA

Vektoren aus dem R™ sind spezielle Matrizen mit einer Spalte und m Zeilen, also (m x 1)-Matrizen.

Beispiel 3.3:

Sei
3 1 4 5
A=11 5 2 0] eR¥*
0 7 3 2
Dann haben wir
4
asy =17, a =12/, i =1 5 2
3

=1,..., =1,...,

.....

0]

n € R™*™ gowie A € R. Dann definieren wir

A+ B e R™*™ und AA € R™*"™ durch komponentenweise Verkniipfung;:
A+ B = ag; + bijli=1,...mij=1,..n, A= [Aagslim1, o mig=1,ne

Beispiel 3.5:

1 1 _[3 6
3'[3 _[9 12]’

ist nicht definiert !
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Rechenregeln 3.6:
Es ist R™*" ein Vektorraum. Es gelten also (V1)-(V8) aus den Regeln 1.1. Insbesondere gilt fiir A, B,

C e R™*™ und A, € R, dass

A+ B=B+A, (,+ ist kommutativ) (V1)
(A+B)+C=A+(B+0), (,+* ist assoziativ) (V2)
A (e A) = () A, (Vo)
A-(A+B)=\-A+\ B, (V7)
A4+pu)-A=X-A+p- A (V8)

Definition 3.7 (Matrixmultiplikation):
Seien A € R™*™ und B € R™P, mit A = [ajj]i=1,..,m;j=1,...n und B = [bjj]j=1,.. nik=1,...p-

e 1=, 5) = zn:aijbjk. (%)
j=1
Es ist also ¢;; das Skalarprodukt der i—ten Zeile von A mit der k—ten Spalte von B.
Die Merkregel lautet
mxmn - nXp=mxp

bezichungsweise (in einer zweiten, etwas graphischeren Formulierung)

m{ﬁ B D Py m{ :

Die beiden Pfeile werden im Sinne eines Skalarprodukts miteinander multipliziert, und das Ergebnis dieses
Skalarprodukts schreibt man an diejenige Stelle %, wo die beiden Pfeile einander kreuzen.

Man beachte, dass von den vier Zahlen m, n, n, p (auf der linken Seite der ersten Formulierung der
Merkregel) die beiden inneren Zahlen gleich sind; ansonsten gébe es das Produkt AB gar nicht. Es ist also
das Matrixprodukt nur dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten der linken Matrix gleich der Anzahl
der Zeilen der rechten Matrix ist. Und auch in Gleichung (%) sehen wir auf der rechten Seite die Indizes
i, J, j, k in dieser Reihenfolge. Die beiden inneren heiflen gleich und sind der Laufindex.

Beispiel 3.8:
Wir betrachten

2 1 1
A= B ; 21] eR¥3 B—|1 0 3| eRr¥
-4 1 2
Dann haben wir
2 1 1
1 3 2 -3 3 14
AB = { ] 1 0 3| = ,
0 2 -1, . 5 6 —1 4
2 1 17772 1 1 1 3 7
BB=B*>=1|1 0 3 |1 0 3] = |-10 4 7
-4 1 21 -4 1 2 -15 -2 3

Die Produkte AA und BA sind nicht definiert. Man beachte, dal A- B sich vollig anders verhélt als B- A !
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Bemerkung 3.9 (Spezialfall eines Vektors):
Wir iiberlegen uns, was passiert, wenn einer der beiden Faktoren im Matrixprodukt ein Vektor ist.

(a) Sei A € R™*" und ¥ € R™ = R"*!. Dann ist

ail a2 e Ain 1 1121 + @122 + ... + Q1pTy
. as1 a9 e A2n, i) a1 + a92X9 + ...+ A2nTn
A:C = =
am1 Am2 v Amn T Am1T1 + Am2aT2 + ... + QppTn

=~ linke Seite des LGS AZ = b mit b € R™.

Das rechtfertigt im Nachhinein die Schreibweise AZ = b als Matrixprodukt.
(b) Seien 7, i € R™. Dann ist Z" € R™™ und ¢ € R™*!, also 7" - i € R1*! = R, definiert mit
Y1 n
Flog=[n .. m) || =mntrage by = 3y, = (3 0) .
Yn =t
Das ist genau das bereits bekannte Skalarprodukt im R™.

(c) Sind & € R", j € R™, so ist # € R™*! und 5" € R™™  also ist ' € R™*™ definiert durch

. T1Y1 T1Y2 e T1Ym
£ — 5 [yl N ym] _ Toy1 T2y e ToYm
n xn'yl Tnlo e TnYm
Beispiel 3.10:
Wir betrachten
3
A:[(l) g 21]’ T ? ’ 37:[21]

Dann berechnen wir

3
U O B [
A“’_{o 2 1] k _[3}’

Rechenregeln 3.11:
Solange die Produkte definiert sind, gilt fiir Matrizen A, B, C' und Skalare A € R:

(A-B)-C=A-(B-C), (Assoziativitét)
A (A-B)y=(\-A)-B=A-(\-B),
A-(B+C)=AC+ AC und
(A+B)-C=AC + BC, (Distributivgesetze)
A-0=0 und 0-A=0 mit0 als Nullmatrix.
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Warnung 3.12:
Es gilt im Allgemeinen nicht AB = BA. Und es gilt auch nicht: wenn AB = 0, dann A = 0 oder B = 0.

Beispiel 3.13:
Wir betrachten

Dann haben wir

. . 2 —1] |1 2 0 0
einerseits AB = [2 1 } [2 4] = [0 0} ;

) 1 211 2 -1 -2 1
andererseits BA = [2 4] [2 1 ] = [4 2] :

Definition 3.14 (Transposition):
Sei A = [aij]i:17,,,7m;j:17,,,,n € R™*"™_ Dann heif3t

Ist A=| |, soist Al =[@ G ... @nl.

Es wird also die erste Zeile von A zur ersten Spalte von AT gemacht, die zweite Zeile von A wird zur
zweiten Spalte von AT gemacht usw.

Rechenregeln 3.15:
Seien A, B Matrizen und Z, ¢ Vektoren. Dann gilt (solange die Produkte bzw. Summen definiert sind

>

—
Q. o

—
@

(AB)T =BTAT (auf Reihenfolge achten !),
(AZ, ) = (AZ)'g=3T ATy = (z,A).

Definition 3.16 (Symmetrische und antisymmetrische Matrizen):
Eine quadratische Matrix A € R™*™ heifit symmetrisch, wenn AT = A. Sie heifit antisymmetrisch, wenn

AT = —A.
Es gelten folgende Regeln:

e Wenn A und B beide symmetrisch sind (bzw. beide antisymmetrisch), dann ist auch A+ B symme-
trisch (bzw. antisymmetrisch), denn wegen Regeln 3.15 (¢) haben wir, dass

(A+B)"=A"T+B"=A+B.

e Wenn A eine beliebige quadratische Matrix ist, dann sind A+A " und AAT beide immer symmetrisch,
denn wir haben

(A-i—AT)T(:C)AT-FATT(;)AT-FA:A—FAT,
(AAT)T @ ATT AT @ 44T

Es gibt eine Stolperfalle: wenn A und B symmetrisch sind, dann braucht AB nicht symmetrisch sein.
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Beispiel 3.17:
Fiir die quadratische Matrix

3 2 0 30 1
A=10 2 1| habenwir AT =1{2 2 ,
1 0 1 0o 1 1

und es ergibt sich

6 2 1
A+AT =12 4 1],
11 2]
3 0 1][3 2 o0 0 6 1
ATA=12 2 ollo 2 1|l=1]6 8 2
o 1 1f[1t o0 1 12 2

Es sind also AT + A und AT A tatsiichlich beide symmetrisch.

Verfahren 3.18 (Lésung von Matrixgleichungssystemen):
Seien A € R™*™ und B € R"™*P gegeben. Gesucht ist X € R"*P mit AX = B. Die Rechnung verfolgt
analog zu LGSen.

Beispiel 3.19:
Wir betrachten

2 0 1 2 7
A= |1 2 1| e RS, B= 13 1
2 1 2 3 5

und suchen X € R3*2 mit AX = B. Dazu schreiben wir unser iibliches Schema auf, und in die Kopfzeile
schreiben wir die Namen der Zeilenvektoren der Matrix X:

: 2 0 1|2 7
: 1 2 1|3 1
: 2 1 2 |3 5
Wir stellen durch die bekannten Elementarumformungen die Zeilenstufenform her:
@ # |
: 2 0 1] 2 7

2-12]—|1]=:]4]: 0 4 1| 4 =5

—1]=:]5]: 0 1 1|1 =2

@ 5 |
: 2 0 12 7

4] 0 4 1] 4 -5
4-[5]-[4]=[6]: 0 0 300 -3

Und jetzt 16sen wir von unten nach oben:

6] = 38 =0 -3 = @#H=[0 -1,

= 47, +x3 4 -5 = 47 =[4 -5 -0 -1=[4 -4,
= =1 -1],

— x1+x3—[2 71 = 2@ =[2 7-[0 -1=[2 8§,

Somit erhalten wir insgesamt

1 4
-1

X 1
0 -1
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Definition 3.20 (Einheitsmatrix):
Die quadratische Matrix

1 0 0
0 1 0

E,=1. . ) | = [51 € é‘n} c R*X"
0 0 1

heiit Einheitsmatrizx.

Bedeutung: fiir alle A € R™*" gilt AE,, = E,,A = A, also hat F,, bei der Matrixmultiplikation die
Rolle der Eins.

Ziel: wir wollen jetzt durch eine Matrix , teilen®. Gesucht ist also eine Matrix A~!, die zu einer gegebenen
Matrix A gehort, sodass AA™! = E,.

Definition 3.21 (Inverse Matrix):
Sei eine quadratische Matrix A € R™*" gegeben. Wenn es dann eine Matrix A=! € R™*" gibt mit
AA=' = E, und A71'A = E,,, so heifit A~ die Inverse von A. In diesem Fall heifit A invertierbar oder

requldr.

Wenn es eine solche inverse Matrix A~! nicht gibt, dann heifit A singuldr.

Bemerkung 3.22: (a) Wenn eine Inverse existiert, dann ist sie eindeutig.

(b) Es gibt noch mehr singulidre Matrizen als nur die Nullmatrix, wie wir spéter behandeln werden.

Rechenregeln 3.23:
Seien A, B € R™*™ invertierbar. Dann gilt

(A7) = 4, (a)
(AB)"'=BtAa™!, (auf Reihenfolge achten !) (b)
ATY = (AT, (©)

Bemerkung 3.24 (LGS mit invertierbarer Matrix):
Ist die Matrix A invertierbar, so ist das LGS AZ = b fiir jedes b eindeutig 16sbar durch 7' := A~1b, denn
wir haben A(A=Y)b = AA~'b = E,b = b. Und falls es eine weitere Losung geben sollte (wir kénnen sie ¢

nennen), dann ist A7 =b, und es ist A~'b = A"'Af = E,§ =7, also & = §.

Verfahren 3.25 (Bestimmung der Inversen):
Sei A € R™*™ gegeben. Die inverse Matrix A=! =: X 16st AX = E,, also kénnen wir das Verfahren 3.18

anwenden, wenn wir die inverse Matrix A~! suchen.

Beispiel 3.26: (a) Wir betrachten die Matrix
1 2 1
A=11 1 2
2 1 1

und suchen die inverse Matrix als Losung von AX = FEj:

I R
1] 1 2 1 1 0 0
2] 1 1 2 o 1
13]: 2 1 1o o 1

@ d |
[1]: 1 2 1 1 0

- 2]-[1]=:[4]: o -1 1 | -1 1

[3]-2-[1]=:]5]: 0 -3 -1 | -2 1
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@7 7] |
o [+2-[4]=]g] 10 3 | -1 2 0
0 -1 1 —1 1 0
o #] a] |
~ : 1 0 3 —1 2 0
3 0 -1 1 — 1 0
~1.[7]=[8]: 0 0 I T T
@ f 7]
- @—3-::@: 1 0 0 _i _i %
_::1 0 -1 0 _% i i
18] 0 0 1| -1 3 1
7 # 7 |
E 1 0 o | I 1 3
- -1 -: 0 1 0 % 7% *i
- 0 0 1 -1 3 -1

Somit haben wir ermittelt:

-1 -1 3
At=213 -1 -1
-1 3 -1

(b) Ist A =[28] € R?*? so gilt folgendes:

A ist invertierbar <= ad — bc # 0 und in diesem Fall ist
1 d —b
A7l = .
ad — be {C a ]

Das kann man durch Nachrechnen iiberpriifen.

Satz 3.27 (Invertierbarkeitskriterium):
Sei A € R"*™ eine quadratische Matrix. Dann gilt:

A ist invertierbar <= ker(4) = {0} <= rang(A) =n.

4 Lineare Abbildungen

Definition 4.1 (Lineare Abbildungen):
Eine Funktion f: R™ — R™ heif3t lineare Abbildung, falls fir alle u, ¥ € R™ und alle A € R gilt:

fa) = Af(@) und  f(id+7) = f(@) + f(0).

Wir erinnern daran, dass es definitionsgeméf in jedem Vektorraum zwei typische Rechenoperationen gibt:
,» Vektor plus Vektor ergibt Vektor“ und ,Zahl mal Vektor ergibt Vektor®, siehe Definition 1.2. Damit
landen wir bei folgender Interpretation: eine Funktion f: R™ — R™ ist genau dann linear, wenn sie zu
den beiden Vektorraumoperationen kompatibel ist.

Beispiele 4.2: (a) Viele elementare Transformationen der Geometrie und Mechanik sind linear:

e Drehungen
e Spiegelungen

e Projektionen
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e Streckungen

e Scherungen
(b) Tst @ € R™ fest, so ist f: R" — R mit f(%) = (@, &) linear, denn:
o M) = (@) = Ma.7) = M(3),
o f@+¥) =(a.7+y) =(a7)+ (@9 = f@+ [

(c) Ist A € R™*" soist f: R — R™ mit f(Z) = A¥ linear, denn:

Siehe dazu auch Regeln 3.11.

Bemerkung 4.3:
Fiir jede lineare Abbildung f gilt f(0) = 0, denn

f@) = f(0+0) = f(0)+ f(0) = 0= f(0).

Demzufolge sind Verschiebungen keine linearen Abbildungen (abgesehen von der Nullverschiebung).

Als néichstes zeigen wir, dass jede lineare Abbildung durch eine Matrix dargestellt werden kann. Es ist
also Beispiel 4.2 (c¢) der Normalfall.

Bemerkung 4.4 (Abbildungsmatrix):
Sei f: R™ — R™ eine lineare Abbildung. Sei B = {by,...,b,} eine Basis des R”, und sei C' = {¢,...,Cn}
eine Basis des R™.

Sei & € R™ ein gegebener Vektor. Wir merken an, dass Basen und Koordinaten Werkzeuge sind, die man
benutzt, um Vektoren handhabbar zu machen; und haufig wird durch die Einfithrung von Basen und
Koordinaten das Rechnen tiberhaupt erst durchfithrbar. Wir entwickeln also den Vektor & beziiglich der
Basis B. Das heift: es gibt eindeutig bestimmte Zahlen &1,...,§, € R mit

=Y &b;.
j=1

Diese Zahlen &; hatten wir Koordinaten von & beziiglich B genannt (siehe Satz 1.17 und Bild 4.8).

Dann haben wir

r@=r3gb ’ § ist linear
j=1
= Zf (Ejgj) ‘ f ist linear
j=1
= Z & f(b;)
j=1
Das bedeutet zum Einen: wenn man die n Vektoren f(gl), cee f(l;n) kennt, dann kann man fiir jedes
Z € R™ den zugehorigen Ergebnisvektor f(Z) sofort ausrechnen. Die n Vektoren f(b1), ..., f(by) legen

die Abbildung f eindeutig fest.

zum Anderen: da die Ergebnisvektoren f (51), oo f (gn) im R™ liegen, besitzen sie alle eine Koordina-
tendarstellung beziiglich der Basis C'. Das bedeutet, dass es Zahlen o;; € R gibt mit

f(b5) :Zaij@, j=1,...,n
i=1
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Abbildung 4.8: Wir haben die Standardbasis {&1, &} mit & = [1,0]" und & = [0,1]". Und wir haben eine weitere
Basis B = {b1,bo} mit b1 = [3,1]" und b = [1,2]". Das gestrichelte Raster gehdrt zur Standardbasis, und das
gepunktete Raster gehort zur Basis B. Der Punkt # = [9,8] " hat in der Standardbasis die Koordinaten 9 und 8. Und
gleichzeitig hat der Punkt Z = [9, 8] T in der Basis B die Koordinaten ¢; = 2 und &; = 3. Dies kann man geometrisch
erkennen, in dem man im gepunkteten Raster ,zwei Schritte in Richtung by geht und drei Schritte in Richtung
bo*. Und man kann es rechnerisch sehen anhand der Identitét [9,8]T =[6,2]7 +[3,6]7 =2-[3,1]T +3-[1,2]". Wir
haben auch [2] = [$ 1] - [3] als Umrechnungsformel zwischen den Koordinaten [9,8] " und [2,3]". In den Spalten
der Basiswechselmatrix stehen die Basisvektoren by und bo.

Damit kénnen wir unsere oben begonnene Rechnung fortsetzen:
n m m n
0= 6 (Sous) =33 st

j=1 i=1 i=1 j=1
Jetzt fithren wir zwei Schreibweisen ein. Die Zahlen ¢; tiirmen wir zu einer Spalte 5 auf:
&
£:= |
&n
Dies ist der Koordinatenvektor von & beziiglich der Basis B.

Und die Zahlen oy; stapeln wir matrixformig:

Q11 e (5T

Am1 e Omn

Damit kehren wir zu unserer Rechnung zuriick:

F@ =) ay&é= | > & | &
i=1 j=1 i=1 | j=1
—_——
[A-€]
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Dies bedeutet: A - «5 € R™ ist der Koordinatenvektor von f(Z) beziiglich der Basis C. Die Matrix A
beschreibt also die Wirkung der Abbildung f und heifit Abbildungsmatriz von f beziglich der Basen B
und C.

Die symbolische Schreibweise ist A = ME(f).

Wir haben somit gezeigt: jede lineare Abbildung von R™ in den R™ wird von einer Matrix erzeugt. Jetzt
schauen wir uns an, wie man diese Matrix ermittelt.

Bemerkung 4.5 (Bestimmung der Abbildungsmatrix):
Wir haben eine lineare Abbildung f, die von einem Definitionsgebietsraum R™ in einen Zielraum R™
abbildet. Wir haben weiterhin eine Basis B = {by, ..., by} fiir den R” und cine Basis C' = {&,...,n}
fir den R™.

Wir wihlen einen speziellen Vektor Z, ndmlich & = l;j, und wir entwickeln ihn beziiglich der Basis B:
T=0-by+-40-b;_1+1-b;+0-bjs1+-40-by,
also ergibt sich der Koordinatenvektor { zum Vektor 7 wie folgt:

0

mit einer 1 an der j—ten Position.

Wir machen uns klar, dass das Matrix—Vektor—Produkt A - E fiir diesen Vektor ¢ genau die j—te Spalte @’
von A zum Ergebnis hat. Damit folgt dann:

m m

[ =Y [A-&id = [@], e

i=1 =1

Das heiBt: die j-te Spalte von MZ(f) hat als Eintréige die Koordinaten von f (EJ) beziiglich der Basis C.

Die Merkregel lautet:

In den Spalten der Abbildungsmatriz stehen die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren.

Zusammenfassung 4.6: . B
Sei f: R™ — R™ linear, B = {by,...,b,} eine Basis des R", C' = {¢1,...,Cn} eine Basis des R™. (Sehr
hiufig ist n = m, und man hat auch B = C gleich der Standardbasis.)

Dann gilt:

e Es ist ME(f) diejenige Matrix, in deren Spalten die Koordinaten der Ergebnisvektoren f(gl),
.., f(by) beziiglich der Basis C' stehen.

e Wenn man MZ(f) berechnet hat, dann erhélt man fiir beliebiges ¥ € R™ den Ergebnisvektor f(Z)
wie folgt:
— Man bestimme den Koordinatenvektor { von Z beziiglich der Basis B (falls B die Standardbasis
des R" ist, dann gilt £ = ).
— Man berechne das Matrix—Vektor-Produkt A - { € RrR™.
— Dieses Produkt ist dann der Koordinatenvektor von f(#) beziiglich der Basis C, d.h. f(¥) =
S [AE)@ (falls C die Standardbasis des R™ ist, gilt f(#) = A - €).

Wichtig ist dabei: der ganze Kalkiil hingt von der Wahl der Basen B und C' ab. Wenn man eine der Basen
dndert, dann dndert sich meist auch die Abbildungsmatrix !
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Beispiele 4.7: (a) Sei f: R? — R? die Spiegelung an der y—Achse, siehe Bild 4.9.
Wir wihlen B = C = {€&}, €2}, also die Standardbasis.

Abbildung 4.9: Die Spiegelung an der y—Achse.

Geometrisch ist klar, dass f(€1) = —€1 und f(é2) = &3 ist.
Der Koordinatenvektor von f(€;) = —&; beziiglich der Basis {é},é>} ist [ ']
Der Koordinatenvektor von f(€s) = é beziiglich der Basis {€7, €} ist [9].

Also erhalten wir MZ(f) durch Nebeneinanderstellen dieser Koordinatenvektoren:
B |1 0

Fiir & = [§] € R? ist also (hierfiir beachte man £ = )

/(@) = AT = [01 (1)] m _ {ﬂ |
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(b) Sei f: R? — R? eine Drehung um den Winkel v (im Gegenuhrzeigersinn) um den Ursprung der
Ebene, siehe Bild 4.10. Wir withlen B = C' = {¢é}, €>}, also die Standardbasis. Dann machen wir uns
geometrisch klar, dass die Bilder der Standardbasisvektoren die folgenden sind:

- —_— =
f(e,) ////1‘“ -
_ <
7 - \\
v ey N
7/ AN
/ AN
4 v f(e
, ()
/ \
/ \
/ \
! \
! |
| Q |
: >
h 0 - 1
\ €1 !
\ !
\ /
\ /
\ /
\ /
N /
N /
N 7
N 7
~ 7
~ -
~_ -
S B

Abbildung 4.10: Die Drehung um einen Winkel ~.

Also ist dann

=[]

Wenn wir in diesem Beispiel anstatt der Standardbasis iibrigens irgendeine andere Orthonormalbasis
fir B = C genommen hiitten, dann hitten wir die gleiche Matrix ME(f) erhalten.

(c) Wir betrachten f: R? — R? und f sei geometrisch definiert durch die Projektion auf den Unter-
vektorraum

o)

in Richtung [1]. Wir stellen uns dies so vor, dass ,,von rechts oben* Licht diagonal ,nach links unten*
strahlt, und entlang U ist eine Leinwand angebracht, auf der der Schatten auftrifft. Dann ist f also
die Schattenwurfabbildung, siehe Bild 4.11.

Wir suchen die Abbildungsmatrix zu f; und dafiir bietet es sich an, die Basis B dem Problem
angepasst zu wahlen. Wir nehmen

- {[4]. []}-tes)

Dann haben wir naheliegenderweise f(gl) — b, und f(gg) =0.
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5 / Licht

by
T T T T T T T T T T T
4 3 2 1 0 2 3 4 5 6 8 9

1 e

- bl
.2_

Leinwand

-3

Abbildung 4.11: Licht fillt auf eine Leinwand.
Der Koordinatenvektor von f(b;) = by beziiglich der Basis {b1,bo} ist [3].
Der Koordinatenvektor von f(by) = 0 beziiglich der Basis {b, by} ist (9]

Also erhalten wir MZ(f) durch Nebeneinanderstellen dieser Koordinatenvektoren:
B 10

Beispielhaft betrachten wir den Vektor & = [8] Er wird von der Basis B erzeugt gemifl © = 51 + 52,
also lautet seine zugehorige Koordinatenspalte ¢ = [1]. Dann folgt

o 2 |1 0[] _[1
und dies ist der Koordinatenvektor von f (&) beziiglich der Basis B, das heifit
- - - 4
f(@)=1-b1+0-by= {_J .

Wir haben die Abbildungsmatrix von f beziiglich der Basis B ermittelt. Es wére auch recht inter-
essant zu erfahren, wie die Abbildungsmatrix von f beziiglich der Standardbasis E aussieht.

Bemerkung 4.8 (Basiswechsel):
Sei £ = {é1,...,€,} die Standardbasis des R™, und sei B = {b1,...,b,} eine weitere Basis des R™.
Gegeben sei eine lineare Abbildung f: R" — R™.

Gesucht ist ein Zusammenhang zwischen ME (f) und ME(f).

Wir formulieren die Frage etwas ausfiithrlicher. Wir betrachten einen Vektor & € R™ aus dem Originalraum
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Yj€y,

und seinen Bildvektor ¢ := f(&). Beide Vektoren # und 7 entwickeln wir beziiglich der Standardbasis E:
=

n
xr = E Zjeq, Yy =
j=1

und wir entwickeln sie beziiglich der Basis B (siehe auch den Begleittext zu Abbildung 4.8):

f:§:®@v JZE:WQ-
j=1

j=1

—

Diese Zeile definiert die Zahlen £; und 7;, und wir stapeln diese Koordinaten zu Koordinatenvektoren E
und 77 auf. Dann haben wir die Umrechnung zwischen den Koordinatenspalten geméf

g=ME(H)E, 7= ME(f),

denn so waren die Matrizen MZ (f) und ME(f) definiert. Wie rechnet man zwischen diesen beiden Ma-
trizen um 7

-

Wichtige Beobachtung: Wenn wir die Spaltenvektoren 51, ..., b, zu einer quadratischen Matrix S
nebeneinanderstellen, also

S = 51 gn:|€Rn
bilden, so gilt:
e rang(S) = n, also ist S invertierbar;

o fiir jedes j € {1,...,n} ist

also rechnet S von der Basis F in die Basis B um;

e Der Koordinatenvektor von & beziiglich der Basis B war E getauft worden, und es gilt

&1 n
sé=[n .. || =2 &kh=2
&) 71
Analog ist auch
[ n
si=[b ... b => b =7,
)
also rechnet S von den Koordinaten beziiglich B in die Koordinaten beziiglich £ um;
o weil S~! existiert, haben wir dann auch fiir jedes j € {1,...,n}, dass
S_lgj =€}, und auch STz =¢, S~ly =1,

also rechnet S~! von den Koordinaten beziiglich F in die Koordinaten beziiglich B um.

Jetzt bauen wir alles zusammen:
einerseits ist 4 = ME(f)Z,
andererseits ist 7= S7=5-MEB(f)E=S5 - ME(f)- Sz,

und der Vergleich beider Zeilen bringt uns zur zentralen Umrechnungsformel:

—

ME(fy=5-ME(f)-8~' mit S:[El b
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Wir haben auch folgende schematische Darstellung der Umrechnungsformel, die bildlich zeigen soll, dass
es zwei Pfade gibt, um vom Koordinatenvektor Z zum Koordinatenvektor i zu gelangen:

Vektoren: { Originalpunkt & Abblldung f, Bildpunkt ¥

Matrix Mg
Koord. bzgl. E : { Koordinatenvektor & amx—E(f)> Koordinatenvektor ¢/

| S

— atrix B
Koord. bzgl. B : { Koordinatenvektor & NM—MB(f)) Koordinatenvektor 77

Entsprechend gilt auch
Mg(f) =571 Mg(f)-S.
Die Matrizen S und S~! nennen wir Basiswechselmatrizen, siehe auch Abbildung 4.8 und den dazugehori-
gen Begleittext.
Beispiele 4.9: (a) Wir kehren zuriick zu Beispiel 4.7 (¢). Dort hatten wir

(O TR

und somit entsteht dann (siehe auch Beispiel 3.26 (b))

i -swos-[4 L [
o S B s S

(b) Sei f: R® — R? die Spiegelung an der Ebene

1
Lin [ {0], |1
1 1

Wir suchen die Abbildungsmatrix von f in der Standardbasis. Wir betrachten zunéchst eine geo-

metrisch motivierte Hilfsbasis

1 3 1 o
B=1{lo|, |1, |2|}= {bl,bg,bg}.
1 1 1

Dabei ist by := by x by, also steht by senkrecht auf der Spiegelungsebene. Weil f eine Spiegelung sein

soll, haben wir dann

Die Merkregel zur Bestimmung der Abbildungsmatrix aus Bemerkung 4.5 bringt uns dann

1 0 0
ME(f)=f0o 1 0
0 0 -1

Solche iibersichtlichen Matrizen nennt man Diagonalmatrizen. Wir wechseln jetzt von der Basis B
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zur Standardbasis E: Zunichst ist

1 3 —1
S=10 1 2 |, also ergibt sich dann
1 1 1

Mg (f) = SMg(f)s™

1 3 -1 1 0 0
=10 1 2110 1 0-57! bestimme S~! mit GauB-Algorithmus
11 1] o o -1
(1 3 1] 1 —1 —4 7
=10 1 -2 ‘B 2 2 -2
11 -1 P ler 2 1
1 4 4 2 1 2 2 1
=>4 -2 4l=Zl2 -1 -2
6lo —4 4| 31 -2 2

Bemerkung 4.10 (Verkniipfung von linearen Abbildungen):
Wenn f, g: R® — R™ und h: R"™ — RP lineare Abbildungen sind, und B ist eine Basis von R™, C' eine
Basis von R™, D eine Basis von RP, dann gilt:

(a) f+g:R™ — R™ ist auch linear und es ist ME(f + g) = ME(f) + M& (9);
(b) Af:R™ — R™ ist auch linear und es ist ME(\f) = AME(f);
(c) ho f: R™ — RP ist auch linear und es ist M5 (ho f) = MS(h) - ME(f) (Reihenfolge beachten !).

R R™ RY
‘MMéf(f)l P nguw 1
_‘c—o—l \ﬁq{
n m

Abbildung 4.12: Zu Teil (¢) von Bemerkung 4.10. Die Abbildung h o f bildet von R™ via R™ nach RP ab.
Unten stehen schematisch die darstellenden Matrizen und deren Abmessungen. Die verkniipfte Abbildung
ho f besitzt (in Bezug auf die eingezeichneten Basen B und D) die Abbildungsmatrix MS(h) - ME(f).
Beachte, dass die Matrizen MEZ(f) und M§(h) im Vergleich zur Graphik ihre Plitze getauscht haben.
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Satz 4.11:
Sei f: R™ — R™ linear und sei ME(f) € R™*™ die Abbildungsmatrix von f beziiglich der Basen B, C.
Dann gilt:

(a) fist surjektiv <= rang(A) =m;

(b) fist injektiv <=  ker(4) = {0} <= rang(A4) =n,
(somit kann f bijektiv héchstens dann sein, wenn m = n sein sollte); und dann gilt:

(c) f ist bijektiv <= ME(f) ist invertierbar. In diesem Fall ist M (f~1) = (ME(f))~!, also ist

)

dann die Abbildungsmatrix der Umkehrfunktion gleich der Inversen der Abbildungsmatrix.

Besonders wertvolle Basen sind Orthonormalbasen, weshalb wir die Frage stellen wollen, wie Basiswech-
selmatrizen aussehen, wenn die beteiligten beiden Basen Orthonormalbasen sind.

Definition 4.12 (Orthogonale Matrizen):

Eine quadratische Matrix A € R™*™ heifit orthogonal, falls die Spalten von A eine Orthonormalbasis des
R”™ bilden.

Bemerkung 4.13 (Bedeutung von orthogonalen Matrizen): (a) die Basiswechselmatrizen zwi-
schen zwei ONBen sind orthogonale Matrizen;

(b) betrachtet man Drehungen und Spiegelungen im R™, so sind deren Abbildungsmatrizen beziiglich
Orthonormalbasen stets orthogonale Matrizen. (Man probiere es aus mit Beispiel 4.7(a,b) !)

Satz 4.14 (Kriterien fiir orthogonale Matrizen):
Sei A € R™™*" eine quadratische Matrix. Die folgenden Bedingungen sind dann &quivalent:

(a) A ist orthogonal;

(b) AT ist orthogonal;

(c) ATA=E,, d.h. A ist invertierbar und A=! = AT;
(d) die Zeilenvektoren von A bilden eine ONB des R™.

Beispiel 4.15:
Wir suchen die Abbildungsmatrix zur Abbildung

1 2 2 10
f(f):Af:§ 2 11 8| Z
10 -8 5)
beziiglich der Basis

) )

2
p={42l2|. Zl=2|. 2|1
1] 312 319

(Man rechnet nach, dass B tatsiichlich eine ONB des R? ist.)
Es ist ME(f) = A, also haben wir ME(f) = S~'AS zu bestimmen mit

Es ist S orthogonal, weil B eine ONB ist. Demnach ist S~' = ST, was unsere Rechnung deutlich verein-
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facht (da wir den Gau—Algorithmus zur Bestimmung von S™! jetzt nicht benétigen):

BE: 2 1] 4 [2 2 107 [2 1 —2
ME(f)y=STAS=- 1|1 -2 2]-=12 1 -8l-=|2 -2 1
312 1 2 Y0 -8 5 1 2 2

1 0 0

=10 2 0

0o 0 —1

Die Abbildung f bekommt also eine besonders schone darstellende Matrix, wenn wir die Basis B so
wéhlen, wie hier in diesem Beispiel vorgeschlagen. Die tiefere geometrische Bedeutung darin werden wir
spéter erkennen, wenn wir Figenwerte und Eigenvektoren behandeln werden.

5 Determinanten

Fiir quadratische Matrizen werden wir jetzt einen mathematischen Begriff definieren, den wir Determi-
nante nennen. Die Definition verliuft dabei rekursiv iiber die Abmessungen der Matrix.

Definition 5.1 (Determinante):
Sei A € R™"*"™ eine quadratische Matrix.

(a) Wir bezeichnen mit A;; € R"=D*("=1) diejenige Matrix, die entsteht, wenn man aus der Matrix A
die i—te Zeile und die j—te Spalte herausstreicht.

(b) Wenn n =1 ist, so definieren wir det(A) = det([a]) := a.

(¢) Wenn n > 2 ist, so definieren wir

n

det(A) = Z(—1)1+ja1j det(Alj).

j=1

Diese Formelzeile nennen wir Entwicklung nach der ersten Zeile.

Es gibt eine alternative (und kiirzere) Schreibweise:

statt det

ail a12 N A1n aill aio N A1n

as1 a9 N A2n, a1 a9 e a9on,
auch

an1 an2 N Ann an1 an2 e Ann

Bemerkung 5.2 (Spezialfille): (a) Fiir n = 2 haben wir

a b
c d

(=)' a - det([d]) + (—1)"*2b- det([c]) = ad — be.

(b) Fiir n = 3 haben wir

a b
d e
g h

- e f d f d e
I R R R

= a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg).

Fiir groBere n wird es sehr uniibersichtlich !
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(c¢) Im Falle einer unteren Dreiecksmatrix kénnen wir so rechnen:

aill 0 e 0
a1 a9 e 0 . )
entwickle nach erster Zeile
an1 an2 e QAnn
a9 0 e 0
as2 as3 ce 0
=ai1-| . . . I+ 0+04+...40
’ ’ n—1 Summanden
An2 an3 s Ann
a9 0 . 0
asg ass ce 0 . .
=ai-| . . ) . entwickle nach erster Zeile
An2 an3 . Apn
ass ce 0
=ai1-as-| - | +an-0+an-0+...4a11-0
an3 R, QAnn n—2 Summanden
ass ce 0
=ai-a | - : wiederhole diese Arbeitstechnik
an3 N Ann
= ...=a11 - a22 ... Qpp-

Bemerkung 5.3 (Anwendung in der Geometrie): (a) Fiir n = 2 ist der Betrag von |2 }| gleich dem

Flicheninhalt des von den Vektoren [¢] und [}] aufgespannten Parallelogramms, siehe Bild 5.13.

Abbildung 5.13: Die beiden Vektoren [¢] und [4]leben in der Ebene und spannen dort ein Parallelogramm
auf. Dessen Flicheninhalt ist der Betrag der Determinante |¢%| . Wenn diese Determinante Null ist, dann
ist das Parallelogramm ,,platt*, und die beiden Vektoren sind linear abhéngig.
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(b) Fiir n = 3 gilt: Der Betrag der Determinante

ay by C1
ag b2 C2
as b3 c3

ist das Volumen des Parallelepipeds (auch Spat genannt), das von den Vektoren @, g, ¢ aufgespannt

wird, siehe Bild 5.14. (Das Vorzeichen der Determinante gibt an, ob (@, l;, @) ein Rechtssystem (po-
sitiv) oder ein Linkssystem (negativ) ist.)

Abbildung 5.14: Die drei Vektoren leben im dreidimensionalen Raum und spannen dort einen Spat auf.
Dessen Volumen ist der Betrag der im Text angegebenen Determinante. Wenn diese Determinante Null
ist, dann ist der Spat ,,platt“, die drei Vektoren sind in einer Ebene, sind also linear abhéngig.

(c) Ist f: R™ — R linear, so ist |det(ME(f))| der Faktor, um den f das Volumen veriindert (z.B.
gehoéren zu Drehungen immer Abbildungsmatrizen mit Determinante gleich Eins).

Rechenregeln 5.4:
Seien A, B € R"*™ quadratische Matrizen. Dann gilt:

(a) det(AT) = det(A);
(b) det(AB) = det(A) - det(B);
(c) det(AA) = A" - det(A)  (Exponent von A beachten !);
(d) A ist invertierbar <= det(A) # 0. In diesem Fall gilt (auch weil E,, eine Dreiecksmatrix ist)
E,=AA"" = 1=det(E,)=det(AA™") =det(A) - det(A™"),
also auch

1
det(A)’

det(A™1) =
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Bemerkung 5.5: (a) Die Rechenregel 5.4 (d) ist ein sehr wertvolles Invertierbarkeitskriterium.

(b) Man mache sich klar an einfachen Beispielen, dass im Allgemeinen
det(A + B) # det(A) + det(B).

Verfahren 5.6 (Praktische Berechnung der Determinante): (a) Wenn eine Zeile (oder eine Spalte)
von A der Nullvektor ist, dann gilt det(A) = 0;

(b) Multipliziert man einen Zeilenvektor (oder einen Spaltenvektor) von A mit der Zahl A, so dndert
sich die Determinante um den Faktor A (siehe Bild 5.15);

(¢) Vertauscht man zwei Zeilen (oder zwei Spalten) von A, so dndert die Determinante das Vorzeichen;

(d) Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile (oder eines skalaren Vielfachen
einer Spalte zu einer anderen Spalte) dndert die Determinante nicht (dies ermdglicht die Verwendung
des Gaufs—Algorithmus sogar fir Zeilen und Spalten !). Siehe dazu auch Bild 5.16.

(e) Wir konnen allgemein nach der i—ten Zeile entwickeln:

n

det(A) = Z(—l)iJrjaij det(A;;);

j=1
(f) Wir kénnen auch nach der j—ten Spalte entwickeln:

det(A) =Y (=1)"a; det(Ayj).

i=1

= -

Abbildung 5.15: Es ist det[3d,b] = § det[d, b]. Siehe Bild 5.13 und Verfahren 5.6 (b).
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Abbildung 5.16: Die zweikomponentigen Spaltenvektoren @ und b kénnen zu einer 2 x 2-Matrix nebeneinan-

-

dergestellt werden, und deren Determinante det[d, b] ist der orientierte Flicheninhalt des Parallelogramms
OPQR. Die blauen Dreiecke sind kongruent, also haben die Parallelogramme OPQR und OPQ’'R’ den-

selben Fliicheninhalt, und deshalb ist det[@, b] = det[d@, b+ 1d). Siche Verfahren 5.6 (d).

Beispiel 5.7:

Wir rechnen eine Determinante aus und beginnen mit der Entwicklung nach der dritten Spalte:

1 4 2 )
3 0 1 2
1 4 0 0
3 0 1 0

Die roten Vorzeichen entnehmen wir dem Schachbrettmuster

+ +

I+ |

+ +
— + —

das eine bildliche Darstellung der Faktoren (—1)“*7 liefert.

3
=421
3

3
=-2-11
3

:—2.3.4.2+1.3.4.5—1.5.‘

= —48+4+60—5-12 = —48.

I+

+

0
4
0

0
4
0

=)

o

2

) 1
0—1-3
0 1
0 0
0 —1-3
) 1

3 0

1 4
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Bemerkung 5.8 (Nutzen der Determinante):
Sei A € R™™" eine quadratische Matrix und b € R™ ein Spaltenvektor. Dann gilt:

A ist invertierbar <= det(A) A0 <= rang(A) =n;

(a
(

b) 71, ..., ¥, € R" sind linear unabhéngig und damit eine Basis des R” <= det([y,...T,]) # 0;

(c) Das LGS A% = b ist eindeutig losbar <= det(A) # 0;

(d) Wir haben die Cramer’sche Regel: ist det(A) # 0, dann ist die (eindeutige) Losung von AZ = b
gegeben durch

)
)
)
)

o det([(il, ceey 5i_1, g, 5i+1, ceey Ein])
B det(A) ’

Ty ’iZl,...,?’L.

Aus Griinden des Rechenaufwandes ist diese Regel allerdings nur fiir kleine n zu empfehlen.

Bemerkung 5.9:
Sei f: R™ — R™ linear, B sei eine Basis von R", F sei die Standardbasis. Wir betrachten die Abbildungs-
matrizen ME(f) und ME(f).

Wir wissen, dass es eine invertierbare Matrix S gibt mit ME(f) = SME(f)S~!, nimlich S = [by, ..., by).
Also ist dann

det(Mg (f)) = det(SME (£)S™") = det(S) - det(M (f)) - det(S™")

= det(S) - det(M5 (f)) = det(Mg (f))

1
det(S)

Das bedeutet: det(MZ(f)) ist fiir alle Basen B des R" dieselbe Zahl. Also ist die Determinante eine
Kenngrofie der Abbildung f, und nicht etwa eine Kenngrofle der speziellen Abbildungsmatrix beziiglich
B (siehe Bemerkung 5.3 (c)).

6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Unsere Ziele sind:

e zu linearen Abbildungen des R™ in sich selbst suchen wir ,,charakteristische Richtungen® (wie etwa
Drehachsen, Spiegelgeraden, Spiegelebenen, Projektionsebenen, Projektionsrichtungen (siehe Bei-
spiel 4.7 (¢)));

e zu einer linearen Abbildung suchen wir eine ,, angepasste Basis“, sodass die zugehorige Abbildungs-
matrix moglichst simpel ist.
Definition 6.1 (Eigenwert und Eigenvektor): (a) Sei f: R” — R" eine lineare Abbildung des R™ in
sich selbst. Dann heifit A € R ein Figenwert von f, wenn es einen Vektor & € R™ gibt mit
o 7 #0;
o f(¥)=M\-Z.
Der Vektor Z heifit dann Eigenvektor zum FEigenwert ).

(b) Sei A € R™ ™ eine quadratische Matrix. Dann heifit A € R ein Eigenwert von A, wenn es einen
Vektor & € R™ gibt mit

# 0;
f:

= =l

° AT

Bemerkung 6.2:
Beide Teile der Definition sind kompatibel zueinander: Ist A ein Eigenwert von f, so ist A auch ein
Eigenwert von jeder Darstellungsmatrix M5 (f), und zwar unabhingig von der Basis B.
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Beispiel 6.3:
Sei f: R? — R? die Spiegelung an Lin([}]), siehe Bild 6.17. Dann erkennen wir

e f([1]) =[}], also ist [}] ein Eigenvektor von f zum Eigenwert 1;

e f([4])=[7"], alsoist [ 1] ein Eigenvektor von f zum Eigenwert —1.

Geometrisch ist glaubhaft, dass f keine weiteren Eigenwerte besitzt.

Abbildung 6.17: Die Spiegelung an der Winkelhalbierenden.

Definition 6.4 (Eigenraum):
Sei A € R ein Eigenwert von A € R™*" (bzw. ein Eigenwert einer linearen Abbildung f: R™ — R™). Dann
heif3t

Ey :={Z € R": ¥ ist Bigenvektor von A} U {0}

FEigenraum zum Figenwert .

Es ist ) ein Untervektorraum des R™, denn seien 7, i € Ey und «, 8 € R. Dann gilt tatséichlich
A(aZ + BY) = aAZ + BAJ = a \Z + AT = Mo + 7).

Definition / Satz 6.5 (Diagonalisierbarkeit):
Sei f : R" — R" linear. Wir setzen voraus, dass es n Eigenvektoren by, ..., by, von f gibt, die eine Basis
B = {by,...,b,} bilden. Insbesondere ist dann f(b;) = \;b;, fiir j =1, ..., n, mit Eigenwerten ;.

Dann ist M5 (f) eine Diagonalmatrix,

A1 0 0

5 0 A2 0
MB(f>: : : .. : ’

0 0 An

und die Abbildung f heif3t diagonalisierbar.

Entsprechend definieren wir den Begriff der Diagonalisierbarkeit fiir quadratische Matrizen A € R™*™,

Achtung: leider ist nicht jede Matrix diagonalisierbar (siehe Beispiel 6.12) !
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Verfahren 6.6 (Bestimmung von Eigenwerten):
Sei A € R"*™ eine quadratische Matrix. Es gilt dann

AT=)\T = Af-Ai=0 <= Af-)\E,7=0 <= (A—)\E,)Z=0.
Definitionsgeméaf ist A genau dann ein Eigenwert von A,
e falls ein Vektor & # 0 existiert, der dieses LGS 15st:
e also falls das LGS (A — AE,,)Z = 0 nicht eindeutig losbar ist;
e also falls det(A — AE,,) = 0 ist (siche Bemerkung 5.8 (c)).

Insgesamt haben wir also folgendes Ergebnis:
A ist Eigenwert von A <= det(A — \E,) =0.

Es ist det(A — AE,,) ein Polynom von Grad n in der Variablen A. Dieses Polynom nennen wir charakteri-
stisches Polynom.

Also gilt:
Die Figenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakterischen Polynoms von A.

Insbesondere gilt: keine Matrix A € R™*™ kann mehr als n verschiedene Eigenwerte haben.

Verfahren 6.7 (Bestimmung von Eigenvektoren):
Sei A € R™™" eine quadratische Matrix, und A sei ein Eigenwert von A.

Dann sind die Eigenvektoren zum Eigenwert \ alle diejenigen Vektoren # # 0 mit AZ = AZ; also suchen
wir alle Losungen & des LGS (A — AE,,)Z = 0 mit der Einschriankung # # 0.

Beispiel 6.8:
Wir betrachten die Matrix

5) -9 -3
A= |4 -9 —4
—6 15 8

Wir stellen das charakteristische Polynom auf

5— A -9 3] [5-A -9 2\
det(A— AE3) =| 4 S —" 4 —9— )\ 0
—6 15 8-\ —6 15 2\
5— A -9 1 11—\ —24 0
=2-))] 4 —9—-X  0=@2-XN] 4 —9—X 0
—6 15 1 —6 15 1
B 11— A —24 | )
=@2-N|", o= @=0 (=22 99+ 96)

=2-2)- AN =22-3)=2-N)-(A=3)-(A+1),

also besitzt die quadratische Matrix A die Eigenwerte 2, 3, —1.

Beispielhaft bestimmen wir die Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = —2. Dazu bestimmen wir die Lésungen
des LGS (A — 2E3)% = 0:
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T i) x3 | 1 9 x3 |
3 - =3[0 _ 3[i=[4]: 1 -3 110
4 -11 -4 |0 12]: 4 11 -4 |0
-6 15 6 | 0 1.[3]=[5]: -2 5 2 |0
- X i) T3 |
4] 1 -3 -—1]o0
2]—4-[4]=6] 0 1 0 0
5] +2-[4]=|7] 0 -1 0 |0
- X o T3 |
[4]+3-[6]=:]9] 10 -1]0
6] 0 1 0 |0
[6]+[7]=:]8] o 0 0 |0

Die zugehorigen Losungen sind

1
t|0], t e R.
1

Also sind [t,0,¢] " mit ¢ € R und ¢ # 0 alle Eigenvektoren zum Eigenwert \; = 2.

Die Matrix A ist diagonalisierbar, denn es gibt drei verschiedene Eigenwerte und es gilt Satz 6.9 (a).
Satz 6.9 (Regeln fiir Eigenwerte und Eigenvektoren): (a) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten sind linear unabhéngig.
(b) Die Matrizen A und A" haben dieselben Eigenwerte, denn
det(AT = \E,) =det(AT —AE]) =det(AT — (AE,)") = det((A — \E,,) ") = det(A — \E,,).
Achtung: die zugehorigen Eigenvektoren sind im Allgemeinen unterschiedlich !
(c) Sei A eine invertierbare Matrix und AF = A\Z. Dann ist A~17 = %f Also gilt: falls Z ein Eigenvektor

von A zum Eigenwert \ # 0 ist, dann ist & auch ein Eigenvektor von A~! zum Eigenwert %

Beispiel 6.10:
Wir bestimmen die Eigenwerte und Eigenvektoren zu

2 0 0
A= |-1 2 -1
-1 0 1

Dazu stellen wir das charakteristische Polynom auf:
2—-A 0 0

det(A—AEs)=| -1  2—X -1 |=(2-))
~1 0 1A

=2-N'(1-N.

2-A -1
0 1—A

Es ergeben sich die Eigenwerte \;y = Ao = 2 und A3 = 1. Man rechnet nach, dass ein Eigenvektor zum
Eigenwert A3 = 1 der Vektor [0,1,1]" ist. Wir bestimmen jetzt die Eigenvektoren zu A\; = Ay = 2:

T1 T2 x3 | T L2 x3 |

0 0 0 0 1 0 1 0
A

-1 0 -1 0 0 0 0 0

-1 0 -1 0 0 0 0 0

Dieses LGS ist schnell gelost, und der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist demnach
0 -1

E,=Lin| 1|, |0
0 1
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Wir konnen also fiir den R? eine Basis aus Eigenvektoren angeben, nimlich

0 -1 0
1, of, |1
0 1 1

Also ist die Matrix A diagonalisierbar, und nach einem Basiswechsel auf die Eigenvektorbasis gilt dann

2 0 0 0 -1 0
STlAS =10 2 0] mit §=11 0 1
0o 0 1 0 1 1

Bemerkung 6.11:
Diese Diagonalform ist sehr praktisch: zum Beispiel wollen wir uns iiberlegen, wie man mit wenig Aufwand
die Potenz A0 = A-A....- A (10 Faktoren) bestimmen kann, wobei A aus dem vorigen Beispiel stammt.

Dazu bemerken wir, dass A = SDS™! mit

2 0 0
D= |0 2 0
0 0 1

Also ist dann

A" = (SDS ' = SDS=SDS=SD .. .§~5DS = SDS !

1024 0 0
=S| 0 1024 0| St bestimme S~! mit GauB-Algorithmus
0 0 1
[0 -1 0 1024 0 0 -1 1 -1
= |1 0 1l-] 0 1024 0| - |—1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0 1
[0 -1024 0 -1 1 -1 1024 0 0
= 1024 0 1] - |-1 0 0| =1,-1023 1024  —1023
|0 1024 1 1 0 1 —1023 0 1

Beispiel 6.12:
Wir untersuchen die Matrix

1 3 0
A=10 1 2
0 0 1

Deren charakteristisches Polynom lautet
1-A 3 0
det(A—\E3)=| 0 1— A 2 | =(1-)\)3
0 0 1—A

weil hier eine obere Dreiecksmatrix vorliegt. Also ist A1 = A2 = A3 = 1. Jetzt bestimmen wir Eigenvekto-
ren, indem wir das Gleichungssystem (A — F3)Z = 0 15sen:

2! L2 L3 |
0 3 0 0
0 0 2 0
0 0 0 0

Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ermittelt sich dann zu

1
Ey=Lin| |0
0

Andere Eigenvektoren gibt es nicht. Wir schaffen es demnach nicht, drei linear unabhéingige Eigenvektoren
fiir diese Matrix A zu finden. Leider ist A also nicht diagonalisierbar.
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Satz 6.13 (Symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar):
Sei A € R"*™ eine symmetrische Matrix. Dann gilt: es ist immer moglich, n linear unabhéngige FEigen-
vektoren von A zu finden, die sogar eine Orthonormalbasis des R" sind. Das bedeutet:

e A ist diagonalisierbar;

e es existiert eine orthogonale Matrix S € R™*"™ mit

A0 0

0 A .. 0
STIAS =

0 D

Beachte, dass wir die Vereinfachung S~' = ST haben, weil S eine orthogonale Matrix ist (siehe
Satz 4.14).

7 Quadratische Formen und Kegelschnitte

Unser Ziel ist: wir wollen geometrische Figuren beschreiben wie etwa die folgenden:

e Kreise, Kugeln, Ellipsen, Ellipsoide,
e Paraboloide, Hyperboloide, .. ..

bisher: Geraden / Ebenen / ... sind Losungsmengen linearer Gleichungen;

jetzt: die uns interessierenden Figuren sind Losungsmengen quadratischer Gleichungen.

Die allgemeine quadratische Gleichung in n Variablen lautet
2 A F+d - F4+a=0, Q)

und hierbei haben wir folgende gegebene Koeffizienten: eine symmetrische Matrix A € R™*™ ein Spalten-
vektor @ € R™, und eine reelle Zahl a.

Gesucht sind alle Spaltenvektoren & € R™, die (Q) l6sen.

Beispiel 7.1:
Im R? betrachten wir

3
Qla,y) = a*—2y” + day +V5z + 2v5y — T =0.

Wir fithren die Schreibweise & = [§] ein und kénnen dann die Gleichung Q(x,y) = 0 auf folgende Form
bringen:

1 2 x T 3
[ y}-[Q 2}-{y]+[\/5 2\/5-M—1_0,
also bekommen wir die Gleichung (Q) mit

A:E 22]’ ‘_":{2\\//35}’ O‘:_%

Die uns interessierende Frage ist jetzt: was beschreibt diese Gleichung geometrisch 7

Definition 7.2 (Quadriken und Kegelschnitte):
Die Losungsmenge einer Gleichung der Form (Q) heiit Quadrik oder Kegelschnitt.

Um die geometrische Gestalt einer Quadrik besser verstehen zu kénnen, werden wir zu einem besser ge-
eigneten Koordinatensystem iibergehen. Das Verfahren dazu besteht aus mehreren Schritten und verlauft
wie folgt:
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Verfahren 7.3 (Transformation auf Normalform):

Schritt 1: diagonalisiere A (Hauptachsentransformation). Laut Voraussetzung ist die Matrix A
symmetrisch. Gemifl Satz 6.13 existiert eine ONB B = {b17 . ,gn} aus Eigenvektoren, die beim
Nebeneinanderstellen eine Matrix S ergeben, S = [bl, .. .,bn], und diese Matrix S ist sogar eine
orthogonale Matrix, und es gilt

A1 0 0
0 Ao e 0
STAS =87tAS = | . . : | =4
0 0 e An
wobei A1, ..., A, die Eigenwerte von A sind.

Schritt 2: substituiere in (Q). Wir fithren neue Koordinaten &’ ein gemif # = S7’. Wenn wir dies in
(Q) einsetzen, dann folgt

(S TAST +a" (ST) +a=0
= FTSTASTE +(STa)"d +a=0
= FTAZ +d77 +a=0 mit &@:=85"7

Der Nutzen dieses Schrittes besteht darin, dass in dieser quadratischen Gleichung jetzt keine ge-
mischten Produkte mehr enthalten sind, denn A’ ist eine Diagonalmatrix.

Schritt 3: verschiebe den Ursprung. Durch quadratische Ergéinzung kann nun fiir alle ¢ € {1,...,n}
mit A; # 0 der Summand ajz; zum Verschwinden gebracht werden. Das liefert einen erneuten
Koordinatenwechsel von Z’ zu #’. Hierbei wird der Ursprung des Koordinatensystems verschoben.

Das Ergebnis ist dann die Normalform

7 = 11T = . .
TAZ +a"2 +o =0, wobei af =0 wannimmer X; # 0.

Beispiel 7.4:
Wir setzen Beispiel 7.1 fort und fithren die Transformation auf Normalform durch. Die zu untersuchende
Quadrik ist die Losungsmenge der Gleichung

=y G [l - i

Schritt 1: Das charakteristische Polynom von A ist

1-A 2
2 —-2-A

‘:)\2+)\—2—4:)\2+)\—6:()\—2)()\—1—3),

und es ergeben sich die Eigenwerte \; = 2 und A2 = —3. Die zugehorigen Eigenvektoren (auf Léinge
Eins normiert) sind dann

> 1 |2
zu )\1:2: b1:75|:1:|,

R
zu )\2:_3: b2:75|:2:|

Es ist {by, by} eine ONB. Also ist

1 12 -1
s=zh )
und diese Matrix beschreibt eine Drehung um 26.56. ..° im Gegenuhrzeigersinn. Mit dieser Matrix
S gilt

e 2 0],
SAS[O _3}.14.
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Schritt 2: Es ist

RN

V511 2] [2v5
und deshalb gilt: ein Koordinatenvektor [ ] 18st die Gleichung Q(z,y) = 0 genau dann, wenn der
neue Koordinatenvektor [Zi] := ST[7] folgende Gleichung erfiillt:

Q@ y) = [ y']-[f) 03] [”y”ﬁ]w 3}.[5}20.

Schritt 3: Wir fithren die quadratische Ergénzung durch:

Q'(«,y) =0
— 2x’273y’2+4x’+3y’f%:0
3
= 2(x’+1)2—2—3(y’2—y’)—1:0
1\* 1 11
/ 2 r R I
— 22 +1) 3<<y 2) 4> 1 0

1\ 3 11
2 / 1 2 /= s -
— 22 +1)°-3 <y 2) 172 0
1\2
= 2(30’—}—1)2—3(3/—5) —2=0
I 1/2)2
— "T+1)% - -2 1=0
(' +1) 273
"2
172 )
—=——-1=0
EENEYE! ’
und dies ist die Normalform. Wir fassen die Umrechnungen zusammen:
1! / 1 / 1
' =x 41, y =y — 5)
, 2 1 , 2 n 2
= —=x— —=vy, = —=zr+ —=y.
VB VB YTV
Bemerkung 7.5:
Im Falle n = 2 haben wir folgende Normalformen:
Fall A: beide Eigenwerte von A sind # 0:
22 g2
) + =i 1=0 Ellipse (evtl. ein Kreis)
2 2
% + Z_Q +1=0 leere Menge
2 2
% — Z_Q —-1=0 Hyperbel
22 +a’y? =0 ein Punkt
22 —a®y?> =0 ein Geradenpaar
Fall B: ein Eigenwert von A ist Null:
2 —2py =0 Parabel
2 —a®>=0 ein Paar paralleler Geraden
v +a*=0 leere Menge

22 =0 eine Gerade.
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Bemerkung 7.6:
Im Falle n = 3 gibt es bereits 17 verschiedene Normalformen, auf deren Auflistung wir hier verzichten
wollen.

Abbildung 7.18: Eine Normalform—Ellipse mit Parametern ¢ = 5 und b = 4.

Abbildung 7.19: Eine Normalform—Hyperbel mit Parametern a = 4 und b = 3.
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Abbildung 7.20: Ein Geradenpaar als Losung der Gleichung 2 — a?y? = 1 mit a = .

Abbildung 7.21: Eine Normalform-Parabel als Losung der Gleichung 22 — 2py = 0 mit p = 2.

Beispiel 7.7:
Wir vollenden Beispiel 7.1 und 7.4. Die erhaltene Normalform ist

112
7 Y
2" — T

—1=0,
also liegt eine Hyperbel vor. Fiir diese kénnen wir weitere geometrische Informationen angeben: die Halb-

achsenparameter a und b erfiillen a? = 1 und b? = %, alsoista=1und b= \/g .

Die Lage des Mittelpunkts der Hyperbel ergibt sich durch die Bedingung [;::] = [§]. Wir hatten die
Umrechnungen 2/ =2’ +1 und ¢y’ =3’ — %, also gilt fiir den Mittelpunkt [zi] = [1_/12] Im x — y—System
bekommen wir wegen S~! = ST dann fiir die Koordinaten des Zentrums:

LBl 0T -50] -1

y v VB L 2|1 V5|0 0 |

Die Matrix S beschreibt eine Drehung um 26.56°, also ist die xz”’—Achse gegen die z—Achse um 26.56°
gedreht.
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Abbildung 7.22: Die Quadrik aus Beispiel 7.1 und Beispiel 7.4 (aus Papierformatsgriinden ist das Bild um
90° gedreht worden).



Kapitel 2

Differentialrechnung in mehreren
Variablen

1 Funktionen mehrerer Veranderlicher

Definition 1.1 (Funktionen mehrerer Verénderlicher):
Sei M C R". Eine Abbildung f: M — R heif3t skalare Funktion in n Variablen bzw. skalare Funktion von
n Verdnderlichen. Die Menge M heifit Definitionsbereich (oder Definitionsgebiet) von f.

Beispiele 1.2: (a) f: R" — R mit f(&) = ¢ (wobei ¢ € R eine feste Konstante ist). Das ist also eine
konstante Funktion.

(b) f: R" —» Rmit f(¥) = " AT (wobei A € R"*" eine konstante Matrix ist). Wir reden hier von einer
allgemeinen quadratischen Funktion.

(¢) Wir wihlen

e {if emeo)

und betrachten die Funktion f: M — R, die beschrieben wird durch die Vorschrift

r([2]) = mvetan (2)

In Zukunft schreiben wir f(x,y) anstatt des sperrigen f([y]).

Definition 1.3 (Vektorfelder):

Sei M C R", und f1, ..., fm: M — R seien skalare Funktionen. Dann heif3t die Funktion f: M — R™
mit
f1(@)
f@) =1 =
Jm(Z)
vektorwertige Funktion von n Verdnderlichen oder kurz Vektorfeld. Die Funktionen fi, ..., f,, heiflen

Koordinatenfunktionen.

Beispiele 1.4: (a) die Funktion f: R™ — R™ mit f(f) = ¢ (wobei ¢ € R™ fest ist) ist eine konstante
Funktion.
(b) Fiir jede konstante Matrix A € R™*™ ist 2 R" x m mit f(f) := AZ eine lineare Funktion (lineare
Abbildung).

55
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(¢) Sei M C R™. Dann ist idys: M — R™, definiert durch idys (%) := @, die identische Abbildung auf M,
die auch Identitdt auf M genannt wird.

(d) Die Umrechnungsformel von Polarkoordinaten auf kartesische Koordinaten ist auch eine Vektor-
funktion: wir haben dann f: [0, 00) x (—m, 7], wobei

o= )

DR

A b v A o B N ow &

A b N B o P N B »
— T — T

Abbildung 1.1: Links der Graph zur Funktion f(z,y) = 2 — y2, rechts der Graph zur Funktion f(z,y) =
1/(2 + %) mit M = {[z,y] € R?: [z,3] # [0,0]}.

0.8
0.6
0.4
0.2

02
-0.4
-0.6
08

Abbildung 1.2: Links der Graph zur Funktion f(z,y) = sin(xz + y), rechts der Graph zur Funktion
f(z,y) = sin(z? + y?). Die Hohe ist zusitzlich farblich kodiert worden: je heller, desto gréfer ist dort
der Funktionswert.

Bemerkung 1.5 (Veranschaulichung solcher Funktionen): (a) Fiir Funktionen f: R?> — R kann
man sich den Graph anschauen wie in den Bildern 1.1 und 1.2. Oder man kann einen Hohenli-
nienplot anfertigen, vgl. Bild 1.3.
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Abbildung 1.3: Links der Hohenlinienplot zur Funktion f(z,y) = sin(x +y), rechts zur Funktion f(z,y) =
sin(z? + y?).

Abbildung 1.4: Drei Niveauflichen zur Funktion f(z,vy,2) = 22 + y? + 22.



o8

KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

T

T

T

T

T

35

w
TT T T 717

T

25

TTT 1T

T

T

15

TT T T T T T T iTTrTIT

05

TT T 71T

T

T

o
T

L S T T T T T T e T T T T O A Y A B B B B |

[ A A A R B A A A A

N A

A A A A A B A R AR R

NN

PII I b0, ..

RNy

////////////////,,,,,

,//////////////

//////////////r//,,‘

]

i)
g
,/////////////////////

i

j
b

- ,/////////////A/
\,,,///////////VQQQQ/

18

[=}

N}
o
S

x

Abbildung 1.5: Ein Vektorfeld in der Ebene.

(b) Fiir Funktionen f: R® — R bietet sich eine Darstellung der Niveaufliichen an, vgl. Bild 1.4.
(c) Fiir Funktionen f: R? — R? verwendet man oft ein Pfeilbild: am Punkt [x,%] " wird ein Pfeil f(:z:, Y)

angeheftet, vgl. Bild 1.5

Definition 1.6 (Niveaulinie / Niveaufliche):
Sei M CR™ und f: M — R sowie ¢ € R eine feste Konstante. Dann heifit
N.:={Z e M: f(Z) =c}
Niveaufiiche bzw. Niveaulinie oder Héhenlinie von f zur Hohe c.

Unser néchstes Ziel soll es sein, fiir solche Funktionen Begriffe wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit zu

behandeln.

Dafiir benotigen wir

e Grenzwerte im R",
e Eigenschaften der Menge M (offen, abgeschlossen, kompakt, .. .).

Erinnerung:
(a) Die Konvergenz von (Zahlen—)Folgen war im ersten Semester behandelt worden.
(b) Die Konvergenz einer Folge zu einem Grenzwert bedeutet, dass die Glieder der Folge dem Grenzwert beliebig
nahe kommen (ab einem bestimmten Folgenindex). Fiir eine Definition dafiir, was ,,beliebig nahe* bedeutet,
brauchen wir im R" eine Methode, Abstéinde zu messen. Fiir genau diesen Zweck hatten wir die Norm ||Z||

eines Vektors Z € R™ definiert:
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Die Norm ist eine nichtnegative reelle Zahl und entspricht fiir n = 2 und n = 3 der iiblichen geometrischen
Lénge des Pfeiles. Fiir Z, ¥ € R" ist dann ||& — || der Abstand von & zu ¥.

Definition 1.7 (Konvergenz von Folgen im R"):

FEine Folge
T,k
(Tr)ken =
In.kl /) ken
im R™ heifit konvergent, falls alle Koordinatenfolgen (1 k)ken, - .., (Zn.k)ken konvergent sind. Dann gilt
1k limy 00 1,k

lim 7, = lim : : ,
k—o0 k— o0 ' . '
Tn,k hmk—>oo T,k

was wir auch koordinatenweise Konvergenz nennen.

Wenn die Folge (Z)ren nicht konvergent ist, dann nennt man sie divergent.

Beispiele 1.8: (a) Betrachte die Vektoren Z, := [+, ¥/k]T € R2. Dann ist

k
. 1
lim @) = limy 00 | _ {0
P Nimpse VR (1]

(b) Betrachte die Vektoren &, := [k, +]" € R2 Die von diesen Vektoren gebildete Folge (Zj)ren ist
divergent, weil limy_, o k£ nicht existiert.

Wir erinnern uns, dass es im Vektorraum R"™ einige Rechenoperationen gibt:

Vektor plus Vektor ergibt Vektor,

Zahl mal Vektor ergibt Vektor,

Vektor mal Vektor ergibt Zahl (Skalarprodukt),

e die Norm eines Vektors ist eine Zahl.

Und fiir diese Rechenoperationen gelten ihrerseits Regeln (siehe zum Beispiel Regeln 1.1). Die Rechen-
operationen und deren Regeln erzeugen zusammen eine gewisse Struktur, und die Teile (b) und (c) des
folgenden Satzes besagen, dass der Grenzwertbegriff zu dieser Struktur kompatibel ist.

Satz 1.9 (Grenzwertsiitze):
Seien (Zk)reny und (4 )ren Folgen im R™. Sei ¢ € R. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) limg—oo T = T <— limg o0 ||Zx — Zo|| = 0 (beachte, dass der rechte Limes sich auf eine
Zahlenfolge bezieht, keine Vektorfolge),

(b) wenn limy_oo T = o, dann ist limy_ oo || k|| = [|Z0]],
(¢) wenn limg_, oo @ = Zo und limy o0 Gk = Yo, dann ist
o limy oo (T% £ ¥i) = To =+ o,
o limy_, oo (cZy) = ¢,
o limyo0 (Tk, Yk) = (Z0, Yo)-
Wir haben jetzt also den Grenzwertbegriff fiir Vektorfolgen definiert und einige seiner Eigenschaften

erwahnt. Als ndchstes benutzen wir diesen Grenzwertbegriff fiir Vektorfolgen, um Stetigkeit fiir Funktionen
mehrerer Verédnderlicher zu definieren.



60 KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

Definition 1.10 (Stetigkeit):
Sei M CR", f: M — Rund ¥y € M.

(a) Die Funktion f heifit stetig in xo, wenn fiir jede Folge (Zx)ren in M mit limy_,~ ) = &o folgendes
gilt:

lim f(Zx) = f < lim fk) = f(Zo).
k—o00 k—o0
Ansonsten heifit f unstetig in .

(b) Die Funktion f heifit stetig auf M’ C M, falls f stetig ist in jedem Punkt &, € M’.

(c) Eine Vektorfunktion f: M — R™ mit f = [f1, f2,..., fm] ' ist genau dann stetig in einem Punkt
Zo € M (bzw. stetig auf M’ C M), falls alle Koordinatenfunktionen f1, ..., f,, das sind.

Als néchstes schauen wir uns an, wie man aus einfachen Funktionen, denen man schnell ihre Stetigkeit
ansieht, kompliziertere stetige Funktionen zusammenbauen kann.

Satz 1.11 (Baukastenprinzip): (a) Seien M C R™ und f, g: M — R in &, € M stetig. Sei ¢ € R. Dann
sind auch die Funktionen f + g, f —g, f-g und c- f stetig in Z5. Wenn zusétzlich g(#y) # 0 ist,
dann ist auch 5 stetig in .

(b) Wenn f: R™ — R™ stetig in &y € R™ ist, und wenn g: R™ — RP stetig in f(Zp) € R™ ist, so ist
go f: R™ — RP stetig in Zy. Das ist das Verkettungsprinzip. Hierbei sind natiirlich n = 1, m =1
und p = 1 zugelassen.

Beispiele 1.12: (a) konstante, lineare und quadratische Funktionen sind auf ganz R™ stetig.

(b) Die Funktion f: R? — R mit f(z,y) = 22 sin(z — y3) + xy ist stetig auf R?, denn sie ergibt sich {iber
die Summe/Produkt/Verkettung von stetigen Funktionen.

(c) Die Funktion f: R? — R, die gegeben wird durch

) = {Ifﬁ’yz : wenn (z,y) # (0,0),

0 : wenn (z,y) = (0,0),

ist stetig auf R? \ {[0,0]"}] als Quotient von stetigen Funktionen mit Nenner ungleich Null.
Allerdings ist sie unstetig im Punkt [0,0] ", denn fiir die Folge

1
Tk = . . T 0
= , keN, It 1 = ,
L/k] E] R [yk] {0]

aber es ist
11 = 11
li = li — =)= lim — — = lim === #0= £(0,0).
Jn, F (@ ui) k;%of(k’k) T = g = £ 0= 700

Siehe auch Bild 1.6 und Bild 1.7 (linke Hilfte).

(d) Die Funktion f: R? — R, die gegeben wird durch

oy F s wenn (a,y) # (0,0),
flew) {0 + wenn (z,3) = (0,0),

ist stetig auf R?\ {[0,0]"}, mit derselben Begriindung wie in (c).
Und sie ist stetig im Punkt [0,0] T, denn

sei ({zk}) eine Folge mit lim [xk] = [0] .
Yk] Juen k—oo | Yk 0



1. FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER 61

Dann haben wir

2,2 2,,2
X yk :Ekyk 9
0< =k Zkok
=~ |f(xk7yk)| Ii y]2€ = 96% Yk

und wenn wir jetzt in dieser Ungleichungskette & — oo schicken, dann konvergiert der linke-
ste Term nach Null, der rechteste auch, und |f(xg,yr)| ist dazwischen eingesperrt. Es ist also
limg oo f(2k,yx) = 0= f(0,0). Siehe Bild 1.7 (rechte Hilfte).

0.6
0.4

0.2

Abbildung 1.6: Links: die skalare Funktion f(x,y) = ﬁ iiber dem Quadrat [—2,2] x [-2,2]. Die
farbigen Linien sind Geraden, die in den Graphen eingezeichnet sind, und dort hat f jeweils den gleichen
Wert. Rechts sieht man den Graphen derselben Funktion in der Draufsicht. Diese Funktion ist unstetig
im Nullpunkt. Siehe auch die néichste Abbildung und Beispiel 1.12 (c).

18
16
14
12

0.8
0.6
0.4
0.2

Abbildung 1.7: Links der Hohenlinienplot zur Funktion f(z,y) = wf—fym und rechts die Funktion f(z,y) =
mzyz
2 +y2 .
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Definition 1.13 (Topologische Begriffe):
Sei M C R™.
(a) Fiir ¢ > 0 und &y € R™ heifit
Ue(Zp) :={Z € R": || — Zo|| < e}
e-Umgebung um Zy oder auch offene e-Kugel um &y.
(b) Ein Punkt Zy € M heit innerer Punkt von M, falls es einen Radius € > 0 gibt mit U.(Zy) C M.
(¢) Die Menge M heifit offen, falls alle Punkte von M innere Punkte von M sind.

(d) Der Punkt &y heiit Hdufungspunkt von M, wenn es eine Folge (Z))ren gibt, die in M liegt und
gegen Ty konvergiert. (Achtung: wir machen keine Aussage dariiber, ob Zy ein Element von M ist
oder nicht.)

(e) Die Menge M heiit abgeschlossen, wenn jeder Haufungspunkt von M auch ein Element von M ist.

(f) Die Menge M heifit beschrinkt, wenn eine Zahl C' > 0 existiert mit der Eigenschaft, dass ||Z]] < C
gilt fiir jeden Punkt Z € M.

(g) Die Menge M C R™ heifit kompakt, wenn M beschrinkt und abgeschlossen ist.

Die anschaulichen Interpretationen sind: die Menge U, (Zy) ist das Innere der n—dimensionalen Kugel mit
dem Mittelpunkt Z und dem Radius €. Die Haut dieser Kugel gehort nicht zu U (Z). Ab jetzt sagen wir
oft Rand anstatt Haut. Eine offene Menge enthilt keinen ihrer Randpunkte. Eine abgeschlossene Menge
enthélt jeden ihrer Randpunkte. Eine Menge ist beschréinkt, wenn man sie in einer Kugel von endlichem
Radius C unterbringen kann.

Warnung 1.14: (a) Mengen sind keine Tiiren: die meisten Mengen sind weder offen noch abgeschlossen.
Man nehme zum Beispiel das Intervall (2, 3].

(b) Auch Punkte auerhalb von M kénnen Hiufungspunkte von M sein. Zum Beispiel hat das Intervall
M = (1,2) C R! die Haufungspunkte 1, 2, 1.74 (und noch jede weitere Zahl auf der Zahlengeraden,
die echt zwischen 1 und 2 liegt). Die beiden Punkte 1 und 2 sind aber kein Element von M.

Beispiele 1.15: (a) Die Menge U, (%)) ist fiir beliebige #; und beliebiges positives & offen und beschrinkt,
aber nicht abgeschlossen.
(b) Die Menge
K (%) :={Z e R": ||& —Zy|| <€}
ist kompakt. Es handelt sich hier um die abgeschlossene Kugel um den Mittelpunkt &y mit Radius e.

(c) Die Menge M = R" ist offen und abgeschlossen, aber nicht beschriinkt (und deshalb auch nicht
kompakt).

(d) Die ,gelochte Kugel mit Haut* K.(0) \ {0} ist nicht abgeschlossen, nicht offen, aber beschrinkt.
Satz 1.16 (Regeln fiir offene und abgeschlossene Mengen): (a) Eine Menge M C R™ ist genau
dann offen, wenn ihre Komplementmenge R™ C M abgeschlossen ist.

(b) Wenn zwei Mengen M; und Ms offen sind, dann sind ihre Vereinigung M7 U M5 und ihr Durchschnitt
My N My auch offen.

(¢) Wenn zwei Mengen M; und M, abgeschlossen sind, dann sind ihre Vereinigung M; U My und ihr
Durchschnitt M; N M, auch abgeschlossen.

Satz 1.17 (Maximumprinzip):
Wenn M C R” eine kompakte Menge ist und f: M — R eine stetige Funktion, so nimmt f auf M ihr
Minimum und Maximum an, d.h. es gibt ein Z, € M und ein &* € M mit

F(@) < f(T) < (@) fiir jedes 7 € M.
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2 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Bemerkung 2.1:
Die Einfithrung der Differentialrechnung in mehreren Variablen birgt ein Problem:

Und zwar sei M C R™ gegeben, sei f: M — R eine Funktion, also f(Z) = f(z1, 22, ...,zy). Diese Funktion
f soll abgeleitet werden.

T—20)

Folgendes funktioniert nicht: f'(#y) = limz—z, = denn im Nenner steht der Vektor ¥ — 7y, und eine

Division durch Vektoren gibt es nicht (und wird es auch nie geben).

Der anschauliche Hintergrund ist: das Steigungsverhalten von f im Punkt Zy kann nicht durch eine einzelne
Zahl beschrieben werden. Im R™ gibt es (unendlich) viele Richtungen, und in jeder einzelnen Richtung hat
die Funktion f ein gewisses Verhalten. All diese (womdglich unterschiedlichen) Verhaltensweisen miissen
sich im zu definierenden Ableitungsbegriff widerspiegeln.

Ab jetzt entwickeln wir zwei Konzepte zur Losung:

1. totale Ableitung e diese entspricht der bekannten eindimensionalen Ableitung;
e es ist ein starkes Konzept, welches eine schone Theorie ermoglicht;

e leider ist der Begriff der totalen Ableitung zum konkreten Rechnen nicht direkt geeignet.

2. partielle Ableitung e es ist ein schwaches Konzept, das nur eine hissliche Theorie gestattet;

e aber die Berechnung verlduft recht einfach wie in Mathematik I.
Und entscheidend ist natiirlich
3. der Zusammenhang zwischen beiden Ableitungsbegriffen.
Wir beginnen mit der partiellen Ableitung und betrachten die totale Ableitung danach.

Definition 2.2 (Richtungsableitung):
Sei M C R™ eine offene Menge, f: M — R eine Funktion, &y € M ein Punkt, und sei o € R™ \ {0} eine
Richtung. Wenn der Grenzwert

(95)(70) i= Jim f (@0 + fm;l) — f(&o)

existiert, dann heift f im Punkt Zy in Richtung 0 differenzierbar. Die Zahl (95 f)(Zy) heiBit Richtungs-
ableitung von f im Punkt Xy in Richtung v.

Anschaulich bedeutet dies: in der Menge M befinden wir uns am Punkt Zy. Wir laufen von dort in
Richtung v, und der Anstieg von f, den wir bei diesem Weg spiiren, ist die Richtungsableitung von f im
Punkt Zy in Richtung v. Siehe Bild 2.8.

Definition 2.3 (Partielle Ableitung): (a) Wenn {é},...,¢,} die Standardbasis des R™ bezeichnet,
dann nennen wir

6Jf(f0) = (6€jf)(f0)7 .7 = 1527 sy

die partielle Ableitung von f in Zp nach der j—ten Koordinate (es ist also die Richtungsableitung
in Richtung der Standardbasisvektoren). Wenn alle partiellen Ableitungen im Punkt Z( existieren,
dann nennt man f partiell differenzierbar in Zy. Synonyme Schreibweisen sind

of

oz, (Zo) = fu, (Zo).

0; f(Zo) = Oz, f(Zo) =

(b) Wenn f: M — R in jedem Punkt &y € M partiell differenzierbar ist, und wenn die n Funktionen

Zo — 0 f(Zo) (wobei j = 1,...,n) stetig in M sind, so heiit die Funktion f auf M stetig partiell
differenzierbar.
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Abbildung 2.8: Links oben: die durch die Funktion z = f(z,y) = 23 — y? beschriebene Fliche. Wir wollen
im Punkt [z, y0] " = [1,0.5]" die Richtungsableitung in Richtung ¥ = %[2, 1]7 bestimmen. Rechts oben:
die Gerade durch den roten Punkt [zg,%0]" in Richtung ¥ ist eine griine Gerade in der xy-Ebene. Der
Vektor ¢ zeigt entlang der griinen Geraden ,in das Papier hinein“. Wenn wir diese Gerade entlang der
z—Achse parallel verschieben, entsteht eine blaue Ebene. Links unten: wir schneiden diese blaue Ebene mit
der Fliche zur Funktion z = f(z,y) = 23 — y%. Rechts unten: als Schnittfigur entsteht eine blaue Kurve.
Von dieser Kurve interessieren wir uns fiir das Steigungsverhalten am roten Punkt [1,0.5,0.75] T. Beachte,
dass der Vektor ¢ in der xy—Ebene nach ,links hinten* zeigt, also wird die Richtungsableitung positiv
sein. Weil wir ¥ auf Lénge Eins normiert haben, ist die Richtungsableitung von f gleich der schultypischen
Ableitung, wenn wir die blaue Ebene als Papier—Ebene wihlen. Bei anderen Léngen von v kdme noch ein
entsprechender Korrekturfaktor hinzu.
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Verfahren 2.4 (Bestimmung der partiellen Ableitungen):
Wir wahlen die Richtung v = €. Dann ist

fler+hyxo,... xn) — f(o1, 2, ..., xp)

alf(zl,x27---7xn):%L>H10 h/ 7%11}%) h
Das bedeutet: wir betrachten die restlichen Variablen zo, ..., z, als festgefrorene Parameter, und lediglich

x1 ist beweglich. Wir leiten diese Funktion dann ,,wie gewohnt“ nach der Variablen x; ab.

Die Ableitungen nach den anderen Variablen xs, 3, ..., x, werden entsprechend gebildet.

Beispiel 2.5:
2
Wir betrachten die Funktion f: R?* — R mit f(z,y, z) = e®*T¥ . Dann rechnen wir wie folgt:

—gf (,,2) = 01 f(w,y, 2) = €™V g™ 4V 2,

X

_a 2

85 (-T,y, Z) = an(‘Taya Z) = ety 2ya

of i Y i

0] (x,y,2) = O3 f(x,y,2) = 2e™ ™ - x = a7 TV,
z

Definition 2.6 (Gradient):
Sei die Funktion f im Punkt &y partiell differenzierbar. Dann heifit der Ausdruck

Vf(@o) == [01f(Z0), 02f (), - .., Onf (F0)] = [01f(Fo)  Oaf(F0) ... Onf(d)]

Gradient von f. Das Symbol V spricht man ,nabla“.

Bemerkung 2.7: (a) Beachte: der Gradient ist ein Zeilenvektor, kein Spaltenvektor.

(b) Der Gradient besitzt folgende anschauliche Bedeutung: wenn wir innerhalb des R™ an dem Punkt
Zo den Vektor V f(Zy) anheften, dann liegt dieser Vektor wie folgt:

e der Vektor Vf(Zy) zeigt die Richtung an, in der der Graph von f am steilsten ansteigt,
e die Linge von V f(Zy), also ||V f(Zo)]|, ist die Steigung dieses steilsten Anstiegs,
e der Vektor V f(Zy) steht senkrecht auf der Héhenlinie durch den Punkt Zy.

Dazu ein Beispiel: wir withlen im R? die offene Einheitskreisscheibe M,
T 2, .2 2
M::{[y]ER:x +y <1},

und dann betrachten wir die Funktion f: M — R, gegeben durch

flzyy) =1 — a2 —y2.

Anschaulich beschreibt diese Funktion eine obere Halbkugel. Dann haben wir den Gradienten

Vi(z,y) = [%(x,y), g—z(x,y)]

_ —2x —2y
2\/1750271;2’ 24/1 — 22 — 42
-1
=— [, .
ﬁﬂczin[ yl

Siehe Bild 2.9.
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0.8

-1.4 1.2

Abbildung 2.9: Oben: die skalare Funktion f(x,y) = /1 — 22 — y2. Die Hohenlinien sind zweifach ein-
getragen worden: einmal auf der Halbkugelfliiche, und ein weiteres mal im Definitionsbereich M C R2.
Unten sieht man die Hohenlinien in M und einige Gradientenvektoren. Die Gradientenvektoren sind um
den Faktor 6 verkiirzt eingezeichnet, damit die Graphik nicht iiberquillt. In der Nihe des Aquators ist die
Halbkugelfliche steil, und deshalb sind dort die Gradientenvektoren lang. In der Ndhe des Nordpols ist
die Halbkugelflache vergleichsweise ,,unsteil“, und deshalb sind dort die Gradientenvektoren kurz.
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Definition 2.8 (Partielle Ableitungen von Vektorfeldern):
Sei M C R™ und %, € M. Ein Vektorfeld f = [f1,..., fm] ' : M — R™ heiBt partiell differenzierbar in %,

falls die Komponenten fi, fo, ..., f;, dies sind. Wir schreiben dann
Vfl(iio) a1fl(f§0) a2f1(5§0) anfl(if:o)
I () = szz(ifo) _ 31f2:( 0) 32f2:( 0) anf2:(~’00) J—
Vin@)] 0@ Oafml@) . Oufuldo)

und nennen diese Matrix Jacobi-Matrixz von f in &y. Wir fiihren auch partielle Ableitungen des Vektorfelds
f ein:

Beispiel 2.9:
Wir betrachten noch einmal dasjenige f, das von Polarkoordinaten zu den iiblichen kartesischen Koordi-
naten umrechnet (siehe Beispiel 1.4 (d)). Dabei ist f: (0,00) x (=7, 7) — R? mit

_|reose| _ [fi(r, @)
fr ) = {rsinso} B [f2(7‘, w)} '
Die Jacobi—Matrix berechnen wir dann so:

_ [0nfi(r, ) Iy fa(ryo)]  [cosep —rsingp
Ti(re) = [ani(ra ©) aifz(ﬁ @)} N Ling@ rcosy |

Satz 2.10 (Kettenregel):
Seien f: R™ — R™ und g: R™ — RP partiell differenzierbar. Dann ist auch die zusammengesetzte Funktion

h:=gof:R" - R?
partiell differenzierbar, und es ist

Jn(Zo) = Jy(f(Zo)) - J¢ (o).

Man beobachte, dass die Matrix—Matrix—Multiplikation auf der rechten Seite tatséichlich durchfithrbar ist,
weil die Abmessungen der beiden Matrizen wirklich kompatibel sind !

Beispiel 2.11:
Wir betrachten eine , #uere Funktion g: R? — R?, gegeben durch

9(p,q) = [ep COS(Q)} :

eP sin(q)

und eine ,innere“ Funktion f: R3 — R2, gegeben durch

)

xz
Dann ergibt sich die zusammengesetzte (,,verkettete®) Funktion

ety cos(acz)]

(g © f)(:L', Y, Z) = g(f(xvy’ Z)) = g(:L' + Ys :L'Z) - |:ez+y sin(acz)

Die Jacobi-Matrizen der drei Funktionen g o f, g und f stehen zueinander in Beziehung wie folgt:

Jgor(m,y, 2) = Jo(f(x,y,2)) - Jp(z,y, 2).
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Wir rechnen die linke Seite aus, indem wir die beiden Faktoren auf der rechten Seite ermitteln: Zunéchst
ist

T,(pyq) = eP cos(q) —eP sin(q)} .

eP sin(q) eP cos(q)
Fiir (p, q) setzen wir jetzt f(z,y, z) ein:

Jo(f(z,y,2)) = Jg(x +y,22) = [ezﬂ’ cos(ez)  —e"TV Sin(fw)] _ ety [cos(zz) — sin(zz)

e sin(xz) e* Y cos(zz) sin(zz) cos(xz)

Damit erhalten wir also, wie angekiindigt:

e v Mot B MR
o [le) e e —esine)]

Definition 2.12 (Partielle Ableitungen zweiter Ordnung):
Sei M CR"™, und sei f: M — R stetig partiell differenzierbar auf M. Dann setzen wir fiir ¥y € M

Pf 0 (0FY,.

Die folgenden alternativen Schreibweisen sind gebrauchlich:

aiajf(fo)a aziaﬂcjf(fo)a fzﬂj (fo)

Bemerkung 2.13:
Analog fithrt man hohere Ableitungen (und deren Schreibweisenvarianten) ein, zum Beispiel

53
a1a3alfa W{i‘ga fzzy; fmzzzmy;
1

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung ordnen wir jetzt etwas systematischer an:

Definition 2.14 (Hesse—Matrix):
Wenn die Funktion f: R™ — R zweimal im Punkt # differenzierbar ist, dann nennen wir die Matrix

9%f (= 8%f (= 8%f /=

Bay D1 (%o) B, D2 (%o) e Bay O (%o)
O f (= O f (= oOf (»

H (@) = Bzzé)x.l (Zo) Bzzé)x.g (Zo) Bzzé)x.n o)
62 ’ N 62 ’ = ’ 62 ’ -

T, gzl (Zo) T gxz (Zo) i T Bfmn (Zo)

Hesse—Matriz von f in Zy.

Beispiel 2.15:
Wir betrachten die Funktion f: R? — R, gegeben durch die Formel f(z,y) = 2%y + xe¥. Die partiellen
Ableitungen erster Ordnung bilden den Gradienten von f:

Vf(l',y) = [fm(xvy)a fy(zay)] = [3$2y+6y, 1'3 +:C€y:| .

Die vier partiellen Ableitungen zweiter Ordnung stehen in der Hesse-Matrix:

_ fzz(xay) fm (ﬂﬁ,y) _ 6xy 3$2+6y
Hf(-ray) - fyz(xyy) fyz(z;y):| - |:31.2+ey reY

Und dann gibt es noch die Ableitungen dritter Ordnung (insgesamt 8 Stiick):

fmmm(-ray) = 6ya

fzzy(xvy) = 6, fzyz(xvy) = 6, fyzz(xvy) = 6,
fyyz(xvy) = ey, fyzy(xvy) = ey, fzyy(xvy) = ey,
Jyyy(T,y) = Y.
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Wir beobachten, dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist. Und wir beobachten auch, dass einige der Ab-
leitungen dritter Ordnung gleich sind. Das ist kein Zufall:

Satz 2.16 (Satz von Schwarz):
Sei M C R? offen, und die Funktion f: M — R sei k mal differenzierbar, und alle Ableitungen seien
stetig. Dann sind alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k vertauschbar (also 0102 f = 0201 f usw.).

In der Einleitung wurde bereits erwihnt, dass die partiellen Ableitungen zwar recht einfach ausgerechnet
werden konnen, aber nur eine héssliche Theorie zulassen. Jetzt kommen wir zu diesen unangenehmen
Eigenschaften der partiellen Ableitungen, wobei wir die schreckliche Funktion aus Beispiel 1.12 (¢) noch
einmal aufgreifen. Siehe die Bilder 1.6 und 1.7 (links) fiir bildliche Darstellungen dieser Funktion, die im
Nullpunkt eben nicht stetig ist.

Beispiel 2.17: (a) Wir betrachten die Funktion f: R? — R, die gegeben ist durch

B mf—yyZ © wenn (way) # (0’0)’
f(ZC,y) - {0 ! Towenn (z,y) = (0,0)

Fiir jeden Punkt (z,y) # (0,0) gilt

O (g = W) 20y Wy O ) — (analog) = 2
N e N e Y TR R
Im Ursprung gilt (gemif Definition der partiellen Ableitungen)

Ff (0. 0y — g L0 = f0.0) _ (. 3z =0 _ Of (0 oy — _

9 (0,0) = %15%) . = }1112%) = 0, 9y (0,0) = (analog) = 0.

Das bedeutet: diese Funktion f ist im Ursprung partiell differenzierbar (denn dort existieren die
partiellen Ableitungen tatsiichlich), aber im Nullpunkt unstetig. Das ist seltsam, denn eigentlich
wiirde man sich wiinschen, dass Differenzierbarkeit eine stéirkere Eigenschaft ist als Stetigkeit.

(b) Noch wilder ist folgende Funktion f: R? — R:

0 : wenn 0<a®<y<a?,
fla,y) =
1 : sonst.

Bei dieser Funktion existieren im Ursprung sdmtliche Richtungsableitungen, und alle haben den
Wert Null. Trotzdem ist die Funktion f nicht stetig im Ursprung. Siehe Bild 2.10.

Abbildung 2.10: Die Funktion aus Beispiel 2.17 (b) hat den Wert 0 im schraffierten Bereich, und iiberall
sonst (insbesondere im Nullpunkt) hat sie den Wert 1.
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Die Angelegenheit wird viel schoner, wenn wir zum Konzept der Totalen Differenzierbarkeit iibergehen.

Erinnerung: In der Vorlesung Mathematik I haben wir gelernt: eine Funktion f: R — R ist genau dann dif-
ferenzierbar im Punkt zo, wenn man die Werte f(z) fiir  aus einer Umgebung von zo wie folgt in drei Anteile
zerlegen kann:

f(@) = f(wo) + f' (o) - (x — wo) + r(x),
siehe auch Bild 2.11, wobei der Restsummand r(z) folgende Bedingung erfiillt:

r(z)

lim =0.

r—xo T — T

Dies bedeutet, dass r(x) fiir x — xo schneller als x — zo nach Null strebt. Wir kénnen die angegebene Bedingung
auch umformulieren zu

fim @)
T—rxT(Q |1’7:E0|

Im Nenner steht jetzt der Abstand der Zahlen z und z auf der Zahlengeraden. Der Abstand ist eine reelle Zahl, und
durch Zahlen (# 0) darf man dividieren. Daraus gewinnen wir eine Idee, wie wir einen Differenzierbarkeitsbegriff
im R" definieren kénnten, siche Definition 2.18.

Abbildung 2.11: Wir zerlegen den Wert f(z) in drei Teile.

Definition 2.18 (Totale Differenzierbarkeit):
Sei M C R"™ eine offene Menge, Zy € M. Eine Funktion f: M — R™ heifit total differenzierbar in Zy,
wenn es eine Matrix A € R™*™ und eine Funktion r: M — R™ gibt mit der Eigenschaft
f(@) = f(Zo) + A- (T = To) +1(Z), TeM,

wobei der Summand r(Z) folgende Bedingung erfiillt:

Die Matrix A heifit totale Ableitung von f in Zy. Wir schreiben D f(Zy) := A.
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Man wiirde sich wiinschen, dass verniinftigerweise die Differenzierbarkeit eine stéirkere Eigenschaft ist als
die Stetigkeit. Bei der totalen Differenzierbarkeit geht dieser Wunsch in Erfiillung:

Satz 2.19:
Wenn eine Funktion f im Punkt #j total differenzierbar ist, dann ist f in diesem Punkt stetig.

Beweis. Wir wissen, dass wir den Wert f(Z) in die drei Anteile zerlegen kénnen. Wir wollen zeigen, dass
die Funktion f im Punkt &y stetig ist, also dass limz_,z, f(Z) = f(Zo) gilt. Dazu rechnen wir den Limes
einfach aus:

lim f(Z) zerlege f(Z) in die drei Teile
T—rT0o
= lim (f(fo) +A-(Z—7y) + r(f)) ziehe den Limes auf jeden Summanden
Tr—T0o
= lim f(%)+ lim A-(Z&— 7o)+ lim r(Z) vereinfache ersten Summanden
T—To T—To T—T0
= f(Zo) + lim A-(Z—Zo)+ lim r(Z) lineare Abbildungen sind stetig (Bsp. 1.12 (a))
T—XTo T—To
= f(Z) + A-0+ lim r(7) erweitere clever
T—To
= f(Zp) + lim <% |7 — :Eo|> ziehe Limes auf jeden Faktor
=i \ ||T — To||
= f(Zy) + ( lim %) - lim ||& — Zo|| nutze Wissen iiber r(z)
i—7o || T — Zol|| ) 7—0

Das wollten wir haben. O

Satz 2.20 (Zusammenhang zwischen partiellen und totalen Ableitungen):
Sei M C R" offen, ¥y € M und f: M — R™.

(a) Wenn f total differenzierbar in &y ist, dann existieren alle Richtungsableitungen 0z f(Zy) im Punkt
Zo, fiir alle ¥ € R™\ {0}, und es gilt

05 f(Zo) = Df(Zo) - 7,

wobel rechts ein Produkt von Matrix und Vektor steht.

Zusétzlich gilt: die Ableitung D f(Zy) ist gleich der Jacobi-Matrix J¢(Zo) (bzw. gleich dem Gradi-
enten von f, wenn m = 1).

(b) Wenn f partiell differenzierbar ist, dann braucht f nicht total differenzierbar sein. Jedoch gilt: wenn
die partiellen Ableitungen stetig sind (also wenn die Funktion f stetig partiell differenzierbar ist),
dann ist die Funktion f total differenzierbar.

Beweis.  (a) Weil f total differenzierbar ist, kénnen wir f(#) in die drei Teile zerlegen. Das benutzen
wir jetzt, um 0z f(Zy) auszurechnen. Sei also eine beliebige Richtung @ gegeben. Dann haben wir:

lim %(f(fo + hi) — f(fo))

h—0
lim (6] + Df (7o) - hii + (& + ht) — 45)
Df(fo) %U 4 lim T(fo + h’l?)

(05.1)(Zo)

= lim

h—0 ] h—0 h
L r(Zo + hv) .
=D . | .
f(@)- U lim, (|(:EO + hv) — T ””')

- . . T(fo +h’l7)
- D ) 1 )
107+ (J 7 g

= Df (%) - T+ 0 ||5]| = Df(F) - 0.
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Das wollten wir zeigen.

Insbesondere gilt fiir j =1,...,n, dass
0j f(%o) = 0z, f(To) = D f(Zo) - €.

Gemif Definition 2.8 steht links die j-te Spalte der Jacobi-Matrix Jy (&), und gemaf der Merkregel
auf Seite 31 steht rechts die j—te Spalte der Matrix D f(Zy). Diese Argumentation klappt fiir jedes
j=1,...,n. Also ist Df(Zy) = J;(Zo), wenn f in &y total differenzierbar ist.

(b) Die Funktion f aus Beispiel 2.17 (b) ist partiell differenzierbar im Nullpunkt, aber sie kann dort
nicht total differenzierbar sein, denn dann wiire sie ja stetig (wegen Satz 2.19). Auf den Beweis der
zweiten Behauptung verzichten wir.

O
Insgesamt bekommen wir folgendes Verfahren zur Bestimmung der totalen Ableitung von f:
e wir bestimmen die partiellen Ableitungen ng; mit Rechenmethoden &hnlich wie in der Schule (indem

wir die anderen Variablen festhalten und lediglich xj, laufen lassen),
e all diese partiellen Ableitungen bilden die Eintridge der Jacobi-Matrix J¢ (o),

e wir priifen nach, ob diese partiellen Ableitungen gg{ ; stetig sind,

e wenn ja: dann ist die totale Ableitung gleich der Jacobi-Matrix J¢(Zo).

Die Glattheitseigenschaften von Funktionen stehen wie folgt in Beziehung zueinander:

stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar —> stetig
U U
partiell differenzierbar <= alle Richtungsableitungen existieren

Alle Umkehrungen sind falsch !

Bemerkung 2.21:
Eine totale Ableitung nach einer einzelnen Variablen (z.B. nach einer Zeitvariablen t) wird oft als %
geschrieben. Wir miissen sorgfiltig unterscheiden:

0
En gibt uns die partielle Ableitung nach der Koordinate ¢,

d
a gibt uns die totale Ableitung nach der Variablen t.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f mit der Gleichung f(x,y) = 23y + xe¥ und suchen % (t2,3).

Dann ist
FE2,63) = (2% + 2et) — 49 4 t2e(t3),
also bekommen wir das Ergebnis

d
(1) =9t + 2te®) +12(%) . 342 — 918 1 () (2¢ 4 3t4).

Anstatt e(”) schreibt man gewohnlich et’, weil der Exponent ¢3 sowieso Rechenprioritiit hat.
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3 Anwendungen

Unser Ziel ist der Satz von Taylor fiir Funktionen von mehreren Variablen.

Wir erinnern an die Vorlesung Mathematik I: dazu betrachten wir eine Funktion f: R — R und eine
Entwicklungsstelle ¢ € R. Dann haben wir die Zerlegung

f(x) = Ti(x) + Ri(),

wobei Ty das Taylorpolynom vom Grade k ist,

kr0G) (g _
Ti(z) = fT(!O)(z — x0),
j=0
und fiir das Restglied Ry (x) gibt es die Formel

A

(@) = T579y) )

(x — a0

)

wobei von der Zahl ¢ lediglich bekannt ist, dass sie irgendwo zwischen = und x( liegt.

In den praktischen Anwendungen méchte man das Restglied Ry oft vernachldssigen (weil man ein Po-
lynom T}, im Allgemeinen besser versteht als eine allgemeine Funktion f), was typischerweise nur dann
angemessen ist, wenn |Ry(x)| ,klein genug® ist. Das ist meist dann durchfiihrbar, wenn = ,nahe genug®
am zo liegt, weil dann |(z — x0)**t!| klein ist, und wenn zusitzlich |f**1)(¢)| nicht riesig ist.

Abbildung 3.12: Die Taylorpolynome Ty, T3, Ts, T5 (rot) fiir die Sinusfunktion. Wir beobachten, dass die
Néherung Ty (z) = sin(x) tauglich ist fiir z ~ z¢. Wenn x &~ xy, dann wird diese Nidherung mit steigendem
k typischwerweise besser, aber dann steigt auch der Aufwand fiir die Auswertung des Polynoms T}, weil
dieses dann mehr Summanden besitzt. Falls allerdings der Abstand |z — x| zu grofl wird, dann wird die
Niherung Ty (z) = sin(z) offenkundig untauglich.
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Jetzt gehen wir mit dem 2 vom R! in den R™ und betrachten die Taylorentwicklung mit quadratischem
Restglied:

Satz 3.1 (Taylorscher Satz mit Taylorpolynom ersten Grades):
Sei f: R"™ — R zweimal stetig partiell differenzierbar und ¥y € R™. Dann gibt es fiir jedes & € R" ein ¢
auf der Verbindungsstrecke von & nach &y mit

F(@) = (@) + VI (@) - (F = o) + 5(F — 7o) - Hy(&) - (7~ To).

Taylorpolynom ersten Grades

Restglied

Beachte, dass V f(Zy) ein Zeilenvektor ist und (Z — &) ein Spaltenvektor, sodass im Produkt V f (&) - (¥ —
Zy) die Abmessungen kompatibel sind. Entsprechendes gilt fiir das Drei-Faktor-Produkt im Restglied.

44 fﬂ

Abbildung 3.13: Die Verbindungsstrecke zwischen & und Zy.

Bemerkung 3.2 (Verbindungsstrecke):
Die Verbindungsstrecke S zwischen & und #y kann man mathematisch beschreiben wie folgt:

Irgendwo auf der Strecke S liegt der Punkt € (mehr wissen wir vom £ nicht).

Bemerkung 3.3 (Taylorpolynom zweiten Grades):
Man kann auch quadratische Taylorpolynome betrachten, die dann aussehen wie folgt:

f(@0) + V(%) - (F— o) + =(F — o) - Hy () - (Z — o),

1
2
und das dazugehorige Restglied wire dann kubisch in Bezug auf die Differenz & — #y“. Allerdings ist die
Formel fiir das Restglied dann sehr kompliziert, weshalb wir darauf verzichten, es hinzuschreiben.

Wir wollen exemplarisch fiir den Fall n = 2 (also fiir zwei Variablen x und y) das Taylorpolynom zweiten
Grades ermitteln. Wir haben also

— x N i)
'T — b — b
M 0 [yo]
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und das Taylorpolynom ergibt sich dann zu

O TS T L) B A B 1O B 71C.0) I P
fan)+ (30 @) [P+ e v Lifggm i oo
= @) + 5L (@) (o~ a0) + 5L (@) (v~ o)

oo o [5E@) - (@ = o) + 2 (@) (?J—yo)]
ralemre vl L‘fg;(fo) (2 —0) + 24(70) - (v — o)
= @)+ 5@ (- a0+ S @) (- 0)
+%(a—z£(xo) (m—x0)2+286xgy(fo) (x — x0) (y—yo)—i-ng(xO) (?J—yo)Q)
T of (7, i (z
_ 0(!00!).(,7: 20)% - (y —y0)° + 611!(0!0) (x — 20)" - (y — 10)° + 6;6!(1!0) 2 —20)° - (y — o)’
5 (@) 2L (7o) &4 (&%)

o0 (z—20)* (y —50)° + (z—m0) - (y—wo)' + or (z —20)° - (y — y0)*.

Hierbei haben wir verwendet: 0! = 1, 1! = 1, 21 = 1-2 = 2 usw. sowie s? = 1 fiir alle s € R\ {0}, und
im Zusammenhang mit Taylorpolynomen vereinbaren wir 0° := 1 (normalerweise wird 0° als undefiniert
angesehen).

Nach diesem Bildungsprinzip werden dann auch Taylorpolynome noch hoheren Grades zusammengebaut.

Beispiel 3.4:
Wir wollen fiir die Funktion f mit der Gleichung f(x,y) = (1 + 3y?)e® im Punkt [zg,y0]" = [0,0]" das
Taylorpolynom zweiten Grades aufstellen. Die Ableitungen und deren Werte sind:

F0.0)=1,
%(%y) = (14 3y°)e", %(0, 0)=1,
Lo = oper “0.0=0,
%(%y) = (1+3y%)e”, g(& 0) =1,
aa;gy (z.9) = 6ye”, aa;gy( 0= 86;(;; ©.0=0,
O ) =60 2on=o
Damit erhalten wir folgendes Taylorpolynom zweiten Grades:
10,0+ 50,0 =0+ 20,0 (5 -0)
+3220.0) -0+ 2L 0.0 -0 w-0+ 32200 4 -op

1 2 1 2
:1+1~x+0~y+§-1~x +0-x-y+§~6-y
1
:1+x+§x2+3y2.

Wir hétten auch anders rechnen koénnen, indem wir uns an die Reihe fiir e* aus dem ersten Semester
erinnern:
x

2 3
flz,y) =1+ 3y)e” = (1+ 3y2) . (1 +x + % + 5 +.. ) ’ ausmultiplizieren

ZCQ 9
1+x+7+3y P .
(AR~

alle Terme bis Grad 2

alle Terme ab Grad 3
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Abbildung 3.14: Die Tangente an den Graph der Funktion y = f(z), genommen im Punkt [z, f(z0)]T,
hort auf die Gleichung y = f(zo) + f'(z0) - (x — z0). Wir bekommen diese Tangentengleichung, indem
wir die Taylorentwicklung hinschreiben und alles ab dem quadratischen Term wegwerfen. Die Tangente
ist diejenige Gerade, die den Graphen der Funktion f in der Nédhe von zy bestmoéglich annéhert. Eine
Funktion f ist genau dann im Punkt z( differenzierbar, wenn es dort eine eindeutig bestimmte Tangente
gibt.

25 |
20
15 b

10

—— -
——— " 1
="
= >
—————— =
=
= o
= ————
==
=

Abbildung 3.15: Die Tangentialebene an den Graph der Funktion y = f(Z), genommen im Punkt
[Zg, f(Z0)] T, hort auf die Gleichung y = f(Zo) + Vf(Zo) - (£ — ¥). Wir bekommen diese Ebenenglei-
chung, indem wir die Taylorentwicklung hinschreiben und alles ab den quadratischen Termen wegwerfen.
Die Tangentialebene ist diejenige Ebene, die den Graphen der Funktion f in der Nidhe von %y bestmoglich
annihert. Eine Funktion f ist genau dann im Punkt 7 total differenzierbar, wenn es dort eine eindeutig
bestimmte Tangentialebene gibt.

Die sprachlichen Parallelen in den Bildunterschriften sind didaktische Absicht !
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Definition 3.5 (Extremwerte):
Sei M C R™ eine (nicht unbedingt offene) Menge und f: M — R. Ein Punkt Zy € M heifit

globales Maximum von f, wenn f(Z) < f(Zy) fiir jedes & € M gilt,
globales Minimum von f, wenn f(Z) > f(Zy) fiir jedes & € M gilt,

lokales Maximum von f, wenn es einen Radius § > 0 gibt mit f(Z) < f(Z) fiir jedes & € Us(Zo) N M,

lokales Minimum von f, wenn es einen Radius 6 > 0 gibt mit f(&) > f (&) fiir jedes & € Us(Zp) N M,
globales Extremum, wenn ¥y ein globales Maximum oder ein globales Minimum von f ist,

lokales Extremum, wenn 7y ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum von f ist.

Wir erinnern an den Schulstoff: fiir Funktionen f: R — R gilt:

f(xo)=0 und f"(zg) >0 =z ist lokales Minimum,
f(xo)=0 und f"(zg) <0 =z ist lokales Maximum.

Satz 3.6 (Notwendige Bedingung fiir Extrema):
Sei M C R™, &y ein innerer Punkt von M, und sei f: M — R total differenzierbar in Z; mit lokalem
Extremum in Zo. Dann gilt Vf(#) =07.

Wir fithren eine Sprechweise ein: wenn eine Funktion f in Z total differenzierbar ist und wenn dort
Vf(#) =0T gilt, dann nennen wir Zy einen kritischen Punkt.

Damit haben wir: jedes innere lokale Extremum einer total differenzierbaren Funktion ist ein kritischer
Punkt.

Warnung 3.7:
Wie im Eindimensionalen gilt: nicht jeder kritische Punkt ist eine Extremstelle ! Man denke z.B. an die
Funktion f mit der Gleichung f(x,y) = 22 — y? (siehe Bild 1.1 (links)) oder an die , Affensattelfunktion®
f(x,y) = 23 — 3zy? (siehe Bild 3.16).

Kritische Punkte, die keine Extrema sind, nennt man Sattelpunkte.

Bemerkung 3.8 (Voriiberlegung fiir hinreichende Bedingungen):
Sei M C R"™ eine offene Menge, f: M — R sei zweimal stetig partiell differenzierbar, und fiir ¥y € M
gelte V(%) = 0". Der Satz von Taylor sagt uns dann: fiir jedes Z in der Nihe von #, gibt es dann einen
Punkt E auf der Verbindungsstrecke von & und &y, sodass

f(&) = f(Zo) + V[f(Zo) (& — Zo) + %(f—fo)T CHp(€) - (Z — T).

Rf—/
=07
Also haben wir dann
1@ — (o) = 3 (&~ o) - Hy(@) - (7~ ). 0

—

Nach dem Satz von Schwarz ist die Hesse-Matrix H(§) € R"*" eine symmetrische Matrix. Nach Voraus-

setzung der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit ist H;(§) aber auch eine stetige Matrix—Funktion in
der Vektorvariablen €. Das bedeutet also H ¥ O ~H ¢ (o) fur € in der Nihe von .

Wenn die rechte Seite von (#) immer > 0 ist fiir alle £ in der Nihe von &, dann ist & ein lokales Minimum
von f. Und wenn die rechte Seite immer > 0 ist fiir alle £ in der Nidhe von &y, dann ist Ty ein lokales
Maximum von f.

Damit ist die nichste Definition motiviert:
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Abbildung 3.16: Links: die Affensattelfunktion f(z,y) = 2® — 3xy?. Wir sehen drei Richtungen, wo die
Funktion ,,runtergeht“, und drei Richtungen, wo die Funktion ,,raufgeht*. Rechts der dazugehotrige Hohen-
linienplot.

Definition 3.9:
Sei A € R"*™ eine symmetrische Matrix. Dann heif3t

A positiv definit genau dann, wenn &' - A -7 > 0 fiir alle Z # 0,
A negativ definit genau dann, wenn 7' - A - < 0 fiir alle Z # 0,
A indefinit genau dann, wenn es zwei Vektoren # und ¢ aus dem R™ gibt mit #' - A - % > 0 und

gr-A-y<0.

Satz 3.10 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema):
Sei M C R™ offen, f: M — R sei zweimal stetig partiell differenzierbar, und Zy € M sei ein kritischer
Punkt von f. Dann gilt:

Wenn H(%,) positiv definit ist, dann ist &, ein lokales Minimum von f.
Wenn H;(%)) negativ definit ist, dann ist 7y ein lokales Maximum von f.

Wenn H(Z)) indefinit ist, dann ist & ein Sattelpunkt von f.

Bemerkung 3.11:
Wie schon im Falle von n = 1 bekannt, gibt es auch kritische Punkte, die von diesem Kriterium nicht
erfasst werden (,unentscheidbare Fille“). Das kann zum Beispiel aussehen wie folgt:
Esist 7' - Hp (i) -7 >0 fiir alle &,

aber es gibt auch ein 7 # 0 mit §' - Hp(Zp) -7 = 0.

In diesem Fall nennt man die Hesse-Matrix H(Zo) positiv semi-definit.
Eine analoge Begriffsbildung gibt es mit < 0, negativ semidefinit.

Das Affensattelbeispiel wird von unserem hinreichenden Kriterium iibrigens auch nicht erfasst, weil dann
fiir 7o = [0,0] " die Hesse-Matrix Hy (%) gleich der 2 x 2-Nullmatrix ist.
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Satz 3.12 (Praktischer Nachweis der Definitheit):
Sei A € R"*™ gymmetrisch. Dann gilt:

(a)

A ist positiv definit
<= alle Eigenwerte von A sind strikt positiv

a a1z ari a2 ais
<= die Unterdeterminanten ’au v anlr a2 a22 a3 ... sind alle positiv.
21 22
asi as2 ass

Diese Unterdeterminanten nennt man Unterminoren. (Bemerkung: Die Vorzeichenreihenfolge der
Unterminoren kann man sich merken, indem man an die Einheitsmatrix E,, fiir A denkt.)

(b)

A ist negativ definit
<= alle Eigenwerte von A sind strikt negativ

<= die Unterminoren sind abwechselnd negativ, positiv, negativ, positiv usw.

(Bemerkung: Die Vorzeichenreihenfolge der Unterminoren kann man sich merken, indem man an die
Matrix —F, fir A denkt, denn —F,, ist negativ definit und hat die Unterminoren —1, +1, —1, ...)

()

A ist indefinit
<= es gibt einen strikt positiven und einen strikt negativen Eigenwert von A

<= die Unterminoren sind alle # 0 und passen in keines der beiden obigen Schemata.

(Achtung: in der letzten Zeile gilt wirklich nur <=, nicht <=-.)

Beispiele 3.13: (a) Die Matrix A = [ 3, %] ist symmetrisch. Die Unterminoren sind

3 -2

det [3] =3>0, det {_2 4

}m48>a

also ist die Matrix A positiv definit.
(b) Wir betrachten die Matrix
—1 —1 0

B=]-1 -3 1
0 1 -1

Diese ist symmetrisch, und die Unterminoren sind

1 -1

det [-1] = -1 <0, dm[l _3

}:3—1:2>Q

-1 -1 0 -1 -1 0 B
det -1 =3 1 |=det|-1 -2 1 :—®t[
0 1 -1 0 0 -1

Also ist B negativ definit.
(¢) Wir betrachten die symmetrische Matrix C' = [1 3]. Die Unterminoren sind

1 3

det [1] =1>0, det {3 9

]297<0.

Also ist C indefinit.
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Beispiel 3.14:
Fiir die Funktion f: R? — R mit f(z,y) = (22 + 2y%)e™® ~¥ wollen wir alle Extrema finden. Zuerst
suchen wir die kritischen Punkte; also alle diejenigen [x,y]" mit V f(z,y) = [0,0]. Dazu bestimmen wir

Vf:

V(e y) = 2067 7 4 (@2 4 27 T (<20), dyem™ TV 4 (@2 1 2R)e Y (<2

= [2$67127y2(1 — 2% - 2y?), e Y (2 — 2% —2y*)| =0,0].
Weil e=#"~¥" niemals Null werden kann, miissen kritische Punkte [z,y]" folgende beiden Gleichungen
16sen:
(1 —2* —2y*) =0, (I)
y(2 — 2% —2y%) = 0. (I)

Sei x = 0: dann ist (I) erfiillt, und aus (II) folgt y(2 —2y?) = 0, also 0 = y(1 —y?) = y(1 —y)(1 +y), also
y =0 oder y =1 oder y = —1.

Sei x # 0: dann liefert (I) uns (1 — 22 — 2y?) = 0, und aus (II) bekommen wir
O=y-2-2*-2) =y-1+1-2*-2¢%) =y-(1+0) =y,

also y = 0. Damit gehen wir wieder zu (I) zuriick und bekommen (1 — z%) = 0, also = 1 oder
r=—1.

Insgesamt finden wir die folgenden kritischen Stellen:
ol B ) B 1)
o> (1| [-=1]" 0|’ 0"
Jetzt ermitteln wir den ersten Eintrag der Hesse-Matrix:
%(m, y) = 2€_z2_y2(1 — 2% —2y%) + 2ze= Y. (—22) - (1 — 2% — 2¢°%) + 2ze~ V" (—2x)
=2 " V. (1- 22— 2% —42%(1 — 2% — 2°) — 4302)
— 9e~ %V’ (1 — 2% — 2y% — 42® + 4ot + 82%y? — 4:02)
= 2e77" V" (1 - 927 — 292 + 4a* + 82%y?) .
Auf dhnlichem Wege findet man

an . 4 7127y2 3 2 2 2 ﬁ o 2 7I27y2 2 2 10 2 2 2 2 4 4

axay(xvy)*izye ( — T = y)v ayg(zay)f € ( - = y+$y+y),
und somit finden wir

22 [1 =922 — 292 + 4a* 4 82%y? —2xy(3 — 2% — 29?)
_ z*—y
Hf(.’L',y) =2e |: 72:cy(3 o 562 o 2y2) 92— 562 o 10y2 + 21.2y2 + 4y4 .
Wir setzen darin die kritischen Stellen ein:
H;(0,0)=2 [(1) (2)] mit Eigenwerten 2 und 4, also hat f lokales Minimum in [8} ,

211-2 0 2 (-1 0
Hf(o’l)_é[ 0 210+4]_E[0 4]
I 2 8 . . |0
mit Eigenwerten — — und — —, also hat f lokales Maximum in NE
e e

H¢(0,—1) = Hf(0,1), also ebenso lokales Maximum in [_01] ,

2(1-9+4 0 2 |—4 0
Hf(l’o)_é[ 0 21}_2{0 1]
S 8 2 . |1
mit Eigenwerten — — und —, also einem Sattelpunkt in NE
e e

Hy(—1,0) = Hf(1,0), also ebenso ein Sattelpunkt in [_01] .
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Abbildung 3.17: Achtung: diese Funktion f: R? — R, gegeben durch die Funktionsgleichung f(z,y) =
1.1e7* =" 4 0.9¢~(@=3:9°/2-v"/3 hat ywei Maxima, aber dazwischen kein Minimum (denn sie hat iiber-

haupt kein Minimum auf dem R?). Funktionen im R? kénnen sich also anders verhalten als Funktionen
im R

Bemerkung 3.15 (Die Gradientenmethode):
Es gibt ein numerisches Verfahren zur Suche nach lokalen Extrema, und wir zeigen jetzt fiir den Maximum-—
Fall, wie es funktioniert.

Gegeben sei eine stetig partiell differenzierbare Funktion f: R™ — R, und wir suchen ein lokales Maximum
von f.

Wir erinnern daran, dass V f(Zp) in Richtung des steilsten Anstiegs von f im Punkt Zy zeigt.

Schritt 1: wihle einen Startwert . Es empfiehlt sich, diesen Startwert so zu wihlen, dass er schon eine
gute Niherung des Maximums ergibt (indem man anderweitig gewonnenes Wissen iiber die Funktion
f heranzieht, um die Lage des Maximums einzugrenzen).

Schritt 2: wihle eine Schrittweite h und setze #1 := Zo + h - V f(Z).
Schritt 3: Wenn f (%) > f(#o), dann iteriere das Verfahren (gehe also zuriick zu Schritt 2 mit #; anstatt
von Zp). Wenn f(Z1) < f(#) (also wenn man zuweit gelaufen ist), dann wiederhole Schritt 2 mit

kleinerer Schrittweite h (z.B. h/2 anstatt h).

Abbruchbedingung: V f(Z)) ist nahe genug bei 0. Die Toleranz dafiir ist vorher festzulegen.



82

KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

Wir kommen jetzt zu einem neuen Thema.

Beispiel 3.16 (Extremwerte unter Nebenbedingungen): (a) Wir suchen Extrema der Funktion

f(x,y) = 23 — y? auf der Menge

N:{[ﬂ €R2zx2+y2:1}.

Die Gleichung 22 + y? = 1 nennen wir Nebenbedingung. Siehe Bild 3.18.

Zun#chst beobachten wir: die Funktion f ist stetig und die Menge N ist kompakt. Also existieren
tatséchlich Minima und Maxima der Funktion f auf N; wir miissen diese Extrema ,,nur noch® finden.
Bei dieser Aufgabe kommen wir mit Einsetzen zum Ziel: Fiir alle [z,y]" € N ist y?> = 1 — 22, also
ist dort

fla,y) =a2® —y* =2 —1+2° = F(x),
und jetzt suchen wir kritische Punkte von F":

0= F'(z) = 322 + 22 > x=0oder3z+2=0

2
<= :E:()oderx:fg.

Wir setzen diese Werte in F ein: es ist F/(0) = —1 und

A(2) _(_2) L (2 208 T e (e R

3)  \ 3 3) 27 9 27 2T
Die Maxima und Minima miissen wegen unserer Beobachtung existieren, also liegt das Maximum
von f vor fiir # = —2; und das dazugehérige y ergibt sich dann aus der Gleichung 2% +y? = 1, also

% +y?=1,alsoy = i?. Es hat also f Maxima in den Punkten
_2 _2

{é’} und {ig} .
3 3

Die Minima gibt es dann fiir = 0, und das dazugehdrige y ist gegeben iiber die Gleichung z2 +y? =
1, also 02 4 y? = 1, also y = £1. Es hat also f Minima in den Punkten

]

Jetzt suchen wir Extrema der Funktion f(z,y) = 2® — 3® auf derselben Menge N wie in (a). Wir
kénnen die Nebenbedingung 22 +y? = 1 in die Gestalt bringen g(x,y) = 0, mit g(z,y) := 22 +y*>—1.
Aber leider ist der Rechenweg aus (a) jetzt nicht mehr so schén durchfithrbar, wie man schnell
bemerkt. Wir wollen uns eine andere Herangehensweise iiberlegen.
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Abbildung 3.18: Links oben: die durch die Funktion z = f(x,y) = 2® — y? beschriebene Fliche. Rechts
oben: die Nebenbedingung 22 + y* = 1 beschreibt in der zy—Ebene einen Kreis (griin). Wenn wir diesen
entlang der z—Achse parallel verschieben, entsteht ein blauer Zylinder. Links unten: wir schneiden den
blauen Zylinder mit der Fliche zur Funktion z = f(z,y) = 23 — y?. Rechts unten: als Schnittfigur entsteht
eine rote Kurve. Von dieser Kurve suchen wir die lokal hochsten und tiefsten Punkte. Siehe Beispiel 3.16 (a).
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Bemerkung 3.17 (Optimierung unter Nebenbedingungen):
Wir wollen folgendes allgemeine Problem losen: Seien f: R™ — R und g: R™ — R gegebene Funktionen.

Wir suchen Extrema von f auf der Menge N := {# € R": g(&) = 0}. Die Gleichung ¢() = 0 nennen wir
Nebenbedingunyg.

Der Abbildung 3.19 und ihrem Begleittext entnehmen wir eine heuristische Uberlegung, die uns hilft, die
gesuchten Extrema zu finden. Wir machen uns plausibel, dass die gesuchten Extrema von f auf N nur an
denjenigen Stellen {iberhaupt liegen kénnen, an denen

e die Hohenlinien von f und g einander beriihren, ohne einander zu schneiden,

e also die Tangenten an die Hohenlinien zueinander parallel sind.

Wir erinnern uns: es steht V(&) senkrecht auf der Hohenlinie zu f durch den Punkt Z, und entspre-
chendes gilt fiir die Funktion g.

Das bedeutet: Extrema von f auf N kann es nur an den Stellen geben, an denen V f (%) und Vg¢(Z) parallel
zueinander sind. Es muss also ein A € R geben mit Vf(Z) = AVg(Z).

Abbildung 3.19: Eine handgemalte Skizze zur Suche nach Maxima der Funktion f(Z) fiir # € R? unter der
Nebenbedingung ¢(#) = 0. Die Menge aller derjenigen # € R? mit (%) = 0 ist gerade die Menge N (blaue
Kurve), und dies ist die Hohenlinie der Funktion g zur Hohe Null. Die Hohenlinien der Funktion f sind
schwarz skizziert, und in diesem Beispiel soll f genau zwei lokale Maxima besitzen. Der hochste Punkt
von f auf der blauen Linie ist rot markiert. Diesen roten Punkt suchen wir. Am roten Punkt gilt: wenn
wir die blaue Kurve nach ,,rechts oben“ entlanggehen, dann treffen wir dort nur niedere Niveaulinien von
f. Und wenn wir vom roten Punkt aus die blaue Kurve nach ,links unten“ entlanggehen, dann treffen wir
ebenfalls nur niedere Niveaulinien von f. Also beriihrt die durch den roten Punkt laufende f—Niveaulinie
die blaue Kurve N tangential.
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Satz 3.18 (Satz von Lagrange): -
Seien M C R" offen, f: M — R und g: M — R beide stetig partiell differenzierbar, und sei Vg(Z) # 0"
fiir alle 7 € M.

Dann gilt: falls f in @y € M ein Extremum unter der Nebenbedingung ¢ = 0 hat, so existiert ein A € R
mit Vf(Zy) = AVg(Zy).

Wir kehren zuriick zu Beispiel 3.16 (b).

Beispiel 3.19:
Wir suchen Extrema von f(x,y) = ® — y* unter der Nebenbedingung g(z,y) = 2% + y> — 1 = 0.

Die Lagrange-Bedingung lautet: es gibt ein A € R mit
Vf(z,y) =AVg(z,y) <= [32? —3y?] = A2 2y]
und das fiithrt uns zum Gleichungssystem
322 = 2\,

—3y* =2y,
2?49 —1=0.

(Beachte: dies sind zwar drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten z, y und A, aber damit ist iiber die
Losbarkeit dieses Gleichungssystems noch gar nichts gesagt.)

Dieses Gleichungssystem kann gelost werden, und wir finden die Losungen

0GB L [ [

Dies sind alle Stellen, an denen es {iberhaupt Extrema geben koénnte.

Allerdings ist f stetig auf der Menge

N{Lﬂ ERQ:g(z,y)o}{m GRQ::c2+y21},

und N ist die Einheitskreislinie im R?. Offenkundig ist N beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt.
Nach Satz 1.17 besitzt f auf IV tatséchlich ein Maximum und ein Minimum. Wir brauchen also blofl noch
die Werte von f an den extremwertverdéachtigen Stellen ausrechnen und vergleichen:

f( aO):lv f(*l,O): ) f(Ovl)zilv f(Ovil):*L

und deshalb besitzt f auf der Menge N

Maxima in B] , [01] mit Funktionswert 1,

Minima in {(1)] , [01] mit Funktionswert — 1.
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Kapitel 3

Integration in mehreren Variablen

1

Parameterintegrale

Definition 1.1 (Parameterintegral):
Sei f: R? — R und a, b € R. Weiter sei fiir jedes 2 € R die Abbildung y + f(x,y) stiickweise stetig. Dann
definieren wir

b
ow)i= [ fa)dy

und nennen dies Parameterintegral. Die Schreibweise f; f(x,y) dy ist auch gebriuchlich.

Beispiele 1.2: (a) Wir setzen

=1

2
g9(z) 22/ ye™ dy, xcR,
Yy

und fragen uns nach fzdzcg(x) dz sowie ¢'(z).
Sei die Funktion ug: R — R stetig. Wir definieren die Gaufglockenfunktion

_l=?
4t

1
G(f, ZC) = \/Tﬂ-te

und betrachten das uneigentliche Parameterintegral

_lz—y?

u(t,x) = /OO G(t,x —y)up(y) dy = \/% /:0_ e~ 2 ug(y)dy. (M)

=—00

Hier haben wir sogar zwei Parameter, ndmlich ¢ und z.

Die physikalische Bedeutung ist: sei ug(z) die Temperatur zur Zeit ¢ = 0 am Ort z, dann ist
u(t, ) die Temperatur zur Zeit ¢t am Ort x bei einem ortsunabhiingigen Wirmeleitungskoeffizienten.
Das bedeutet, dass die Funktion u(¢, ) folgende Wirmeleitungsgleichung 16st:

0 0?

S (ta) = 55 (ta), u(0, ) = up(z). (@)
Man nennt die Funktion G auch Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung. Um nachzupriifen,
dass unser u tatsichlich die Wirmeleitungsdifferentialgleichung (O) 16st, muss das Parameterintegral
in (M) einmal nach ¢ bzw. zweimal nach x differenziert werden.

Wir haben also die Frage noch zu beantworten, wie man Parameterintegrale nach dem Parameter
differenziert.

87
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t=5 ——
t=2 ——
=1 ——
=04 ——
04 g
0.35 | g
03 g
0.25 |- g
>
02 g
0.15 |- g
01} i
0.05 |- g
0 1 1
-20 -15 15 20

Abbildung 1.1: Die GauBiglockenfunktion G(t,x) als Funktion von z, fiir verschiedene Werte von t. Der
Flicheninhalt unter dem Graphen ist immer gleich Eins.

Satz 1.3 (Integration von Parameterintegralen):
Seien a, b, ¢, d € R. Wenn sowohl fiir jedes x € [¢, d] die Funktionen y — f(z,y) als auch fiir jedes y € [a, V]
die Funktionen x — f(x,y) stiickweise stetig sind, so gﬂt

/ dzf/ / f:cydyd:c—/  fay)dedy,

was bedeutet, dass die beiden Integral getauscht werden diirfen.

Beispiele 1.4:
Wir greifen Beispiel 1.2 noch mal auf.

(a) Es ist (zur Verdeutlichung setzen wir Extra—Klammern)

1 1 2
/ g(x)da = / (/ ye™Y dy) dx ‘ nutze Satz 1.3
x=0 =0 y=0
2 1 2 1
= / (/ ye™ d:c) / Y- (/ e*Y dx) dy
y=0 =0 0
2 1 =1 2 e 2
= / Y- (—ewy ) dy — / ety dy — / (ey _ 1) dy
y=0 Yy z=0 y=0 z=0 y=0

y=2

=e2-—2-1=¢>-3.

(b) Wir betrachten die Funktion u(t, z), die gegeben ist durch

_ == y\

u(t, z) uo(y) dy.

\/H
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Die Gesamt—Wirmemenge zur Zeit ¢ berechnen wir dann wie folgt:

e e 1 e |2~y
u(t,x)de = — e” At dy | dz ‘ nutze Satz 1.3
/szoo ( ) /szoo ( vVt /y—oo O(y) y)
& & 1 lz—y|?
= ——e At dz | d
/y——oo (/m——oo drt o) ) Y
,/OO uo(y) </OO Lef—\z}w dx) d
oo W Vi ’

=1 (Eigenschaft der GauB—Glocke)

= / UO(?J) dya
y=—o00

und das ist aber die Gesamtwérmemenge zur Zeit 0. Auf diesem Wege haben wir die Erhaltung der
Energie durch Nachrechnen wiederentdeckt !

Satz 1.5 (Differentiation von Parameterintegralen):
Sei f €: R? — R und seien a, b € R. AuBerdem sei wieder fiir jedes + € R die Funktion y +— f(x,v)
stiickweise stetig, sodass das Parameterintegral

b
g(z) = / [z, y)dy

=a
existiert. Wenn zusétzlich f nach x stetig partiell differenzierbar ist, dann ist auch die Funktion ¢ diffe-

renzierbar, und es ist

, b of
g'(z) = y:a%(fc,y)dy,

also diirfen Differentiation nach dem Parameter z und Integration beziiglich der Variablen y vertauscht
werden.

Beispiel 1.6:
Es sei

2 Ly _ Ly
e e
g<x>:=/ %y
y

=1 Yy

Da f(z,y) = emyy’ey stetig partiell nach x differenzierbar ist (beachte, dass wir wegen 1 < y < 2 keine
Gefahr laufen, durch Null zu dividieren), gilt fiir « # 0, dass

2 9 Ty Yy 2 2
/ e~ —¢ 1 Yy zy i
g(z):/ <7) dy:/ —y-e dy:/ e dy benutze jetzt x # 0
y=1 07 Y y=1Y y=1

y:2_l 2z _
—x(e 6).

Bemerkung 1.7 (Variable Integrationsgrenzen):
Jetzt sei

2

y=x €Zy _ €y

g($)=/ ——dy, x>0,
y=z+1 Yy

und wir suchen ¢'(z). Wir beobachten, dass das Integral auf der rechten Seite an drei Stellen vom Para-
meter x abhéngt:

e im Integranden,
e in der oberen Grenze,

e in der unteren Grenze.
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Zur Auswertung der Funktion g benutzen wir eine Hilfsfunktion G, gegeben durch
Y=U o1y _ oy

G(ZL',’U,,’U) = / 7dy7
y=u Yy

und dann ist g(x) = G(z,2 + 1,2?). Gemifl Kettenregel gilt dann

(z)’ 1
g () =VG(z,z+1,2%) - |(z+1)| =VG(z,z +1,2%) - | 1
(22 2x

Hierbei bedeutet VG (z,x + 1,2?), dass wir zuerst V auf G(x,u,v) anwenden, also

VG(z,u,v) = [% % %]

ermitteln, und danach setzen wir (x,z + 1,22) ein fiir (x,u,v). Das machen wir jetzt. Wegen Beispiel 1.6
haben wir

v Ty __ Y v 1 v
a_G(x’u,v):/ é(u) dy:/ _.y.eacydy:/ ezydy
Ox y=u 0T Y y=uY y=u

1

— _ezy
T

y=uv evT _ pux

y=u x

Nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

oG et — e¥ oG eV — e?
T,U,0) = ————— -

aa . a0 =+

Und jetzt setzen wir anstatt (z,u,v) wieder (x,z + 1,2?%) ein:

1
g (x) =VG(z,x +1,2%) - | 1
2x
1
_ [emz-mie(m#»l)-m I erw? 7em2:| ) 1
T r+1 x2
2x

3 2 1 2 2 3 2
(em —e” ex) (ez e’ — eme) + - (ez —e” )
T

730—1—1
(3 = _ et m+2)) e’ (m )
e e e :L'+1 e el .

8l= 8=

2 Kurvenintegrale

Bemerkung 2.1 (Motivation):
Wenn ein Teilchen entlang einer geraden Strecke mit gleichférmiger Geschwindigkeit gezogen wird und
wenn dabei gegen eine konstante Reibungskraft gearbeitet werden muss, dann ist bekanntlich die geleistete
mechanische Arbeit gleich dem Produkt aus Kraft und Weglénge.

Jetzt wollen wir dies verallgemeinern, siehe Bild 2.2:

e der Weg braucht nicht mehr eine gerade Strecke sein — auch eine geschwungene Kurve ist jetzt
erlaubt;

e die zu iiberwindende Kraft braucht nicht mehr konstant sein — jetzt wollen wir auch eine variable
Kraft zulassen.

Anschaulich bedeutet dies: wir werden die Kraftfunktion f entlang einer Kurve integrieren.

Anschaulich ist auch klar: eine Kurve entspricht einem verbogenen Stiick des R, das man in den R? oder
den R™ hineingelegt hat.
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Abbildung 2.2: Ein Teilchen soll entlang des roten Wegs gezogen werden, und dabei ist die angegebene
Kraft zu iiberwinden.

Definition 2.2 (Kurven):
Eine Funktion v: [a,b] — R™, die stetig und stiickweise differenzierbar ist, heifit Kurve im R™.

Die Punktmenge

spur(y) = {y(t): a <t < b}

heiit Spur der Kurve, und v(a) € R™ heifit Anfangspunkt der Kurve. Entsprechend heifit ~(b) € R
Endpunkt der Kurve.

Man erhélt eine gute Vorstellung, wenn man ¢ als die Zeitvariable liest und «(t) als den Ort innerhalb des
R"™, an dem ein Teilchen zur Zeit ¢ ist.

Was ist der Unterschied zwischen einer Kurve v und spur(vy) ? Wir iiberlegen uns, dass jedes mathematische
Objekt einen Typ hat (wir kennen schon die Typen ,reelle Zahl“, [ komplexe Zahl“, , Vektor“, ,Matrix*
usw.). Die Kurve v hat den Typ ,,Funktion von [a, b] in den R™“ und spur(vy) hat den Typ ,,Punktmenge
des R™“. Wir stellen uns ein Auto vor, dass mit nassen Reifen iiber eine Strafie fihrt. Dann ist [a, b] das
Zeitintervall, und v gibt an, wo das Auto wann ist. Im Gegensatz dazu ist spur(y) die Spur der nassen
Reifen auf dem Asphalt. Die Information, wann das Auto wo war, ist in spur(vy) nicht mehr enthalten.

Beispiele 2.3: (a) Seien Z, § € R™. Dann beschreibt die Funktion v: [0,1] — R"™, gegeben durch die
Gleichung

A(t) = (1= )F + 17,
die Verbindungsstrecke von & nach g. Das Teilchen beginnt seine Fahrt zur Zeit 0 im Punkt Z und

erreicht den Punkt ¢ zur Zeit 1.

y

v(0)

Abbildung 2.3: Eine Verbindungsstrecke.
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(b)

(d)
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Die Funktion

v:[0,27] = R%, 4(t) == KZ:E;))]

beschreibt einen im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen Kreis vom Radius r. Wir haben ~(0) =
[T, O]T = '7(277')-

Eine Kurve 7: [a,b] — R"™ mit y(a) = v(b) heifit geschlossene Kurve.

/ % y(0)=y(2m)

Abbildung 2.4: Ein Kreis vom Radius 7.

Die Funktion

v 0,7 = R2, A(t) = E?j((zf))}

beschreibt den Einheitshalbkreis in der oberen Halbebene, denn es ist (cos(t))? + (sin(¢))? = 1 und
sin(t) > 0 fiir ¢ € [0, 7).

Die Funktion
. 5 . t
s LR 30 = | ]

beschreibt ebenfalls den Einheitshalbkreis in der oberen Halbebene, denn es ist t2 + (v/1 — t2)2 =1
und v1 —t2 > 0. Wir erkennen also

spur(y) = spur(¥9),

aber die Kurven « und 4 sind sehr unterschiedlich.

Abbildung 2.5: Der Einheitshalbkreis in der oberen Halbebene.

Die Funktion
r cos(t)
v: [0,107] — R?, ~(t) := | rsin(t)
ct

beschreibt eine Schraubenlinie im R?, siehe Bild 2.6.
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Abbildung 2.6: Eine Schraubenlinie mit » =1 und ¢ = 2.

Bemerkung 2.4 (Tangente an eine Kurve):
Sei 7v: [a,b] — R™ eine Kurve und ¢y € (a,b) ein Zeitpunkt im Innneren des Intervalls [a, b].

Die lineare Approximation im Punkt «(¢p) durch ein Taylorpolynom ist

V(to) + Dy(to) - (t —to) = (to) + (t—to) -  Dy(to)
—— ——
Aufpunkt Richtungsvektor

Hierbei ist Dy die totale Ableitung der Funktion ~. Anstatt D~(to) schreiben wir iiberlicherweise ~/(to),
und es ist

Die Anschauung dazu ist: fiir das Teilchen, das auf spur(y) entlang fliegt, ist zur Zeit to der Geschwin-
digkeitsvektor gleich 7/(ty), und der Betrag der Geschwindigkeit ist ||/ (to)||. Der Geschwindigkeitsvektor
verlduft tangential an spur(vy).

v(a) y(b)

Abbildung 2.7: Die Spur einer Kurve mit einem Tangentenvektor +/(¢) am Punkt ~(¢).
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Beispiele 2.5: (a) Fiir die Verbindungsstrecke von Z und i € R" ist v(t) = (1 — ¢)Z + ty. Dann folgt
V(t) = T+ G=F- 7.

Dieser Ausdruck hidngt von der Zeit ¢ gar nicht ab, es handelt sich also um eine gleichférmige lineare
Bewegung. Innerhalb von einer Zeiteinheit wandert das Teilchen von Z nach 7, also ist der Betrag

der Geschwindigkeit tatséichlich M = ||/ ()|, wie vorhergesagt (bei gleichférmigen linearen
Bewegungen ergibt sich der Geschwindigkeitsbetrag tatéchlich durch Division von Gesamtweglédnge
durch Gesamtzeit).

(b) Wir betrachten ein Teilchen auf dem Einheitskreis. Dann ist 7: [0, 27r] — R? mit

cos(t)

_ 1 |—sin(t)
() = [sin(t)] ’ also () = [ cos(t) } '
Die Linge des Tangentenvektors 4/(t) ist dann
I @l = Jsin(2) + cos2(t) = 1.

Es handelt sich um eine gleichmiiflige Kreisbewegung. Die Richtung, in die +'(¢) zeigt, ist fiir jedes
t eine andere.

Abbildung 2.8: Der Einheitskreis mit einem Tangentenvektor.

Bemerkung 2.6 (Linge einer Kurve):
Sei v: [a,b] — R™ eine Kurve. Die zuriickgelegte Strecke ist das Integral des Geschwindigkeitsbetrags
iiber der Zeit, also ist die Lange der Spur von v gleich

b
Mw;/anMt

Achtung: wenn man von der Geschwindigkeit redet, dann meint man im Allgemeinen den Geschwindig-
keitsvektor v/(t) € R™. Hier jedoch integrieren wir iiber den Geschwindigkeitsbetrag, welcher eine Zahl
(> 0) ist.

Beispiele 2.7: (a) Fiir die Kreisbahn mit Radius r haben wir v: [0, 27r] — R? mit

() = [TCOS“)} , >0

rsin(t)

Dann folgt

o TN [—rsint am 5
— / — — 2 o3 2 2
sy = [Ciona= [ = [T o <o a

2m 27
= / ry/sin?(t) + cos?(t) dt = / rdt = 27r.
0 0

Das entspricht unseren Erwartungen.
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(b) Wir betrachten die Schraubenlinie auf dem Zeitintervall [0, £]. Dann ist ~: [0, ] — R® mit

r cos(t) —rsin(¢)
~(t) = |rsin(t) | , y(t)= | recos(t) |,
ct c

wobei wir natiirlich ¢, r, ¢ > 0 haben. Es folgt dann

4 4
= [l ae= [ frsino + 2 cos2) + 2 a
0 0
4
5/vﬁ:§mzﬂ¢ﬁig
0

Dies hétten wir auch herausfinden kénnen, indem wir den Zylindermantel, auf dem die Schrauben-
linie aufgewickelt ist, verzerrungsfrei abwickeln.

Definition 2.8 (Arbeitsintegral):
Sei M CR"™, f: M — R"™ ein Vektorfeld, und sei 7: [a,b] — M eine Kurve. Dann heifit

b
[1@az = [ (s6m)0) a
107 a
das Arbeitsintegral von f lings spur(y) oder auch Kurvenintegral von f lings spur(y).

Wir stellen uns f als Kraftfeld vor und spur(y) als den Weg des Teilchens. Siehe auch Bild 2.2.

Bemerkung 2.9: (a) Es ist auch die Notation

b
/fwmwwww

gebrauchlich. Hierbei bezeichnet der Multiplikationspunkt - das Skalarprodukt zweier Vektoren mit
n Eintrédgen.

(b) Der Wert f f(Z) dZ héngt nur von spur(y) ab und der Durchlaufrichtung, nicht aber vom konkreten
~. Das bedeutet

e Wenn 7: [a,b] = R™ und 4: [¢,d] — R™ Kurven sind mit spur(y) = spur(¥) sowie v(a) = ¥(c)
und ~(b) = 4(d), dann ist f f(@)dz = f f(@)dz

e Wenn allerdings v: [a,
7(a) = 5(d) und ~(b)
f, 1@ dz =~ [, (@)

b] — R™ und #4: [¢,d] — R™ Kurven sind mit spur(y) = spur(¥) sowie
4(c) (wenn also die Durchlaufrichtung umgekehrt wurde), dann gilt

) d.

Wir kommen zu einem neuen Gedanken.
Beispiele 2.10:

Wir integrieren ein Vektorfeld f entlang zweier unterschiedlicher Kurven + und 4, fiir die auch deren
Spuren unterschiedlich sind. Siehe Bild 2.9.

(a) Sei



96 KAPITEL 3. INTEGRATION IN MEHREREN VARIABLEN

Dann haben wir

L £(@) dz = / /(1) dt

/O <[ 2t2cos (t)sin(t) ]’[C9S(t)tsin(t)]>dt | nutze cos?(1) + sin®(r) = 1

cos?(t) 4 t2sin*(t) | |sin(t) + ¢ cos(t)

(2t2 cos”(t) sin(t) — 2¢° cos(t) sin®(t) + t* sin(t) + t° cos(t)) dt

I
%

3
= (man rechnet einige Zeit) = %

(b) Wir nehmen dieselbe Funktion f, jetzt allerdings die Kurve 4 mit 4(¢) := [0,¢]" fiir ¢ € [0, Z]. Wir
beobachten 4(0) = [0,0]" = v(0) und 4(%) = [0,Z]" = (). Es haben also spur(§) und spur('y)
dieselben Anfangs— und Endpunkte. Dann rechnen wir wie folgt:

Lf(f)deW/2 (F(3(1)),5' (1)) dt/;/2<[t02} m> dt/oﬂ/Qtht %tg :Z/QZ g_z

Die Gleichheit der Integrale ist kein Zufall.

Abbildung 2.9: spur () ist der schwarze Bogen, spur(¥) die rote Strecke.

Definition 2.11 (Potential):
Sei M CR™ und f: M — R"™ ein Vektorfeld. Dann heifit ein Skalarfeld ¢: M — R Potential von f, falls
gilt:

e ( ist stetig partiell differenzierbar,
o Vo(Z) = f(£)" fiir jedes T € M.

In diesem Falle nennen wir f ein Potentialfeld oder ein konservatives Feld oder ein Gradientenfeld.

Bemerkung 2.12 (Kurvenintegrale von Potentialfeldern):
Sei M C R™ und f: M — R" ein Potentialfeld mit Potential ¢: M — R, das heiBt f' = V. Dann gilt
fiir jede Kurve «: [a,b] — M, dass

(pr(e)) 2= Ty (1)) /(1) = F0)T -+ (1) = (F D)7 (1)

also ergibt sich dann

/f(f) di = /ab (f(v(1),7/ (1)) dt = /ab (@(v(t)))/dt TR () — (3(a)).
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Das bedeutet: Wenn f ein Potentialfeld ist, dann hingt der Wert des Kurvenintegrals nur von der Lage
der Anfangs— und Endpunkte der Kurve ab, aber nicht vom Verlauf der Spur dazwischen !

Man sagt auch: das Potential ¢ ist die Stammfunktion des Potentialfelds f.

Ein wichtiger Spezialfall: wenn f ein Potentialfeld ist und ~ geschlossen, so ist
/ F(@) di = 0.
¥
Beispiele 2.13: (a) Wir kehren zuriick zu Beispiel 2.10. Dort war
| 2wy
f(xay) - |:$2 +y2:| ’

und dies ist ein Potentialfeld, denn fiir die (im Moment noch erratene) Funktion ¢(x,y) = 22y + %yg
gilt tatsdchlich

Ve(,y) = 2ay,2* + y*) = f(z,y) .
Dies erklédrt, warum die beiden Integrale gleich waren.

(b) Auf der Menge M :=R?\ {0} betrachten wir die Funktion

—y
[z, y) = lﬁwz

-z _
2 4y?

Wir haben bei der Wahl von M den Nullpunkt ausgeschlossen, weil wir ansonsten durch Null dividiert
hétten. Die Spur der Kurve sei der im Gegenuhrzeigersinn durchlaufene Einheitskreis, also

y(t) = [Z?ﬁgﬂ . telo,2q].

Es ist also v eine geschlossene Kurve. Trotzdem ist unser Kurvenintegral nicht gleich Null, denn

[ r@az- / (P (1)) e

_ —sin(t) cos(t) — Sin(ﬁ)

2m
7/ |:C052(t)+sin2(t) Cos2(t)+sin2(t):| ’ |: COS(t) :| dt
0
2m
:/ (sin2(6) + cos(1)) dt = 27 £0 1
0

Abbildung 2.10: Der Integrationsweg fiir Beispiel 2.13 (b).
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Bemerkung 2.14 (Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Potentials):
Sei M CR™ und f = [f1,..., fa] " : M — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Wenn f ein Potential
© besitzt, dann ist fiir jegliche 7,5 =1,...,n

dp

_ 9y
8_501-’ f] a..

fi: _&rj'

Der Satz von Schwarz liefert dann (falls i # j)
ofi D% Po  Of;

896]- h 81'1(95% - axjal'z o (9:6Z

Eine Mindestvoraussetzung fiir die Existenz eines Potentials ist also die Integrabilititsbedingung

ofi _ 0f
896]- 81'1 ’

fiir alle 7 # j, bzw. die Jacobi-Matrix J; ist symmetrisch.
Umgangssprachlich: ,,die Ableitungen iiber Kreuz miissen gleich sein“ !

Beispiele 2.15: (a) Wir kehren zu Beispiel 2.10 zuriick. Da hatten wir

2y filz, y)]
x,y) = = .

fl@y) [w2 + 92} [f2(fc, y)
Wir priifen die Integrabilitéitsbedingung nach:

Of 2 0f2

Oy ox’
und dies stimmt tatséichlich, denn es ist 22 = 22:. Also ergibt es Sinn, ein Potential ¢ zu suchen (von
dem wir aber noch nicht wissen, ob es iiberhaupt existiert). Es soll gelten %f = 2y, also folgt

o(z,y) = / 2ryda + g(y) = 2y + ¢ + g(y).

Hierbei sind ¢ eine wihlbare Konstante und g eine (noch) wiihlbare Funktion. Dann haben wir
tatséchlich %f = 2zy, und wir wollen haben

)
22 4y? 2 22 =2 10+ g(y).
Ay

Also muss ¢/(y) = y? sein, d.h. g(y) = 1y* + C. Zusammengefasst bekommen wir z.B.

1
o(x,y) = 2%y + gyg,

wenn wir ¢ = C' = 0 setzen.

(b) Potentiale sind etwas Seltenes und Kostbares ! Sei z.B.

f(w,y)Z[ v }

xr+y

Dann ist %—2 =0+#1= %, also kann diese harmlos ausschauende Funktion gar kein Potential
besitzen.

(c) Wir setzen Beispiel 2.13 (b) fort. Es war

—y
_ | 24y? | fl (ZL', y):|
T,Y) = T = .
f(@y) LQ—WZ] [f2(z, Y)
Wir testen, ob die Integrabilititsbedingung erfiillt ist:
f @2y + 22y —a?

oy @R @R
af2 $2+y2_2$2 y2_$2

Or (22 + 12)? - (x2+y2)2’
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und dieser Test ist erfolgreich. Also suchen wir ein Potential ¢ auf &hnlichem Rechenweg wie eben,
und es ensteht

o(x,y) = arctan (E) fiir = # 0.
T

Wir haben jetzt ein Potential ¢, aber trotzdem haben wir fv f(&) d¥ # 0 ausgerechnet. Der Grund
ist, dass der Einheitskreis, den wir beim Integrieren entlang ~ ablaufen, zwei Punkte besitzt mit
x = 0, und dort haben wir leider kein Potential.

Der Integrand f besitzt im Ursprung [0,0]" eine Polstelle (auch Singularitit genannt), und diese
Singularitédt ,,strahlt aus®.

Abbildung 2.11: Der Integrationsweg mit zwei Stellen ohne Potential.

Wir erkennen: die Integrabilitéitsbedingung ist zwar notwendig dafiir, dass das Vektorfeld f ein
Potential besitzt iiberall auf spur(y), aber nicht hinreichend. Eine Abhilfe geben wir im néichsten
Satz.

Satz 2.16:
Sei M C R™ und das Vektorfeld f: M — R” erfiille die Integrabilitdtsbedingung. Wenn die Menge M
offen ist und einfach zusammenhdingend, dann besitzt f auf ganz M ein Potential.

Hierbei bedeutet ,einfach zusammenhéngend®, dass M keine Locher hat.

Abbildung 2.12: Dies sind drei Mengen im R2. Die linke Menge ist einfach zusammenhiingend. Die Menge
rechts oben ist es nicht, denn sie hat ein Loch. Die Menge rechts unten ist auch nicht einfach zusam-
menhéngend, denn bei ihr ist ein Punkt herausgestanzt worden.
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3 Integrale im R"

Unser Ziel ist die Integration von Funktionen in mehreren Variablen. Ein Problem kann dabei darin
liegen, dass die Integrationsgebiete (also diejenigen Mengen, wo die Integrationsvariable & drin lebt)
relativ wild sein konnen.

Definition 3.1 (Intervalle im R"):
Seien d, b€ R™ mit a; < b; fiir alle i = 1, ..., n. Dann heif3t

I := [&',g] ={ZeR":q; <ax; <b; firallei=1,...,n}
abgeschlossenes Intervall 1m R™.

Dann ist T = [ay, b1] X [az,b2] X ... X [an, by].

S

QL

Abbildung 3.13: Ein Intervall im R2.

Definition 3.2 (Integrale iiber Intervalle):
Seil = [a, 5] ein Intervall im R™, und sei f: I — R stiickweise stetig. Dann legen wir fest

b1 ba bn
/f(f)df::/ / / flay,xa, ... xy)day, ... degday.
I ai as An

Hierbei ist die Integrationsreihenfolge beliebig, also z.B. fiir n = 2:

[ iy :/a”/cdf(x,y)dydx:/Cd/a”f@,y)dxdy,

wenn I = [a,b] X [c,d].

Beispiele 3.3: (a) Wenn wir die Funktion f(Z) = 1 wihlen, dann liefert das Integral uns das Volumen
des Intervalls I:

b1 by n— 1
/1dz*/ / 1dxz, ... dx1 = / / n) dx,—1 ... day

=1 —a1) (b2—az) ... (bn

(b) Ein schoner Spezialfall ergibt sich, wenn die Funktion f die Gestalt f(z,y) = g(x) - h(y) hat. Dann
entsteht

// f(.y) dydzf// dydz/abg(z) (/jh(y)dy) d
=</a g(x)dx>-</cdh(y)dy>-
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(c) Sei f(x,y) = 2z cos(z? — y), und das Intervall sei I = [0,1] x [—1,1]. Dann koénnen wir einerseits
substituieren wie folgt (wobei wir darauf achten, die Integrationsgrenzen mitzusubstituieren):

d
/ / 2x cos(z? — y) dz dy ‘ substituiere u = 22, d_u
-1 x

1 1 1
= / / cos(u — y)dudy = / sin(u — y)
y=—1Ju=0 y=—1

= /yl—_1 (sin(l —y) - sin(—y)) dy = (cos(l —y) — cos(—y))

= cos(0) — cos(2) — cos(—1) + cos(1) =1 — cos(2) — cos(1) + cos(1) = 1 — cos(2).

=2z

u=1
dy
u

y=1

y=-1

Andererseits konnen wir aber auch die Integrale tauschen:

1
/ / 22 cos(z? —y)dyda = / 2x (/ cos(z? — y)dy> dx
=0 —1 = y=—1

.dhnliche Rechnung wie eben...) =1 — cos(2).

Wir wollen jetzt auch iiber unregelmifig berandeten Gebieten G integrieren, nicht blof iiber rechteckigen
Intervallen I.

Definition 3.4 (Gebietsintegral):
Sei G C R™ kompakt mit stiickweise glattem Rand, und die Funktion f: G — R sei stiickweise stetig. Wir
nennen G das Integrationsgebiet.

Wir wihlen ein Intervall 7 ¢ R™ mit G C I und setzen

s ) f(@) : wenn T € G,
J(@) = {0 : wenn ¥ ¢ G,

und diese Funktion f nennen wir Fortsetzung von f durch Null. Dann definieren wir
Jfoar= | 5@
Das Integral auf der linken Seite nennen wir Gebietsintegral.

Dies ist erstmal nur eine Definition zum Zwecke der Begriffsfestlegung. Die tatséchliche Berechnung eines
solchen Integrals verlangt uns noch einige Arbeit ab, mit der wir jetzt loslegen.

Im Folgenden betrachten wir nur den Fall n = 2; hohere Dimensionen kénnen analog betrachtet werden.

Abbildung 3.14: Ein beliebiges Integrationsgebiet G im R2.
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Definition 3.5 (Projizierbare Mengen):
Sei G C R? eine gegebene Menge.

(a) Wenn es stetige Funktionen ¢, d: [a,b] — R gibt mit ¢(z) < d(z) fiir jedes = € [a,b] und der
Eigenschaft

G:{Lﬂ eR?:a<z<b und c(x)SySd(x)}7

dann heiflt G y—projizierbar.

In diesem Fall haben wir

d(z)
/ flz,y)d(z,y) / / (z,y)dydx.
r=a Jy= c(L)

|

[«

Abbildung 3.15: Eine y—projizierbare Menge G.

(b) Wenn es stetige Funktionen a,b: [¢,d] — R gibt mit a(y) < b(y) fiir jedes y € [¢,d] und der
Eigenschaft

G:{[ﬂ eR?:¢<y<d und a(y)gzcgb(y)},

dann heiflt G x—projizierbar.

In diesem Fall haben wir

b(y)
/ f(z,y)d(z,y) / / f(z,y)dzdy.
z=a(y)
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Abbildung 3.16: Eine z—projizierbare Menge G.

Beispiele 3.6: (a) Wir betrachten die obere Halbkreisscheibe mit Radius r > 0:
G{B] eR?: 22 +9y?> <r? und yEO}{B} eR?: —r<z<r und Ogygx/r2m2}.
Also ist diese Menge G y—projizierbar und wir haben

/Gf(:c,y)d(a:,y) = /T_T /y\_/:—ﬁ flz,y)dy da.

Zum Beispiel fiir f(z,y) = 222y ergibt sich dann:
o Vr2—z2 T y=v/r2—z2
/ 222y d(z,y) = / / 222y dy de = / z2y? dx
G r=—1r Jy=0 T=—7 y=0
= / 22 (r? — 2?)dax = / (r2x2 - x4) dz

1 1
_ (gr%?’ _ ng)

Ll s s 1s (2 2V s_ A
3 3 ) ) 3 5 15

T=r

r=—T

>
>

or r

Abbildung 3.17: Eine Halbkreisscheibe.
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(b) Wir nehmen G als dasjenige gleichschenklige Dreieck in der Ebene, das begrenzt wird von den

Geraden y =z, y = 2 —x und y = 0. Sei f(z,y) = H%I Diese Menge G ist x—projizierbar und

y—projizierbar. Wir kénnen uns also fiir die leichtere Rechnung entscheiden:

[ = [ [ i [ e
= /yl_o (111(3 —y)—1In(1 —l—y)) dy =---=3In(3) — 41n(2).
A
1
G
1 ~N

Abbildung 3.18: Ein Dreieck.

(c) Wir betrachten einen Kreisring mit innerem Radius 1 und dufilerem Radius 4:

G::{B]:lng—i—ngél}.

Leider ist diese Menge weder x—projizierbar noch y—projizierbar. Es gibt aber mindestens zwei
Auswege:

e Wir zerlegen G in einen ,,oberen® und einen ,unteren* Halbring:

o= (on{[] exuzo})u (an{[f] exn<0}) ~arucn

und dann berechnen wir

/ fay)d@y) = [ fapdey+ [ ) dey).
G G1 Go

Beachte, dass G; und G2 beide y—projizierbar sind.

e Wir schreiben G als Differenzmenge zweier Kreisscheiben, also G = K4(0) \ K;(0), und dann
berechnen wir

K1 (0)

/Gf<x,y>d<x,y> - /K o (A - / f ) d(z,y).

Ein analoges Vorgehen ermdoglicht fiir viele Mengen G die Riickfithrung auf projizierbare Mengen.
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W/

Abbildung 3.19: Wir zerlegen einen Kreisring in zwei Halbringe, oder wir interpretieren ihn als Differenz-
menge zweier Kreisscheiben.

Ab jetzt gehen wir vom R? wieder zuriick zum R™ mit beliebigem n.

Satz 3.7 (Substitutionsregel): R
Es seien G, G C R” Integrationsgebiete, f: G — R sei stiickweise stetig, und die Funktion g: G — G sei
bijektiv und stetig differenzierbar. Dann gilt

[ 1@ai= [ sa(@) et 7
G G
Hierbei ist J,; die Jacobi-Matrix der Abbildung g.

Der Nutzen dieses Satzes wird fiir uns im wesentlichen darin liegen, ein schwierig zu beschreibendes
Integrationsgebiet G in ein leichter zu beschreibendes Gebiet G umzurechnen.

Verfahren 3.8 (Umrechnung in Polarkoordinaten):
Wir erinnern daran, dass wir im R? Polarkoordinaten eingefiihrt hatten gemif

b =T
Dann ist g: [0, 00) x [0,27) — R? mit

gm@;rmw]

rsin(y)

die Substitutionsfunktion bei der Umrechnung in Polarkoordinaten, und es ergibt sich

/mwm@m:/ﬂmew%m@mmw
G G

wobei

s =[] =t it =

was wir in folgende Merkregel gieflen:

dzdy = rdrde.

Beispiele 3.9: (a) Sei G ein Kreis um den Ursprung mit Radius R, also

GzK;ﬂff)z{B] €R2:$2+y2§R2}.
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Dieser Menge G entspricht in Polarkoordinaten die Menge
G ={(r,¢) €[0,00) x [0,21): 0 < r < R} = [0, R] x [0, 27),

und dieses (& ist erfreulicherweise ein Intervall, was das Verwalten der Integrationsgrenzen deutlich
vereinfacht. Also ist

| fadty) = [ freose)rsin)r o)
Kr(0) G
27 R
:/ f(rcos(p),rsin(p))rdrde.
@=0Jr=0

Zum Beispiel fiir f(z,y) = 1 sollte sich der Flicheninhalt des Kreises ergeben. Das priifen wir nach:

2 R 27 R
/ 1d($,y):/ / rdrdy = (/ d(p)- / rdr
Kr(0) =0 Jr=0 =0 r=0

1 .|r=R
=21 =2
2"

1
= 271' . —R2 = 7TR2.
r=0 2

Wir greifen Beispiel 3.6 (c) auf:
G:{[ﬂERQ:1§x2+y2§4}, flzyy)=14y.

In Polarkoordinaten wird dies zu G = {(r,¢): 1 <r <2, 0< ¢ <27} und f(rcos(p),rsin(p)) =
1+ rsin(yp), also

/G(ler)d(x,y)/% /2 (1+ rsin(@)r dr de

»=0

r=1
2m 2 2m 2
:/ / rdrd<p+/ / r? sin(y)) drdy
@=0Jr=1 =0 Jr=1
2m 2 2m 2
(L) (L) (Lmwse) o ([ 2or)
p=0 r=1 =0 r=1
—_———

=0 braucht man nicht berechnen

.—/

Abbildung 3.20: Der Winkel ¢ bei Zylinderkoordinaten.
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Verfahren 3.10 (Umrechnung in Zylinderkoordinaten):
Dies sind Koordinaten, die zu einer Zylindersymmetrie im R? gut passen. Wir rechnen um

x r
Y| = |
z z

geméif der Vorschrift

x r cos(y)
Yyl = TSin(‘P) = g(r,go,z).
z z

Fiir die Umrechnung der Differentiale benotigen wir den Betrag der Determinante der Jacobi—-Matrix:

cos(p) —rsin(p) 0 .

. cos(¢) —r sm(gp)] ’
det J, (7, ¢, 2)| = |det | sin T COS Of|=1-|det| . =r,
| (1, 0, 2)] é@) 0(50) . ’ |:Sln(g0) r cos(i)

analog zur Umrechnung in Polarkoordinaten. Wir erhalten also die Merkregel

dedydz = rdrdedz.

Beispiel 3.11:
Wir bestimmen das Volumen eines Kegels. Dieser steht auf der Spitze, hat die Hohe 1 und den Radius 1.
Es ist also

In Zylinderkoordinaten wird daraus dann 0 <r < z, 0 < ¢ <27 und 0 < z < 1. Das Volumen des Kegels
bestimmt sich dann zu (hierbei miissen wir aufpassen, weil die Grenzen fiir » von z abhingen, weshalb
das r—Integral nach Innen gehort):

1 27 z 1 2 1 r=z
/ ld(z,y,z):/ / / 1~Tdrdg0dz:/ / —r? dpdz
G z=0 J =0 Jr=0 z=0 J =0 2 r=0
1 2r 4 1 1
:/ / —szcpdz:—~27r~/ 2% dz
z=0 J =0 2 2 z=0
z=1

1 1
=r- =2 = -

3 z=0 3

Das entspricht unseren Erwartungen (, Grundflicheninhalt mal Hohe durch drei).

Y

Abbildung 3.21: Wir suchen das Volumen dieses Kegels.
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Verfahren 3.12 (Umrechnung in Kugelkoordinaten):
Dies sind Koordinaten, die zu einer Kugelsymmetrie im R? gut passen. Wir nehmen r > 0 als den
Abstand von [x,%,2]T zum Ursprung, ¢ € [0, 27) als den Winkel von [z,y]" zur positiven z—Achse (auch
als geographische Linge bezeichnet), und 6 € [0, 7] ist der Winkel von [z,v, 2] zur positiven z—Achse. Fiir
0 = 0 ergibt sich der Nordpol, fiir # = 7 der Siidpol, und fiir = /2 der Aquator. (Achtung: in manchen
Biichern ist 0 € [—7/2, /2], wobei § = 0 den Aquator beschreibt. Dann éndern sich einige Formeln.)

Die Wortbeschreibung ergibt dann die Formeln

x r cos(y) sin(6)
y| = g(r,e,0) = | rsin(p)sin(6)
z rcos(0)

Fiir die Umrechung der Differentiale benotigen wir die Determinante der Jacobi-Matrix:

cos(ip) sin(0) —rsin(yp) sin(6) r cos(y) cos(6)
det Jy(r, ¢, 0) = |sin(p) sin(6) 7 cos(¢) sin(6) rsin(p) cos(0)
cos(0) 0 —rsin(0)
= (...cinige Rechnungen ...) = —r?sin(f).

Die Substitutionsformel verlangt jetzt allerdings den Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix, also
bekommen wir die Merkregel

dx dy dz = r?sin(6) dr dep d6.

Beispiel 3.13:
Wir bestimmen das Volumen der Einheitskugel im R3, also betrachten wir

X
G={ |yl eR¥: 2?2 +42+22<1
z

In Kugelkoordinaten wird dieszu 0 <r <1, 0<¢p <2m, 0<6 <m. Das Volumen der Kugel berechnet
sich dann so:

L= [ [ [ 1o
~(f o). (/Zo o) (7o)

O=m 1 r=1
=— cos(@)’ 21 - —p3
6=0 3 r=0
5.9 1 4
=227 - = -m.
3 3

Das ist das erwartete Ergebnis.

4 Vektoranalysis

Unser Ziel ist es, Vektorfelder besser zu beschreiben. Wir denken dabei an elektrische oder magnetische
Felder, an das Gravitationsfeld, an Stromungen oder an elastische Verformungen: sei z.B. ein Stahltriger
gegeben, der sich unter Last ein wenig verbiegt. Das kénnen wir uns so vorstellen, dass wir den Trager
im Ruhezustand hernehmen und an jeden seiner Punkte einen Vektor anheften, der diesen Punkt im
Ruhezustand mit dem neuen Punkt unter Last verbindet. Auf diesem Wege entsteht ein Vektorfeld, das
Verschiebungsfeld genannt wird. Wie konnen wir dies mathematisch beschreiben ?

Definition 4.1 (Divergenz):
Sei M C R" offen, und f: M — R"™ sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann nennen wir

afj of1, dfs, Ofn .
lef Zaxj a—xl(.’ﬂ)‘f' az2($)+ .+ axn( )a ZEGM,

die Divergenz von f. Beachte dabei: es ist f: M — R"™ ein Vektorfeld, aber div f: M — R ein Skalarfeld.
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Bemerkung 4.2 (Anschauliche Bedeutung):
Die Funktion div f misst den aus einer Volumeneinheit austretenden Fluss:

e Punkte # € M mit div f(Z) > 0 heiflen Quellen,
e Punkte # € M mit div f(Z) < 0 heiflen Senken.

e Wenn div f(Z) = 0 fiir alle Z € M gilt, so nennt man das Vektorfeld f quellenfrei.

Abbildung 4.22: Links ist eine Quelle mit div f > 0, und rechts ist eine Senke mit div f < 0.

Definition 4.3 (Rotation):
Sei M C R? offen, und sei f: M — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann heif3t

%@—%@
rot f(7) == | 90(7) — 9L(x)
9k (7) — 5L (z)

Rotation von f. Beachte dabei: f: M — R? und rot f: M — R? sind beides Vektorfelder. Die Rotation
gibt es nur im R3, aber nicht im R2.

Bemerkung 4.4: (a) Mit dem n—komponentigen Nabla—Operator

651
=3 ox
vn = . ’

e}

Oxy,

haben wir formal

div f(7) = V, - /(@) , rot f(7) = (Vs x f)(&).
—— ——
Skalarprodukt Kreuzprodukt

(b) Wir erinnern an die Integrabilititsbedingung aus dem Abschnitt iiber Potenziale:

Ofi o _ 0f;
(’)xj (’)xl

(Z) (Z) fiir alle @ # j.

Diese Bedingung ist also erfiillt fiir f: R® — R? genau dann, wenn rot f(Z) = 0 fiir alle Z € R? gilt.
(¢) Es beschreibt rot f die Wirbeldichte des Feldes.

e Gradientenfelder f haben immer rot f = 0, denn: sei ¢: R? — R ein zweimal stetig differen-
zierbares Skalarfeld. Dann gilt

P Pzy = Pyz
YOt(VSO) = rot Py | = | Pz = Pza | =
Pz Pyx — Py

=
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Abbildung 4.23: Links ist ein Vektorfeld f mit rot f = 0, rechts ist ein Vektorfeld f mit rot f # 0.

Abbildung 4.24: Die Feldlinien zum Magnetfeld eines Stabmagneten (sehr schematisch).

e Wenn rot f # 0 ist, so kann f kein Gradientenfeld sein. Typische Beispiele sind Magnetfelder.

Wir merken uns die anschauliche Interpretation: ,,rot f misst die Abweichung des Vektorfeldes f von
einem Gradientenfeld*.

Bemerkung 4.5:
Wir kombinieren die Operatoren V, div und rot:

o Fiir ¢: R — R gilt rot(Ve) = 0.
o Fiir f: R?® — R3 gilt div(rot f) = 0.
o Fiir p: R® — R gilt

A= div(Vy) = div(grad ¢) = div {g—i 68—;’; e aé;—i}
_y 000§
= Ox; Ou; dx3’

. 2
und wir nennen A := Z?Zl % den Laplace—Operator.
J

Definition 4.6 (Flichen im R3):
Sei D C R? kompakt, G O D offen, und sei ®: G — R3 stetig differenzierbar, sodass die Jacobi-Matrix

von @, das heift

% (w,0)  ZB(u,0)
J‘I’(uav) = ﬁ(u,v) 2%;2 (uav) )
G (u,v) 5o (u, v)

fiir alle (u,v) € G vollen Rang hat, also rang Jo(u,v) = 2.
Dann heif3it ® regulire Fliche (dber D), und

F:=d(D) = {Q)(u,v): m € D}

heiflt regulires Flichenstiick.
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Beispiel 4.7:
Wir wollen von einer Kugel (deren Mittelpunkt im Ursprung liegt) mit Radius R die obere und untere
Halbkugelfliche beschreiben. Dazu wahlen wir das Parametergebiet

G{{Z] €R2:u2+v2<R2},

was eine offene Teilmenge des R? ist. Fiir die Halbkugelflichen withlen wir zwei Funktionen ®, und ®_,

u

U b
+VR2 —u2 — 02

und diese sind stetig differenzierbar auf G. Wir haben die Jacobi-Matrizen

Dy (u,v) =

1 0
Jo, (u,v) = 0 1 ,
Fu Fv
RAZ*’U.AZ*’UZ R27'U.27'U2

was fiir alle [u,v]"T € G immer den Rang zwei besitzt.

Auf dem Rand von G, also fiir u?+v? = R?, bekdimen wir aber in der letzten Zeile von Jg, zwei Divisionen
durch Null. Weil G eine offene Menge des R? ist, gehtrt der Rand von G aber sowieso nicht zu G. Wir
wollen einen kleinen Sicherheitsabstand € zum Rand von G einhalten. Deshalb definieren wir

D:{B]GRQ:UQJerS(RE)Q}, e > 0.

Die Funktionen ¢4 sind regulére Flichen iiber D, und die zugehorigen Flichenstiicke I := @, (D) sowie
F_ := ®_(D) sind dann (abgesehen von einer sehr schmalen Bauchbinde entlang des Aquators) die obere
Halbkugelfliche und die untere Halbkugelfléche.

Abbildung 4.25: Die Kugel mit Radius R.

Jetzt konnen wir Flidchenstiicke beschreiben, und als néchstes schauen wir uns deren Tangententialebenen
an. Siehe auch Bild 3.15 in Kapitel 2 fiir eine etwas speziellere Situation, in der wir schon mal eine
Tangentialebene beschrieben hatten.

Definition 4.8 (Tangentialebene und Normalenvektor einer Fliche):
Sei D C R? kompakt, G D D offen, ®: G — R? eine reguliire Fliche. Dann heifit fiir [ug,vo]" € D die
Ebene

0P 0P
T(ug,vo) := {@(Uo, vo) + A%(Uovvo) + H%(Uo, vo): A, p € R}

Tangentialebene an die Fliche ® im Punkt ®(ug,vo).

Weiterhin heif3t

2% 2%
22 (40, v0) X L2 (ug, v
7i(ug, vo) := “( 0, %0) a”( 0, %0)

122 (w0, vo) x 22 (ug, vo)||

Normalenvektor an die Fliche ® im Punkt ®(ug,vo).
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Man beachte: bei der Beschreibung der Tangentialebene haben wir den Aufpunkt ®(ug,vg) genommen,
und dort haben wir die beiden Vektoren A0, ® und 10,® angehéngt. Diese beiden Vektoren zeigen in
unterschiedliche Richtungen des R3, denn sie sind Vielfache der beiden Spalten der Jacobi-Matrix Jg,
und diese Spalten sind linear unabhéngig, weil wir vorausgesetzt hatten, dass die Jacobi-Matrix Jg den
Rang zwei hat (und der Rang ist die Anzahl der linear unabhénigen Spalten). Also ist T'(ug, vo) tatsdchlich
die Beschreibung einer Ebene.

Wen wir das Kreuzprodukt 9, ® x 0,P der beiden die Tangentialebene aufspannenden Vektoren bilden,
dann entsteht (geméf der Eigenschaften des Kreuzprodukts) ein Produktvektor, der auf jedem der beiden
Faktoren 0, ®(ug, vo) und 0, P(ug, vg) senkrecht steht. Also steht 7(ug, vo) tatsidchlich auf der Tangential-
ebene T'(ug,vo) senkrecht. Das rechtfertigt den Namen Normalenvektor.

Definition 4.9 (Flicheninhalt):
Sei G C R? offen, D C G kompakt, und ®: G — R? sei eine regulire Fliche iiber D. Dann ist der
Fliacheninhalt von ®(D) gegeben durch

/ 0d 0
D

—_— x —_—
(1,0) x 5 (u,0)
Das probieren wir anhand einer Kugeloberfldche aus, siehe Beispiel 4.7:

d(u,v). ()

ou

Beispiel 4.10:

Wir haben
U 1 0
Dy (u,v) = v , Jo. (u,v) = 0 1 ,
R? —u? — 0?2 Tre—r Ve

und das Kreuzprodukt der beiden Spalten von Jg berechnen wir so:

0+ —%
o o VRT-uT—v? +1 Y
%(U,U)X%(U,’U): Oi\/ﬁ :W
1-0 TU TV VR — w2 — 02

Davon berechnen wir jetzt die pythagoriische Lénge:

od (1, v) 0P (u, ) 1 R
—(u,v) X —(u,V)|| = ——— _.
ou "’ ov RZ — w2 — 12 VRZ — 2 — 2

Wenn wir das Kreuzprodukt auf Lange Eins bringen, dann entsteht der Normalenvektor:

\/u2+1)2+(R27u271)2):

u
) - R x Bu) 1
, ‘g_i(uvv)xg_f(uvv)“ R R2 — 42 — 2

Wir berechnen jetzt den Flicheninhalt der Halbkugelfliiche, wobei wir D := {[u,v]" € R?: u? +v? < R?}
nehmen:

0P 0P R
/ — (u,v) x —(u,v)|| d(u,v) = / —— d(u,v) nimm Polarkoordinaten
D ou ov p VRZ —u?2 — 02
2m R
R
= ———rdrd
[p—o /T:o VR? — 12 4
r=R
dt 1
=27 LT dr ‘ substituiere t := R®> — %, — =—-2r = rdr=—=dt
r—0 R2 — 2 dr 2

—r2 V1 . 2
t=0
1
= —Rm- —dt
t=R2 V1
t=R? 1
= +Rmw —dt
t=0 t
t=R?
= Rr- 2Vt = 21 R2.
t=0
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Die Gesamtkugeloberfliiche ist also 47 R?, wie zu erwarten.

Wir fithren eine Schreibweise ein:

0P

0P
do = H%(u,v) X %(u,v) d(u,v).

Dann konnen wir das Integral (#) auch als | p Ldo schreiben. Das wollen wir jetzt etwas verallgemeinern:

Definition 4.11 (Oberflichenintegral):
Sei @ eine regulére Fliche iiber D und F := ®(D) das zugehérige reguliire Flichenstiick. Sei f: F — R
eine stetige skalare Funktion. Dann definieren wir

/f )do (% /f U, v) H (,v)xg—q)(u,v) d(u,v),

v

und dieses Integral nennen wir Oberfldchenintegral von f iber der Fliche F. Beachte, dass wir genau den
Flicheninhalt bekommen, falls f = 1.

Beispiel 4.12:
Wir nehmen f(z,y,2) = z und ®: D — R3 mit

D:{{z]:u2+v2§R2}, D(u,v) = v ,

wie eben. Dann berechnen wir

0P 0P
/ f(z,y,z)do 7/ flu R? —u? — vz) %(u,v) X %(u,v) d(u,v) siehe oben
R .
= R?—u? -2 ————=d(u,v) =R | d(u,v) ‘ Polarkoordinaten
D R? — u? — v? D
2 R 1 r=R

:R/ / rdrdp =27R - =r? = 7R%.

=0 Jr=0 2 r=0

Der néchste Satz ist ein berithmtes Theorem, das uns die Moglichkeit gibt, bestimmte Integrale iiber
dreidimensionale Mengen umzuwandeln in Oberflichenintegrale iiber den Rand dieser Mengen.

Abbildung 4.26: Eine Menge K mit einigen Normalenvektoren 7(Z). Diese Normalenvektoren stehen immer
senkrecht auf dem Rand 0K, und sie haben immer die Lénge Eins.
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Satz 4.13 (Gauf3scher Integralsatz):
Es sei K C R? eine offene beschriinkte Menge mit ,,geniigend glattem® Rand K (also insbesondere kein
Fraktal oder Ahnliches). Sei G O K eine offene Menge, und sei f: G — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Fiir jeden Punkt & € 9K bezeichne 7(#) den nach AuBen zeigenden Normalenvektor an die
Fliche 0K.

Dann ist
[ avs@ai= | (@.7@) dota)
K oK
Gebietsintegral Oberflachenintegral

Bemerkung 4.14 (Geometrische Interpretation):
Wir interpretieren den Vektor f(Z) als die vektorielle FlieBgeschwindigkeit einer Fliissigkeit am Ortspunkt
Z. Was bedeuten dann die beiden Integrale 7

Wir beginnen mit dem Oberflichenintegral auf der rechten Seite. Wir nehmen einen Punkt & auf der
Oberfléche OK. Dann ist (f(Z), 7(Z)) das Skalarprodukt der beiden Vektoren f(#) und (%), also

(f(@),7(@)) = [lF @) - [7(@)] - cos £ (f(Z), 7(T)) -

Wenn der Vektor f(Z) aus der Menge K herauszeigt, dann flieit dort die Fliissigkeit aus K heraus, und
der Winkel zwischen f(Z) und 7(Z) ist kleiner als /2, der Cosinus also positiv. Um das Skalarprodukt
besser zu verstehen, nehmen wir uns eine Menge D C R? und eine regulire Fliche ®: D — R3, die in
einer Umgebung von & den Rand 0K beschreibt. Dann gilt

92
7@ = [
ou

u, v) X G (u,v)

(u,v) X ‘g—‘f(u,v)H

?

also folgt dann
od
0

(1@, 7@ o) = (500,70 | G 0) x G 0) | awr0)
0P

- <f(f),g—i(u,v) x %(u,v)> d(u, v),

Spatprodukt

und dieses Spatprodukt ist gleich dem Volumen des von den drei Vektoren f(Z), 0,®(u,v) und 9, ®(u,v)
aufgespannten Parallelepipeds (Spats), also gleich dem Fliissigkeitsvolumen, das durch das Oberflichen-
element do(Z) stromt.

Das bedeutet insgesamt: das Oberflichenintegral im Gaufschen Satz entspricht dem Gesamtfluss des
Vektorfelds f durch die Fliche K. Dabei zéhlt der Fluss von innen nach auflen positiv, und der Fluss
von auflen nach innen z&hlt negativ.

Abbildung 4.27: Links haben wir einen positiven Gesamtfluss iiber den Rand 0K, rechts haben wir den
Gesamtfluss gleich Null iiber 0K.
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Jetzt iiberlegen wir uns, was das Gebietsintegral auf der linken Seite des Integralsatzes von Gaufl bedeutet.
Wir erinnern daran, dass div f(Z) angibt, ob die Fliissigkeitsstrémung im Punkt & eine Quelle oder eine
Senke besitzt. Dann ist f o div f(Z) d7 also die Gesamtsumme des in den Quellen entstehenden Flusses,
vermindert um die Gesamtsumme des in den Senken versickernden Flusses.

Der Integralsatz von Gaufl besagt damit: der Gesamtfluss iiber den Rand 0K ist gleich der Gesamtmenge
des im Innern erzeugten oder verschwundenen Flusses.

Beispiele 4.15: (a) Gesucht ist [, (f(Z),7(Z)) do(Z) fiir

2

Ty T
flz,y,2) = |2%y und K= |y| eR*:a?4+42<1, —-1<z2<1
Y 1

Wir integrieren also iiber einen aufrecht stehenden Zylinder. Der Gau3—Satz liefert

(@), 7@ do(@) = [ aivi@ai= [ (L@ + 2L+ 27 az
/8K / /K ((93:1 0xo

K Ors
= / (92 + 2 + 0) d(z,y,2) ‘ Zylinderkoordinaten
K
1 21 el 1 =t )
= / / r? . rdrdedz =2-2m - =7t —Ar. = = .
=—1Je=0Jr=0 4 r=0 4

(b)

Satz 4.16 (Integralsatz von Stokes):
Sei D C R? kompakt, G O D offen und ®: G — R3 zweimal stetig differenziarbar und eine auf D reguliire
Fléche. Sei I das durch @ gegebene regulire Fliachenstiick und R sein Rand. Weiter sei v eine Kurve, die
einmal gegen den Uhrzeigersinn entlang R liuft. Schlieflich sei U C R? offen mit ¥ C U und f: U — R3
stetig differenzierbar. Dann gilt

‘LWWﬁ@MM@:LﬂmM.

Oberflachenintegral Wegintegral

R

Abbildung 4.28: Ein Flichenstiick F mit seinem Rand R (untere fette Linie).
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Beispiel 4.17:
Wir betrachten erneut J als obere Halbkugel mit Radius R. Wie iiblich sei also

G{[:}L] ERQ:u2+02<R2},

und die Fliche dariiber sei

u
D(u,v) = v
RZ — 02 _ 02

Wir nehmen als Vektorfeld
-y

f(x7y’z): Y )
1

und darauf wenden wir den Satz von Stokes an. Es ist also

Ofs _ Of2

@) g;/ aaf 0—-0 0

rot f(7) = |2 _ 9fs 0-0| =0

T N P I
ox Jy

Wir rechnen jetzt das Oberflichenintegral aus:

/(rotf(f),ﬁ(f)> da(f):/ (rot (@ (u, 0)), F®(u, ) [9u®(u, v) x Fp®(u, v)| d(u,v)
F G

0
B Ou®(u,v) X 0y P (u,v)
/G< (2) ’|6U<I>(u,v)x@v@(u,v)||>”8uq)(u’v)xavq)(u’v)” d(u,v)
0
:/< 0 >d(u,v)
G _2_ 1
2m R )
:/GQd(u,v):/P_O/T_OQTdrd@:2ﬂ-r

Und jetzt kommen wir zur Berechnung des Wegintegrals: Der Rand von J ist der Aquator und demnach
gegeben durch

r=R 9
=2nR".
=0

R cos(t)
()= | Rsin(¢) | , t €10, 2],
0
und somit folgt dann
[s@az= [T aoore | i = e’
—Rsin(t ) —Rsin(t)
= < Rcos , | Rcos(t) >dt
0

/ Zsin®(t) + R? cos?(t)) dt = 2nR?.

Das wollten wir haben.
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Kurvenintegral, 90

LGS, 12, 16
homogen, 20, 21
inhomogen, 20, 21
Losungsstruktur, 20
Matrixform, 16
lineare Abbildung, 28
Verkniipfung, 37
lineare Abhéngigkeit, 9
lineare Gleichungssysteme, 12
lineare Hiille, 7
lineare Unabhéngigkeit, 9
linearer Teilraum, 6
lineares Gleichungssystem
iiberbestimmt, 16
quadratisch, 16
unterbestimmt, 16
Linearkombination, 7
Lénge einer Kurve, 94

Magnetfeld, 110

Matrix, 21
Addition, 22
antisymmetrische, 25
diagonalisierbare, 45, 49
indefinite, 78
inverse, 27, 38
invertierbare, 27
negativ definite, 78

nicht diagonalisierbare, 48

orthogonale, 38, 49

positiv definite, 78

quadratische, 22

Rang, 20

regulédre, 27

singulére, 27

Skalarmultiplikation, 22

symmetrische, 25, 49

transponierte, 25

zu einer Abbildung, 29, 31
Matrix—Vektor—Multiplikation, 24
Matrixgleichungssysteme, 26
Matrixmultiplikation, 23
Matrixprodukt

nicht kommutativ, 25
Matrizen

diagonale, 36

Rechenregeln, 23

Maximum
globales, 77
lokales, 77

Maximumprinzip, 62
mechanische Arbeit, 90, 95
Menge

abgeschlossene, 62

beschrénkte, 62

kompakte, 62

offene, 62

projizierbare, 102
Minimum

globales, 77

lokales, 77
Multiplikation

von Matrix und Vektor, 24

von Matrizen, 23

Nabla, 65

negativ definit, 78
negativ semi—definit, 78
Niveaulinien, 56, 65
Norm, 58
Normalenvektor, 111
Normalform, 50

notwendige Bedingung fiir Extremum, 77

Nullmatrix, 22

Oberfléichenintegral, 113
offene Kugel, 62

offene Menge, 62

ONB, 12, 50
Orthogonalbasen, 12
orthogonale Matrix, 38, 49
Orthonormalbasen, 12
Ortsvektor, 5

Parabel, 51
Parallelepiped, 41
Parallelogramm
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Fliacheninhalt, 40
Parameterintegral, 87
partiell differenzierbar, 63, 67
partielle Ableitung, 63
Partikulédrlosung, 20
Pfeilbild, 58
Polarkoordinaten, 56, 67, 105
Polynom

charakteristisches, 46
positiv definit, 78
positiv semi—definit, 78
Potential, 96, 98
Potentialfeld, 96

Stammfunktion, 97
Projektion, 28, 33
projizierbare Menge, 102
Punkt

kritischer, 77

quadratische Ergidnzung, 50
quadratische Form, 49
quadratische Gleichung, 49
quadratische Matrix, 22
Quadrik, 49

Quelle, 109

quellenfrei, 109

Rand einer Menge, 62
Rang, 20, 28, 38
Rechenregeln
fiir das Matrixprodukt, 24
fiir Matrizen, 23
fiir Determinanten, 41
fiir die inverse Matrix, 27
fiir die Transposition, 25
fiir Eigenwerte und Eigenvektoren, 47
fir Vektoren, 5
reguldre Matrix, 27
Restglied, 73, 74
Richtungsableitung, 63, 71
Richtungsfeld, 58
Rotation
eines Vektorfelds, 109

Sattelpunkt, 77
Satz von Schwarz, 69
Schattenwurfabbildung, 33
Scherung, 29
Schraubenlinie, 92
semi—definit

negativ, 78

positiv, 78
Senke, 109
singuldre Matrix, 27
Skalarfeld, 55
Skalarmultiplikation von Matrizen, 22
Spat

Volumen, 41
Spiegelung, 28, 32, 45

Stammfunktion, 97
Standardbasis, 10

stetig partiell differenzierbar, 63
Stetigkeit, 60
Stokes-Integralsatz, 115
Streckung, 29
Substitutionsregel, 105
surjektiv, 38

symmetrische Matrix, 25, 49

Tangente, 76
Tangente an eine Kurve, 92
Tangentialebene, 76, 111
Taylorpolynom, 73
Taylorscher Satz, 74
Teilraum

linearer, 6
topologische Begriffe, 62
total differenzierbar, 70
Transformation

der Basis, 34
transponierte Matrix, 25
triviale Untervektorrdume, 7

Umrechnungsformel

fiir Abbildungsmatrizen, 35
Unterminoren, 79
Unterraum, 6
Untervektorraum, 6, 9, 20, 45
Untervektorraumkriterium, 6
Untervektorraume

triviale, 7

Vektoren
Rechenregeln, 5
Vektorfeld, 55
Divergenz, 108
quellenfrei, 109
Rotation, 109
Vektorraum, 5
Verbindungsstrecke, 91
Verkettungsprinzip, 60
Verschiebungsfeld, 108
Volumen
eines Spats, 41
Volumen eines Kegels, 107

Wechsel

der Basis, 34
Wirbeldichte, 109
Wirmeleitungsgleichung, 87

Zeilenstufenform, 17-20, 26
Zylinderkoordinaten, 107
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