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Uber das Skript und die Markierungen im Inhaltsverzeichnis:

Man behilt langfristig nur das, was man sich durch eigene Anstrengung angeeignet hat. Klavierspielen
und Radfahren erlernt man nur dadurch, dafl man Klavier spielt und Rad fahrt. Genau das Gleiche gilt
fiir die Geometrie — man erlernt Geometrie nur durch das eigenstéindige Betreiben von Geometrie. In
diesem Sinne ist dieses Skript fiir das Selbststudium gedacht; es hat nicht besonders viel didaktischen
Sinn, wenn ein Dozent alles hier vorgestellte Material an der Tafel vorfiithrt. Der Skizzenmangel bei den
meisten Beweisen ist deshalb auch methodische Absicht.

Das stilisierte Zahnrad & bezeichnet den Anwendungsabschnitt. Einer der tiefliegendsten Gedanken der
Geometrie steckt im Dualititsprinzip, dessen Auftreten durch @ markiert wird.

Die mit Blumen (oder Kleeblatt) markierten Abschnitte dienen der anwendungsfreien Schoénheit; dort
werden Ergebnisse entwickelt, auf denen hochstens andere Blumen—Abschnitte aufbauen, aber keine un-
markierten Abschnitte. Die Dienstaufgabe von Lehrerinnen und Lehrern besteht darin, den Kindern au-
thentisch vorzuleben, dafl Kultur, Bildung und Neugier das menschliche Dasein {iberhaupt erst schén
machen. Im Schulunterricht geht es nicht darum, Wasser in ein Fafl zu schiitten, sondern ein Feuer zu
entfachen. Aus diesem Grunde lade ich die Lehramtsstudierenden von Herzem ein, sich die Blumen—
Abschnitte mit Freude selbst anzueignen, auch wenn sie fiir das Verstdndnis der restlichen Abschnitte im
technischen Sinne unnétig sind. Kein Witz |

Und das weiterfithrende Selbststudium bringt die Erleuchtung ¥, was sonst ? Das Lernen hort nie auf.



Warum unterrichten wir Geometrie ?
Wie sollten wir Schulgeometrie
unterrichten 7 ¥t

Die Ausgangssituation

Seit 2004 gelten in Baden-Wiirttemberg neue Bildungsstandards in der Mathematik, die einige Verénde-
rungen mit sich brachten. Der Geometrieunterricht der gymnasialen Mittelstufe gipfelt seitdem im Satz
des Pythagoras (ohne die historisch gebriduchliche Begleitung durch Kathetensatz bzw. Hohensatz), dem
Innenwinkelsummensatz, den Sitzen iiber die Transversalen (informativ) und den Strahlensétzen. Der
Thalessatz ist in den Bildungsstandards nur implizit vorgesehen; lediglich in Umsetzungshinweisen zur
Beachtung der KMK-Standards wird er genannt, als ein kleiner Rest der Kreisgeometrie.

Aus fachdidaktischen Ubungen der Uni Konstanz habe ich bei Studierenden den pidagogischen Ansatz
kennengelernt, die mathematischen Fachinhalte in kleinste Einzelteile zu zerlegen, die anschliefend nie
wieder zusammengefiigt werden. Zum Beispiel scheint es relativ populédr zu sein, den Innenwinkelsum-
mensatz dadurch zu beweisen, ,dafl man einen Bleistift ums Eck schiebt”, und die Begriindung lautet
dann gelegentlich ,, mir ist es wichtig, mich um die schwachen Kinder zu kiimmern !“.

Was ist eigentlich das Hindernis am traditionellen Beweis ? Um ein didaktisches (oder sonstiges) Problem
I6sen zu konnen, mufl man es zuerst verstehen. Also listen wir den traditionellen Beweis doch mal auf:
zuerst zeichnen wir eine Parallele zu ¢ durch C' (wofiir man Phantasie braucht); als zweites bringt man
« hoch mit dem Wechselwinkelsatz; als drittes 8 analog; als viertes schaut man hin und erkennt, dafl «,
v, B schon nebeneinander liegen. Wir haben also vier Handlungen, davon die erste iiberraschend. Eine
Pidagogik, die (im Interesse der schwachen Kinder natiirlich !) vierschrittige Handlungsabliufe vermeidet,
sollte doch bitte diesen Ansatz konsequent vollenden und die Kinder auch am Betrachten von Spongebob—
Videos hindern, denn diese zwanzigminiitigen Episoden haben mindestens 50 Handlungsschritte, davon
mindestens zehn iiberraschende Wendungen, was diese Kinder doch kognitiv total iiberfordern miifite 777

Ich habe boshaft zugespitzt, klar. Und die Biicher der Harry—Potter—Reihe belegen eindriicklich, daf3
Kinder ganz selbstverstandlich kognitiv in der Lage sind, hochkomplexe Geschichten mit ausgepragter in-
nerer Vernetzung zu erfassen. Die oben erwéhnte didaktisch populire Zerlegung des Lesestoffes in kleinste
Einzelteile wiirde das Lesevergniigen bei Harry Potter hingegen komplett ruinieren.

Die relevanten Fragen der Kinder sind doch ganz andere:

»otufenwinkel an Parallelen sind gleich, ja und 7 Ich hab es nie bezweifelt, und ich glaub es auch so !*
»Ich versteh es, aber was hab ich davon ? Meine Eltern und Onkel/Tanten haben das nie gebraucht !“
, Was hat das mit meiner Lebenswirklichkeit zu tun 7¢

Es scheint, dafl die Schiiler und Schiilerinnen darauf in der Schule leider nur selten eine Antwort bekommen.
Die auf Lehramtsseite spiegelbildlichen Fragen wéren:

,, Warum unterrichten wir, was wir unterrichten 7

,» Wo wollen wir mit unserem Unterricht hin ? Was sind unsere Ziele 7

5



Anwendungen der Geometrie

Es gibt so gut wie gar keine Anwendungen der Mittelstufengeometrie. Kennen Sie vielleicht eine hand-
werkliche oder industrielle Anwendung des Thalessatzes 7 Eben. Ich auch nicht.

Lassen Sie doch mal bitte folgende 12 Graphiken auf sich wirken:




Abbildung 1: Die Ecktransversalen zu den Inkreisberiihrpunkten schneiden einander in einem Punkt. Die
Ecktransversalen zu den Ankreisberithrpunkten auch (im NAGEL-Punkt N).

Abbildung 2: Links: der Hohenschnittpunkt H, der Schwerpunkt S und der Umkreismittelpunkt M liegen
auf einer Geraden, mit |SH|: |M S| = 2. Rechts: Der Nagel-Punkt N, der Inkreismittelpunkt I und der

Schwerpunkt S liegen auf einer Geraden, mit [SN|: |I.S]| = 2. Kann man die eine Aussage aus der anderen
bekommen, indem man clever ,spiegelt* 7



Abbildung 3: Der Satz iiber die Potenzgeraden und der Satz von Brianchon fiir Ellipsen.

Meine Sichtweise als Autor ist:

e Das ist schon. Genauer heifit das: wenn drei Punkte, die sich nicht verabredet haben, auf einer
Geraden liegen; oder wenn drei Geraden, die einander nicht kennen, durch denselben Punkt gehen,
dann gefillt mir das. Oder wenn Winkel einander gleich sind, von denen man das nicht erwartet.
Genau dies ist die Vernetzung: Objekte stehen auf mysteriose Weise miteinander in Beziehung. Dies
regt die Neugier an, Neugier ist wertvoll, nur so kommt man zur Erkenntnis.

e Jeder kann Geometrie verstehen, zumindest die ersten sechs Bilder, zusammen mit den zugehorigen
serigsen Beweisen (diese ersten sechs Sachverhalte waren bis 2004 normaler Schulstoff). Termumfor-
mung und Variablenrechnen ist abstrakt und deshalb fiir einen Teil der Schiilerschaft eine Strapaze,
aber Geometrie ist konkret, zum Anfassen, zum Anschauen.

e Man lernt etwas dabei fiirs Leben. Weniger auf der Ebene der Sachinformationen, sondern auf der
Ebene von Féhigkeiten und Fertigkeiten, unter der Voraussetzung, dafl genug Substrat an Sachin-
formationen auf seriose Weise vermittelt wird.

e Geometrie ist Kultur.



Die kulturell-historische Perspektive
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Abbildung 4: Frontispiz der Opera Omnia von Euklid, 1703
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Abbildung 4 bezieht sich auf Buch 6 der Baukunst [14] des VITRUVIUS (= 70 v.Chr. — ~ 15 v. Chr.), aus
dessen Vorwort wir zitieren:

Aristipp, ein Sokratischer Philosoph, erzéhlt man, litt Schiffbruch und ward an die Rhodi-
sche Kiiste ans Land geworfen. Hier fand er geometrische Figuren — schemata — im Sande
gezeichnet, und rief seinen Gefiahrten zu: Getrost, meine Freunde, ich sehe Menschenspuren !
Sofort gieng er in die Stadt Rhodos und begab sich gerades Wegs ins Gymnasium, wo er mit
solchem Beyfalle tiber Philosophie redete, dafl er so reichliche Geschenke erhielt, daf§ er nicht
allein sich selbst mit allem Nothigen versehen, sondern auch seinen Gefahrten Kleidung und
Unterhalt schaffen konnte. Als diese endlich nach ihrer Heimat zuriickkehren wollten, und ihn
fragten, ob er etwas nach Hause zu bestellen habe ? so trug er ihnen auf, dort auszurichten:
Man mochte doch ja den Kindern kein anderes Reisegerdth und —Geld mitgeben, als was selbst
im Schiffbruche mit ihnen an das Land schwdmme; denn nur das seyn die zuverléssigsten Giiter
des Lebens, iiber die weder Gliickswechsel, noch Staatsveréinderungen, noch Kriegsverheerun-
gen das Geringste vermochten.

Theophrast, der diesen Gedanken noch weiter ausfiihrt, beweiflt den Satz, dafl man mehr
auf Kenntnisse als auf Geld fulen miisse, folgendermafien: Nur der unterrichtete Mann, sagt
er, sey in der Fremde nicht fremd, noch selbst dann, wenn er von Freunden und Verwandten
entbloBt sey, nicht freundlos; sondern in jedem Staate sey er einheimisch, und kénne furchtlos
auf alle Ungliicksfille mit Verachtung herabblicken: dahingegen derjenige, der sich nicht mit
Wissenschaft, sondern mit Gliicksgiitern ausriiste, auf schliipferigen Wegen sich durch ein
unstétes und miflliches Leben hindurch zu fechten habe.

Die drei Figuren im Sand haben ihre Bedeutungen:

Geometrie hilft der Asthetik: links unten ist die Konstruktion fiir den Goldenen Schnitt (eine Strecke
wird in zwei Teile geteilt, sodal das Produkt aus gesamter Strecke und kurzem Anteil gleich dem
Quadrat des langen Anteils ist);

Geometrie ermdglicht Erkenntnis: rechts unten die Figur fiir den Auflenwinkelsatz (ausgehend von
einfachen Tatsachen wie den Winkelsdtzen an Parallelen kommt man durch logisches Schlieflen zu
tieferen Wahrheiten);

Geometrie ist pingelig: rechts oben die Figur fiir den Beweis der Dreiecksungleichung (auch Dinge, an
die jeder sofort glaubt, miissen trotzdem bewiesen werden).

Bemerkenswert ist der krasse Gegensatz zur Mathematik des alten Agyptens bzw. Babylons: auch dort
gab es schon geometrische Aufgaben: wieviele Steinblocke mufl man fiir die Pyramiden anfertigen, wie
teilt man eine Ernte auf, wie grof3 ist ein Acker, wann kommt die néchste Niliiberschwemmung, wieviel
Fliissigkeit pait in ein Gefa$, wieviel Erde ergibt sich beim Auskoffern eines Bewésserungsgrabens usw.
Interessant ist auch, dafl die dgyptische Geometrie im Wesentlichen vom Finanzamt erschaffen wurde:
die zu zahlende Steuer bemaf} sich nach der Grofle des Grundbesitzes, und jedes Jahr trat der Nil iiber
die Ufer, was die Felder teilweise wegschwemmte, sodafl immer wieder aufs Neue die Felder ausgemessen
werden mufiten. Dies war einer der Startpunkte der messenden Geometrie.

In der griechischen Mathematik hingegen war alles ganz anders: das Messen von Langen, Fliachen oder
Winkeln interessiert die griechischen Mathematiker {iberhaupt nicht. Sie werden in allen 13 Biichern der
Elemente keine einzige Winkelgrofenangabe finden, weil es fiir die neuartige Mathematik nicht relevant
ist. Die Innenwinkelsumme des Dreiecks ist zwei Rechte, und ein Rechter ist definiert als ein Winkel,
der kongruent zu seinem Nebenwinkel ist (denn dies ist diejenige Eigenschaft, die beweistechnisch am
niitzlichsten ist). Natiirlich mufi man dann zum Postulat erheben, daf§ alle rechten Winkel gleich sind
(wenn Geraden a, b einander rechtwinklig schneiden, und Geraden ¢, d auch, dann folgt daraus nicht, daf§
die rechten Winkel an der ab—Kreuzung kongruent zu den rechten Winkeln der c¢d-Kreuzung sind). Das
zentrale Anliegen der griechischen Mathematik ist das geordnete Denken entlang festgelegter Schlufifolge-
rungsregeln, damit man dann irgendwann, nach mehreren Jahren, reif ist fiir das Studium der Philosophie
(= der Liebe zur Weisheit).

Dies macht die griechische Geometrie so einzigartig im Vergleich zu anderen Kulturen. Wenn also die
Kinder der heutigen Zeit Schwierigkeiten haben, den Wert des Begriindens zu erkennen, kénnen wir uns
trosten mit der Beobachtung, dafl praktisch alle anderen Hochkulturen dies auch nicht erkannten.
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Worauf es wirklich ankommt
(Mindestens) folgende Erwartungen an Schule und Mathematikunterricht halte ich fiir plausibel:

e die vermittelten Sachinhalte sollen einen Wert haben;

Mathematikunterricht vermittelt die Kunst des klaren Denkens;

Mathematikunterricht vermittelt die mathematische Fachkultur;
e Mathematikunterricht vermittelt die Kunst der klaren Rede;

e Schule soll Menschen stark machen;

und meine These ist, daf§ ein Innenwinkelsummensatzbeweis ,, Wir schieben einen Bleistift ums Eck* gegen
jede der fiinf Erwartungen verstof3t.

Sachinhalte konnen einen Wert haben, wenn sie direkt fiir Anwendungen relevant sind (z.B. das Pro-
zentrechnen oder die Statistik), oder indirekt als Werkzeug fiir benachbarte Wissenschaften (Differen-
tialrechnung und Vektorrechnung fiir die Physik) oder wenn man mit diesem Sachinhalt eine Tétigkeit
einiibt (das sorgfiltige Arbeiten oder das Begriinden z.B.), oder wenn eine Vernetzung zu anderen Un-
terrichtsfdchern hergestellt wird (Geschichte, Musik und das pythagoriische Komma) usw. Das Gegenteil
liegt dann vor, wenn allen Anwesenden unklar bleibt, was die Unterrichtsstunde jetzt gebracht hat. Einen
Sachinhalt einzufithren, der dann nie verwendet wird, ist wertarm. Fiir die typischen Winkelsétze heif3t
das: der Nebenwinkelsatz ist offensichtlich richtig, der Scheitelwinkelsatz auch (ein Beweisbediirfnis ist
nicht vorhanden). Stufenwinkelsatz und Wechselwinkelsatz sind beinah offensichtlich, aber auch nicht be-
sonders spannend. Bei diesen vier Winkelsétzen geht es nicht ums Begriinden, sondern ums Beobachten.
Industrielle Anwendungen mag es sicherlich geben, aber letztlich bleibt der Wechselwinkelsatz immer noch
banal. Der einzige Zweck, warum man {iberhaupt den Wechselwinkelsatz einfiihrt, ist doch der Innenwin-
kelsummensatz. Wenn man also einen Bleistift ums Eck schiebt, stellt sich die Frage, warum man vorher
die Kinder so gelangweilt hat. Ein besserer Ansatz scheint mir zu sein: nach einer methodischen Plackerei
(nédmlich vier Winkelsétze zu behandeln, die eh keiner anzweifelt) méchte man doch die Friichte ernten,
damit die Anstrengung vorher eine Rechtfertigung bekommt.

Die Kunst des klaren Denkens erkennt man z.B. an der Fahigkeit, auf begriindete Weise Sinn und Un-
sinn zu unterscheiden, was in Verantwortungspositionen eine wiinschenswerte Kompetenz darstellt. Die
Vermittlung im Mathematikunterricht geschieht dann natiirlich {iber die Beweise, die auf logisch korrekte
Weise ablaufen. Der Bleistift-Pseudobeweis ist einfach nicht schliissig: man legt den Stift in die erste
Kante (Spitze zeigt nach rechts), schiebt einmal um das Dreieck herum, und die Spitze zeigt jetzt nach
links. Also ist die Innenwinkelsumme gleich 180°. Klingt schliissig 7 Ist es aber nicht. Denn wir kénnen ja
die Fahrt mit einem Fiinfeck wiederholen, und auch hier wechselt die Richtung der Bleistiftspitze. Wenn
das obige fette ,,Also* logisch korrekt ist, dann hétte auch das Fiinfeck eine Innenwinkelsumme von 180°,
was wir aber nicht glauben. Also war das obige fette ,,Also“ logisch unzuldssig. Wenn man iiberhaupt
etwas schlufifolgern kénnte, dann eben, daf§ die Innenwinkelsumme beim Dreieck 180° + i - 360° betréigt
und beim Fiinfeck 180° + & - 360°, mit noch zu bestimmenden i, k € Ny. Jetzt miiite man noch einen
Gedanken einschieben: beim Dreieck ist jeder Winkel echt kleiner als 180°, also alle zusammen echt klei-
ner als 3 - 180°, was i = 0 erzwingen wiirde. Und frithestens jetzt ist der Beweis komplett. Eine weitere
Betrachtung zerstort diese Hoffnung aber: denn wenn dieser reparierte Pseudo—Beweis jetzt korrekt wiire,
dann hétten ja auch die Dreiecke auf der Kugeloberfliche eine Innenwinkelsumme von 180°, was aber
nicht stimmt. Also hat die Logik immer noch einen Mangel. Erfahrungsgeméfl kommt an dieser Stelle
der studentische Einwand, daf} ich {ibertrieben pingelig wire. Bin ich aber gar nicht — ich stelle einfach
die Frage nach dem Lernziel, welches wir mit dem Innenwinkelsummensatz verkniipfen: wir wollen den
Kindern das logische Denken beibringen, und dafiir gibt es fachliche Standards. Das fiithrt nahtlos zur
dritten Erwartung.

Warum traktieren wir die Kinder in der Schule mit Beweisen ? Oder etwas breiter gefragt: warum machen
die Kinder im Deutschunterricht Literaturinterpretationsdiskussionen ? Warum gibt es im Physikunter-
richt und Chemieunterricht Experimente 7 Warum gehen wir im Biologieunterricht in eine wissenschaftlich
betreute Zoofithrung ? Dies sind alles Tétigkeiten, die fiir die weitere berufliche Zukunft der Kinder wenig
relevant sind. Die Antwort ist: die Schule soll eine verniinftige Auswahl des Wissens der Menschheit an
die niéichste Generation weitergeben (sonst geht das Wissen verloren), und zu dieser Auswahl gehért ein
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authentischer Einblick in die unterschiedlichen Wissenschaften (die zweite Grunderfahrung weiter unten).
Die Kinder sollen erfahren, dafl unterschiedliche Wissenschaften unterschiedlich arbeiten, und die Arbeits-
methoden der einzelnen Disziplinen sollen prisentiert werden, ohne die Kinder zu beliigen. Mathematiker
arbeiten mit Beweisen, also gehoren einige Beweise in die Schule. Die Kunst der Didaktik besteht in einer
klugen Auswahl der zu behandelnden Beweise. Welche Beweise wollen wir wiihlen 7 Beweise, die sich auf
Termumformung oder funktionale Zusammenhiinge beziehen (z.B. dafi die Summe stetiger Funktionen
wieder stetig ist, mit ¢ und §) sind mit abstrakten Buchstaben und Formeltechnik derartig iiberfrachtet,
daf} das Lernziel (ndmlich logisches Denken einzuiiben) untergeht. Es gibt leider bemerkenswert viele Men-
schen, die den Schritt vom Zahlenrechnen zum Buchstabenrechnen nicht schaffen. Ein zweiter Nachteil:
wenn der zu beweisende Satz zu nah am Buchstabenrechnen dran ist, dann entsteht der irrige Eindruck,
das Lernziel bestiinde im Rechnenlernen, was bei den Schiilern mit der Alltagserfahrung kollidiert ,,Meine
Eltern haben sowas nie gebraucht !“, und anschlieend ergibt sich Konfusion, was dieser Unterricht eigent-
lich erreichen will. Der korrekte Eindruck wire gewesen, dafl das Lernziel im Begriindenlernen besteht. All
diesen Arger erspart man sich, wenn man schéne Beweise aus der Geometrie nimmt und schén présentiert.

Zur Kunst der klaren Rede: die braucht man in vielen Wissenschaften und auch sonst im Leben. Dazu
gehort ein Gespiir, dafl jedes Wort eine Bedeutung besitzt, entsprechend der es dann auch eingesetzt wird.
Dazu gehort auch, die Erfahrung gemacht zu haben, dafl Definitionen etwas wertvolles sind, weil man sich
daran festhalten kann. Zwei Beispiele: Studierende in den Sprachwissenschaften diirfen lernen, wie man
feinsinnig und subtil unterscheidet zwischen den Fachbegriffen Sem, Semem und Lexem. Jurastudierende
lernen, daf} ein simpler Brotchenkauf beim Bécker nicht aus einem Vertrag besteht, sondern aus drei Ver-
trigen (bzw. mindestens vier Vertrigen, falls man Wechselgeld zuriickbekommt); und dazwischen korrekt
zu unterscheiden, erfordert sprachliches Feingefiihl und viel Ubung. Diese Ubung soll in den acht Jahren
Gymnasium geschehen. Das Anwenden juristischer Paragraphen ist letztlich nichts anderes als textliche
Arbeit mit Definitionen, wie es im Mathematikunterricht eingeiibt werden sollte. Insbesondere fiir die
schwiicheren Schiiler (aber auch fiir alle anderen) ist es wichtig, mit maximaler Klarheit zu unterrichten
und einen Sachverhalt mal richtig auf den Punkt zu bringen. Der Bleistift—Pseudobeweis hat jetzt aber
den Nachteil, daf§ ein Gedankengang kaum erkennbar ist, also auch nicht formulierbar.

Wie werden Menschen stark ? Sicherlich erinnern Sie sich an den Tag, als Sie das Fahrradfahren lernten
und zum ersten Mal ohne Hilfe oder Stiitze fuhren. Das war doch ein euphorisches Gefiihl, oder 777 Dieses
Gefiihl hatte Sie anschlieffend noch tagelang begleitet. An diesem Tage hatten wir etwas Wichtiges gelernt:
daff wir ndmlich durch beharrliche Anstrengung und Ausdauer wirklich etwas erreichen kénnen. Wir
hatten erlebt, dal wir durch eigenes Handeln eine Wirksamkeit erzielen kénnen, und daraus entsteht dann
Selbstvertrauen. Wir sind eben kein Stiick Treibholz, das von den Gewalten des Ozeans herumgeworfen
wird, sondern wir kénnen einen Weg wihlen und dann auch gehen. Lehrende, die diese Sichtweise auf
authentische Weise ausstrahlen und den Kindern vermitteln konnen, sind einfach besser. Die schonste
péadagogische Situation besteht doch darin, da8 die Lernenden freiwillig lernen und von sich aus motiviert
sind. Und nichts motiviert einen Menschen stérker als ein Erfolg, vorausgesetzt, dafl diesem Erfolg eine
Anstrengung vorausging. Genau wie damals beim Erlernen des Fahrradfahrens; das konnten wir ja auch
nicht gleich beim ersten Versuch. Ein geschenkter Erfolg ist nutzlos fiir die Motivation ! Die Kunst des
Unterrichtens besteht auch darin, fiir jeden Schiiler und jede Schiilerin die jeweils passende Aufgabe zu
finden, die den richtigen Schwierigkeitsgrad hat und Raum fiir Anstrengung bietet. Wir schauen uns an,
was die schwerste Aufgabe ist, die der Schiiler ohne Hilfe bewéltigen kann, und was die schwerste Aufgabe
ist, die der Schiiler mit Hilfe schafft. Und in dieses Intervall zielen wir hinein, wenn wir die passende
Aufgabe suchen. Dafl man bei geometrischen Aufgaben oft eine Hilfslinie braucht, die man erstmal erraten
mufl — das ist didaktische Absicht ! Ich glaube an die Kinder; sie schaffen mehr, als man denkt.

Grunderfahrungen und iiberfachliche Kompetenzen

Im Jahr 1996 erschien ein beriihmter Zeitschriftenartikel [19]' des Mathematik-Didaktikers HEINRICH
WINTER, der darlegte, daf3 Schiilerinnen und Schiiler folgende drei Grunderfahrungen im Schulfach
Mathematik gemacht haben sollten:

1. Mathematik ist eine Disziplin, die uns dabei hilft, echte Praxisprobleme zu lésen (z.B. beim Aufstel-
len eines Finanzplans einer Firma, oder bei der Prognose, ob eine noch zu bauende Briicke tragfahig
sein wird, oder beim Erstellen eines Fahrplans eines Verkehrsunternehmens, .. .).

ILektiire sehr empfohlen !
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2. Mathematik ist ein groles Theoriengebéude, bei dessen Errichtung man von einem festen Fundament
von Axiomen startet und auf logisch korrekte Weise eine Aussage nach der anderen beweist.

3. Mathematik ist eine Beschéftigung, bei der wir lernen kénnen, wie man Probleme 16st. Hierbei sollen
die Schiilerinnen und Schiiler insbesondere lernen, auch dann noch eine Losung zu finden, wenn der
Losungsweg noch nicht bekannt ist.

Die erste Grunderfahrung findet sich in der Modellierungsvorlesung des Mathematikstudiums wider, die
zweite Grunderfahrung in praktisch jeder Mathematikvorlesung. Die dritte Grunderfahrung bezieht sich
auf Ideen von GEORGE POLYA, dessen Buch How to solve it bzw. Schule des Denkens [13] auch heute
noch lesenswert ist.

Problemlosen besteht aus vier Phasen:

Problem verstehen: wir finden heraus, was wir in der Aufgabe liefern sollen. Wir ermitteln Vorausset-
zungen und Behauptungen, und wir kldren die Bedeutungen aller Fachbegriffe.

Plan erarbeiten: da bei dem jetzt zu lésenden Problem der Losungsweg nicht bekannt ist (wir haben al-
so gerade nicht die Situation vor uns, dafl wir einfach eine Rechenschablone runterrechnen), miissen
wir den Losungsweg suchen. Diese Suche mufl irgendwo anfangen. Typischerweise tragen wir unser
Wissen zusammen, und wir versuchen uns dhnlicher Aufgaben zu erinnern, die wir frither erfolgreich
16sen konnten, und von denen wir hoffentlich einige Ideen wiederverwerten kénnen. Womoglich wer-
den wir bei der zweiten Phase einiges ausprobieren miissen. Sackgassen sind keine Schande, Fehler
sind Lerngelegenheiten !

Plan durchfiihren: aus der zweiten Phase entnehmen wir einen Losungsplan, der zu funktionieren
scheint. Diesen fiihren wir jetzt aus.

Riickblick: wir schauen auf das, was wir geleistet haben, und wir priifen nach, ob wir wirklich die gestellte
Aufgabe gelost haben (oder ob hier noch etwas fehlt). Wir schauen auch nach, ob unser Losungsweg
vielleicht noch verschonert werden kénnte, oder ob er noch einiges mehr leisten kénnte. Wir merken
uns leistungsstarke Arbeitstechniken.

Diese vierschrittige Arbeitsweise ist deshalb allgemeinbildungsrelevant, weil sie in den verschiedensten
Berufen vorkommt: eine Anwéltin, die die Interessen eines Mandanten zu vertreten hat und deshalb ein
Schriftstiick aufsetzen muf}; oder ein Soziologe, der eine Studie (Meinungsumfrage) zu konzipieren hat;
oder ein Automechaniker, der ein Klappergeriusch abstellen soll — stets kann der Arbeitsablauf in diese
vier Schritte zerlegt werden. Oder stellen Sie sich vor, daf3 ein Schiiler Schwierigkeiten hat, die Gleichung
T = % nach y umzustellen: zuerst sollten Sie verstehen, worin genau die Ursache liegt. Vielleicht verbindet
er keine Vorstellung mit der Division (und hat bisher immer rein mechanisch dividiert); oder vielleicht
kann er sich unter dem Buchstabenrechnen nichts vorstellen. Je nachdem, was vorliegt, unterscheidet sich
dann die Verfahrensweise.

Ein sehr #hnlicher vierstufiger Ablauf findet sich auch in der mathematischen Modellierung, und das
dortige Verfahren hat sogar einen Kreislaufcharakter.

Es gibt vier iiberfachliche Kompetenzen in Bezug auf den schulischen Mathematikunterricht: Lernen,
Begriinden, Kommunizieren, Problemlosen. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen lernen, wie man lernt, wie
man begriindet, wie man kommuniziert, wie man Probleme 16st. Diese Kompetenzen heiflen diberfachlich,
weil sie zwar im Mathematikunterricht vermittelt werden, aber aus dem Fach Mathematik herausgreifen
und fiir das allgemeine Leben relevant sind.

Danksagung

Dieses Skript entstand auf Grundlage von Diskussionen iiber mehrere Jahre mit vielen Kolleginnen und
Kollegen an der Universitiat Konstanz, wofiir ich sehr dankbar bin. Ein weiterer Dank geht an die Studie-
renden fiir viele Anregungen zur Didaktik.
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Kapitel 1

Euklid, Hilbert, Konstruktionen

1.1 Allgemeines

Was ist Geometrie (der Ebene, des Raumes) ?

Geometrie ist eine spezielle mathematische Theorie, das heifit eine Menge S von ,,allen® giiltigen Sétzen
(=wahren Aussagen), beziiglich festgewihlter Grundbegriffe und mittels dieser definierter abgeleiteter
Begriffe.

Diese Sétze sind wahr, weil sie entweder
1. auf Grund der Erfahrung (,, Anschauung®) gelten, oder

2. Folgerungen aus einer festgewiihlten Menge von Aussagen (,, Axiomen*) sind, und stets dann gelten,
wenn die Axiome gelten, oder

3. in Bezug auf eine andere (,,schon bekannte“) Theorie gelten (z.B. in Bezug auf die Theorie von R
oder C).

Im zweiten Fall spricht man von einer axiomatischen Theorie, oder von einem axiomatischen bzw. syntheti-
schen Aufbau der Geometrie. Die Axiomensysteme von Euklid (= 300 v.u.Z.) und von Hilbert (1862-1943)
sind fiir uns von besonderem Interesse.

Ein Beispiel fiir den dritten Fall ist die analytische Geometrie, wie sie von Descartes (1596-1650) und
Fermat (1601-1665) begriindet wurde.

Die Formulierung ,,Menge S von allen giiltigen Sdtzen“ bedeutet, dafl diese Menge S alle Sétze enthélt,
die sich durch ,,Folgern* aus Sétzen aus S gewinnen lassen. Es ist also S deduktiv abgeschlossen.

Es gibt einen Zusammenhang zwischen 2. und 3. : jedes Axiomensystem der Geometrie gehort zu den durch
»Rechnen in R oder C“ beweisbaren Sétzen der analytischen Geometrie. Das bedeutet: die Begriffe der
analytischen Geometrie bilden ein spezielles Modell jedes Axiomensystems der axiomatischen Geometrie.

1.2 Das Axiomensystem von Euklid

Wir zitieren aus [7]:

Definitionen

1. Ein Punkt ist, was keine Teile hat.
2. FEine Linie breitenlose Lange.
3. Die Enden einer Linie sind Punkte.

4. Eine gerade Linie (Strecke) ist eine solche, die zu den Punkten auf ihr gleichmifig liegt.

15
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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Eine Fliche ist, was nur Lénge und Breite hat.
Die Enden einer Fliche sind Linien.
Eine ebene Fliiche ist eine solche, die zu den geraden Linien auf ihr gleichméfig liegt.

Ein ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien in einer Ebene gegeneinander, die einander treffen,
ohne einander gerade fortzusetzen.

Wenn die den Winkel umfassenden Linien gerade sind, heifit der Winkel geradlinig.

Wenn eine gerade Linie, auf eine gerade Linie gestellt, einander gleiche Nebenwinkel bildet, dann ist
jeder der beiden gleichen Winkel ein Rechter; und die stehende gerade Linie heifit senkrecht zu
(Lot auf) der, auf der sie steht.

Stumpf ist ein Winkel, wenn er grofler als ein Rechter ist,

Spitz, wenn kleiner als ein Rechter.

Eine Grenze ist das, worin etwas endigt.

Eine Figur ist, was von einer oder mehreren Grenzen umfafit wird.

Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzigen Linie [die Umfang (Bogen) heifit] umfafte Figur mit
der Eigenschaft, daf alle von einem innerhalb der Figur gelegenen Punkte bis zur Linie [zum Umfang
des Kreises] laufenden Strecken einander gleich sind;

Und Mittelpunkt des Kreises heifit dieser Punkt.

Ein Durchmesser des Kreises ist jede durch den Mittelpunkt gezogene, auf beiden Seiten vom
Kreisumfang begrenzte Strecke; eine solche hat auch die Eigenschaft, den Kreis zu halbieren.

Ein Halbkreis ist die vom Durchmesser und den durch ihn abgeschnittenen Bogen umfafite Figur;
[und Mittelpunkt ist beim Halbkreise derselbe Punkt wie beim Kreise].

(20-23) Geradlinige Figuren sind solche, die von Strecken umfafit werden,
dreiseitige die von drei,

vierseitige die von vier,

vielseitige die von mehr als vier Strecken umfafiten.

(24-26) Von den dreiseitigen Figuren ist ein gleichseitiges Dreieck jede mit drei gleichen Seiten,
ein gleichschenkliges jede mit nur zwei gleichen Seiten,
ein schiefes jede mit drei ungleichen Seiten.

(27-29) Weiter ist von den dreiseitigen Figuren ein rechtwinkliges Dreieck jede mit einem rechten
Winkel,

ein stumpfwinkliges jede mit einem stumpfen Winkel,

ein spitzwinkliges jede mit drei spitzen Winkeln.

(30-34) Von den vierseitigen Figuren ist ein Quadrat jede, die gleichseitig und rechtwinklig ist,
ein langliches Rechteck jede, die zwar rechtwinklig aber nicht gleichseitig ist,

ein Rhombus jede, die zwar gleichseitig aber nicht rechtwinklig ist,

ein Rhomboid jede, in der die gegeniiberliegenden Seiten sowohl als Winkel einander gleich sind
und die dabei weder gleichseitig noch rechtwinklig sind;

die iibrigen vierseitigen Figuren sollen Trapeze heiflen.

(35) Parallel sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und dabei, wenn man sie nach beiden
Seiten ins unendliche verlédngert, auf keiner einander treffen.
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Postulate
Gefordert soll sein:
1. Dafl man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann,

2. Dafl man eine begrenzte gerade Linie zusammenhéngend gerade verlingern kann,

Dafl man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann,

- W

(Ax. 10) Daf alle rechten Winkel einander gleich sind,

5. (Ax. 11) Und daB, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, daf innen
auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann die zwei
geraden Linien bei Verldangerung ins unendliche sich treffen auf der Seite, auf der die Winkel liegen,
die zusammen kleiner als zwei Rechte sind.

Axiome
1. Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.
2. Wenn Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, sind die Ganzen gleich.
3. Wenn von Gleichem Gleiches weggenommen wird, sind die Reste gleich.
4. [Wenn Ungleichem Gleiches hinzugefiigt wird, sind die Ganzen ungleich.]
6) [Die Doppelten von demselben sind einander gleich.]
7) [Die Halben von demselben sind einander gleich.]

(6)
(7)
(8) Was einander deckt, ist einander gleich.
(9) Das Ganze ist grofler als der Teil.

(

© » N

12) [Zwei Strecken umfassen keinen Fléchenraum.]

Ausgehend von diesen Grundlagen présentiert Euklid ein Werk der Geometrie, das sich wie folgt gliedert:

Buch I: vom Punkt bis zum pythagoreischen Lehrsatz,

Buch II: geometrische Algebra,

Buch III: Kreislehre,

Buch IV: ein— und umbeschriebene Vielecke,

Buch V: Ausdehnung der Groéflenlehre auf Irrationalitéiten,
Buch VI: Proportionen und Anwendung auf Planimetrie,
Buch VII: Teilbarkeitslehre, Primzahlen,

Buch VIII: Quadrat— und Kubikzahlen, geometrische Reihen,
Buch IX: Lehre von Gerade und Ungerade

Buch X: Klassifikation der quadratischen Irrationalitédten; Methoden der Fldchenanlegung zur geometri-
schen Losung aller Typen quadratischer Gleichungen,

Buch XI: elementare Stereometrie,
Buch XII: Exhaustionsmethode: Pyramide, Kegel, Kugel,
Buch XIII: reguldre Polyeder.
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1.3 Das Axiomensystem von Hilbert

Unsere Darstellung des Axiomensystems von Hilbert findet sich in der untigen Form in [9], beschriankt
sich dabei aber auf die Axiome der ebenen Geometrie.

Axiomgruppe I: Axiome der Verkniipfung

Es gibt zwei Systeme von Dingen (Punkte und Geraden) und eine Verkniipfung (,,zusammengehoren,
,Punkt liegt auf Gerade“, ,Gerade geht durch Punkt®) zwischen diesen, sodaf} gilt:

I.1 Zu zwei Punkten A und B gibt es stets eine Gerade a, die mit jedem der beiden Punkte A und B
zusammengehort.

1.2 Zu zwei Punkten A und B gibt es nicht mehr als eine Gerade, die mit jedem der beiden Punkte A
und B zusammengehort.

1.3 Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens zwei Punkte. Es gibt wenigstens drei Punkte, die nicht auf
einer Geraden liegen.

Hierbei sind jeweils verschiedene Punkte bzw. verschiedene Geraden gemeint. Man beachte, dafl ausdriick-
lich nicht gesagt wird, dafl eine Gerade eine Menge wére, die die mit ihr zusammengehorenden Punkte als
Elemente enthélt.

Axiomgruppe II: Axiome der Anordnung

Fiir je drei Punkte gibt es eine Relation ,zwischen“ mit folgenden Eigenschaften:

I1.1 Wenn ein Punkt B zwischen einem Punkte A und einem Punkte C liegt, so sind A, B, C drei
verschiedene Punkte einer Geraden, und B liegt dann auch zwischen C' und A.

I1.2 Zu zwei verschiedenen Punkten A und C gibt es stets wenigstens einen Punkt B auf der Geraden
AC, sodafl C' zwischen A und B liegt.

I1.3 Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es nicht mehr als einen, der zwischen den beiden
anderen liegt.

Nachdem diese Zwischenrelation als Grundbegriff eingefiihrt ist, definiert man den Begriff ,,Strecke“ als
abgeleiteten Begriff: fiir zwei Punkte A und B auf einer Geraden besteht die Strecke AB (auch geschrieben
als BA) aus all jenen Punkten der Geraden, die zwischen A und B liegen. Die Punkte A und B heifen
Endpunkte der Strecke AB, und alle anderen Punkte der Geraden heifien ,,auBerhalb von AB gelegen®.

Mit diesem abgeleiteten Begriff wird verlangt:
II.4 (Axiom von Pasch) Es seien A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte und a eine
Gerade, die keinen der Punkte A, B, C trifft. Wenn dann die Gerade a durch einen Punkt der

Strecke AB geht, so geht sie gewif auch durch einen Punkt der Strecke AC oder durch einen Punkt
der Strecke BC.

Es 148t sich beweisen, daB dic Gerade @ nicht beide Strecken AC und BC treffen kann.

Axiomgruppe III: Axiome der Kongruenz

Fiir Paare von Strecken gibt es eine Relation , kongruent“, mit folgenden Eigenschaften:

III.1 Wenn A, B zwei Punkte auf einer Geraden a und ferner A’ ein Punkt auf derselben oder einer ande-
ren Geraden a’ ist, so kann man auf einer gegebenen Seite der Geraden a’ von A’ stets (mindestens)
einen Punkt B’ finden, sodaf die Strecke AB der Strecke A’B’ kongruent ist.
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Es wird also gefordert, daf} sich Strecken abtragen lassen. Die Eindeutigkeit der Streckenabtragung wird
nicht verlangt, sondern 148t sich beweisen.

II1.2 Wenn zwei Strecken einer dritten kongruent sind, so sind sie untereinander kongruent.

Damit ist die Kongruenzrelation also transitiv. Die Symmetrie und Reflexivitét braucht man nicht fordern,
da diese Eigenschaften bewiesen werden kénnen.

Und die Kongruenz vererbt sich beim Streckenantragen:

II1.3 Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame Punkte auf der Geraden a, und ferner A’B’
und B’C" zwei Strecken auf derselben oder einer anderen Geraden @', ebenfalls ohne gemeinsame
Punkte; wenn dann AB = A’B’ und BC' = B/(C’, so ist stets auch AC' = A’C".

Hierbei verwenden wir das Symbol = fiir die Kongruenz.

Wir brauchen einen weiteren abgeleiteten Begriff: , Halbstrahl“. Es seien A, A’, O, B vier verschiedene
Punkte einer Geraden a, sodafl O zwischen A und B, aber nicht zwischen A und A’ liegt; dann sagen wir:
die Punkte A und A’ liegen in der Geraden a auf ein und derselben ,,Seite“ von O, und die Punkte A
und B liegen auf verschiedenen Seiten von O. Die sdamtlichen auf ein und derselben Seite von O gelegenen
Punkte der Geraden A heiflen auch ,ein von O ausgehender Halbstrahl“; somit teilt jeder Punkt einer
Geraden diese in zwei Halbstrahlen.

Mit ahnlicher Definition spricht man von den beiden Seiten einer Geraden innerhalb einer ,,Ebene“.

Damit kénnen wir ,, Winkel“ als einen abgeleiteten Begriff definieren. Es seien h, k zwei verschiedene Halb-
strahlen, die von einem Punkt O starten und verschiedenen Geraden angehéren. Das System dieser beiden
Halbstrahlen nennen wir einen Winkel und bezeichnen diesen mit Z(h, k) oder Z(k,h). In naheliegender
Weise definieren wir Schreibweisen der Art ZABC' fiir Punkte A, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen.

Damit sind gestreckte oder iiberstumpfe Winkel nicht moglich, und wir unternehmen auch keinen Versuch,
die Grofle eines Winkels als eine Maflzahl zu definieren.

Der Halbstrahl h soll zur Geraden h gehoren, und der Halbstrahl k zur Geraden k. Diejenigen Punkte, die
mit h auf derselben Seite von k liegen, und die gleichzeitig mit k auf derselben Seite von & liegen, heiflen
oim Innern des Winkels Z(h, k) gelegen“, alle anderen Punkte heiflen ,aulerhalb des Winkels Z(h, k)
gelegen®.

Man kann zeigen, dafl das Winkelinnere und das Winkelduflere nichtleere Mengen sind.

Fiir Winkel gibt es eine Relation ,, Kongruenz“ mit folgender Eigenschaft:

II1.4 Es sei ein Winkel Z(h, k) und eine Gerade a’ gegeben mit einem Punkte O’ darauf, sowie eine
bestimmte Seite von a’ sei festgelegt. Es bedeute h’ einen Halbstrahl der Geraden o', der von O’
ausgeht. Dann gibt es genau einen Halbstrahl &’ ab dem Punkte O’, sodafi der Winkel Z(h, k)
kongruent zum Winkel Z(h/, k') ist und zugleich alle inneren Punkte des Winkels Z(h/, k") auf der
festgelegten Seite von a’ liegen. Jeder Winkel ist zu sich selbst kongruent.

Dieses Axiom verlangt, dafl Winkel angetragen werden kénnen, und zwar eindeutig.

Mit Hilfe des Begriffs ,,Strecke” definiert man den abgeleiteten Begriff ,, Dreieck* fiir drei Punkte, die nicht
auf einer Geraden liegen.

II1.5 Wenn fiir zwei Dreiecke A ABC und A A’B'C’ die Kongruenzen AB = A'B’, AC = A’C’ und
/BAC = /B'A’'C’ gelten, so gilt auch die Kongruenz ZABC = /A'B'C".

Dieses Axiom verkniipft die Streckenkongruenz mit der Winkelkongruenz.

Mit den bisher bereitgestellten Axiomen kann man z.B. zeigen, daf} in gleichschenkligen Dreiecken die
Basiswinkel kongruent sind, und dafl die Kongruenzsédtze SWS und WSW gelten. Hierbei ist der abge-
leitete Begriff der Dreieckskongruenz definiert als drei Kongruenzbeziehungen fiir die Strecken, und drei
Kongruenzbeziehungen fiir die Winkel.

Ein ,rechter Winkel“ ist definiert als ein Winkel, der beim Antragen an sich selbst eine Gerade ergibt.
Die Existenz von rechten Winkeln kann bewiesen werden.
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Axiomgruppe IV: Axiom der Parallelen

Zwei Geraden (in einer Ebene) werden parallel genannt, wenn sie einander nicht in genau einem Punkte
schneiden. Mit den bisherigen Axiomen 143t sich zeigen, daf} es zu einer Geraden a und einem Punkte P
(nicht auf a) mindestens eine Gerade gibt, die zu a parallel ist und durch P geht.

IV (Euklidisches Axiom) Es sei a eine beliebige Gerade und P ein Punkt aufierhalb von a. Dann gibt
es hochstens eine Gerade, die zu a parallel ist und durch P geht.

Axiomgruppe V: Axiome der Stetigkeit

V.1 (Axiom des Messens, oder Archimedisches Axiom) Sind AB und CD irgendwelche Strecken,
so gibt es eine natiirliche Zahl n derart, da§ das n—malige Hintereinander—Abtragen der Strecke C'D
von A aus auf den durch B gehenden Halbstrahl iiber den Punkt B hinwegfiihrt.

V.2 (Axiom der linearen Vollstindigkeit) Das System der Punkte auf einer Geraden mit seinen
Anordnungs— und Kongruenzbeziehungen ist keiner solchen Erweiterung fihig, bei welcher die zwi-
schen den vorigen Elementen bestehenden Beziehungen sowie auch die aus den Axiomen I-III fol-
genden Grundeigenschaften der linearen Anordnung und Kongruenz, und V.1 erhalten bleiben.

Mit V.2 ist anschaulich gemeint, dafl es auf einer Geraden keine Liicken gibt. Es soll insbesondere nicht
moglich sein, weitere Punkte zur Geraden hinzuzufiigen, sodafl die genannten Axiome immer noch gelten.

1.4 Diskussion der Axiomensysteme

Euklid unternimmt den Versuch, die Grundbegriffe (Punkt, Gerade, . ..) zu definieren.

Hilbert verzichtet auf diesen Versuch; stattdessen wird lediglich gefordert, dafi es diese (unbestimmten)
Grundbegriffe gibt.

Spétestens seit Hilbert hat es sich eingebiirgert, zu unterscheiden zwischen einer Geometrie und einem Mo-
dell dieser Geometrie. Ein Modell fiir das Hilbert—Axiomensystem 18t sich in der Sprache der analytischen
Geometrie angeben.

Die Axiomengruppen III, TV, V sind logisch voneinander unabhiingig, denn in [9] werden verschiedene
Modelle prisentiert, in denen alle Axiomengruppen gelten bis auf jeweils eine. (Es hat wenig Sinn, auf die
Axiomengruppen I oder II zu verzichten, denn dann wird es schwer, die Axiome der Gruppen III, IV, V
iiberhaupt zu formulieren).

Von besonderem Interesse ist das Parallelenaxiom. Auch bei Euklid ist dieses Postulat erheblich linger
als die anderen. Alle Versuche, dieses Postulat aus den anderen zu beweisen, waren gescheitert, sodafl der
Wunsch aufkam, Modelle fiir Geometrien zu entdecken, in denen dieses Axiom nicht gilt. Ein Modell einer
solchen nicht-euklidischen Geometrie werden wir uns in einem spéteren Kapitel ndher anschauen.

Eine Geometrie mit den Axiomengruppen I, IT, III, V heifit absolute Geometrie, und diese umfafit alle
diejenigen Sétze, die in der euklidischen Geometrie und nicht-euklidischen Geometrie gleichermafien gelten.
Dazu gehoren z.B.

e die Winkelsumme eines jeden Dreiecks ist kleiner oder gleich zwei Rechten,

e in jedem Dreieck liegt der grofieren Seite der groflere Winkel gegeniiber [11]. Hierbei heifit ein Winkel
kleiner als ein anderer, wenn er ,nach Antragen im anderen Winkel enthalten® ist (Maflzahlen fiir
Winkel haben wir nirgendwo definiert !).

Das Parallelenaxiom ist dquivalent ([11]) zu folgenden Aussagen:

e die Innenwinkelsumme eines jeden Dreiecks ist gleich zwei Rechten,
e es gibt ein Dreieck mit Innenwinkelsumme gleich zwei Rechten,

e jedes Viereck mit drei rechten Winkeln ist ein Rechteck (hat also vier rechte Winkel),
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e es gibt ein Rechteck,
e die Parallelitit von Geraden ist transitiv,

e cs gibt zwei nicht-kongruente Dreiecke mit gleichen Innenwinkeln.

1.5 Ein Modell der nicht-euklidischen Geometrie

Das KLEINsche Modell der hyperbolischen Geometrie verwendet folgende Grundbegriffe [3] und abgelei-
teten Begriffe:

h—Punkt: Ein Punkt der euklidischen Ebene heifit h-Punkt genau dann, wenn er im Inneren des Ein-
heitskreises liegt (also auch nicht auf der Einheitskreislinie).

h—Ebene: Das ist die Menge aller h-Punkte.

Randpunkt: Ein euklidischer Punkt heiffit Randpunkt, wenn er auf dem Einheitskreis liegt.
h—Gerade: Das ist eine Sehne im Einheitskreis, ohne ihre beiden Randpunkte.

Verkniipfung: Ein h-Punkt liegt auf einer h—-Geraden, wenn er es auch im euklidischen Sinne tut.

Zwischenrelation: Ein h-Punkt auf einer h-Geraden liegt zwischen zwei anderen Punkten auf dieser
h—Geraden, wenn dies auch euklidisch so ist.

h—Strecke: Wie im Euklidischen

h—Dreieck: Drei h—Punkte, die nicht auf einer h—Geraden liegen, bilden die Eckpunkte eines h—Dreiecks,
und die drei Kanten des Dreiecks sind die drei h—Strecken zwischen den drei Eckpunkten.

h—Halbstrahl: Ein h-Punkt auf einer h-Geraden zerlegt diese auf natiirliche Weise in zwei h—
Halbstrahlen.

h—Winkel: Dieser abgeleitete Begriff wird wie im Axiomensystem von Hilbert definiert.

h—Kongruenz: Zwei Teilmengen der h-Ebene heiflen h-kongruent, wenn die eine durch eine endliche
Abfolge von Polarenspiegelungen auf die andere abgebildet werden kann.

h-rechte Winkel: Ein Winkel ist ein h-rechter Winkel, wenn der eine Schenkel mit seinem Bild bei
Polarenspiegelung am anderen Schenkel eine h-Gerade ergibt.

Dieses Modell werden wir uns in einem spéteren Kapitel noch eingehender anschauen. Im Moment
begniigen wir uns mit dem Hinweis, daf3 die Polarenspiegelung eine Spiegelung innerhalb des Einheits-
kreisscheibe ist, bei der ein innerer Punkt an einer Sehne auf eine solche Weise gespiegelt wird, daf3 er
anschlieend auf der anderen Seite der Sehne landet, aber noch im Inneren des Kreises. So wird es méglich,
eine h—Strecke auf einer h-Geraden immer wieder an sich anzutragen (sodafl die h—Streckenkopien also
h—kongruent zur Ausgangsstrecke sind) und dabei die Einheitskreisscheibe nie zu verlassen. In diesem
Sinne sind die h-Geraden also unendlich lang, wenn man sie in der Metrik der hyperbolischen Geometrie
mift.

Das Parallelenaxiom gilt offenkundig nicht, denn zu einem h-Punkt auflerhalb einer h-Geraden gibt es
unendlich viele h—Geraden, die durch den genannten h-Punkt gehen und parallel zur genannten h-Geraden
sind.

Aus einem Grund, der am Ende der Vorlesung klar werden wird, bezieht Buchmann [3] den vorangesetzten
Buchstaben h nicht auf hyperbolisch, sondern auf heteroptera (Wanzen).

Ubungsaufgabe 1.1. Gegeben sei folgendes Modell einer Geometrie: Punkte sind die 4 Warter AMT,
DOM, ORT, RAD. Geraden sind die 6 Buchstaben A, D, M, O, R, T. Ein Punkt ist mit einer Geraden
verkniipft, wenn der entsprechende Geradenbuchstabe im Punktwort enthalten ist.

1. Man zeige, daf$ die Axziome der Gruppe I erfillt sind.

2. Man finde einen Schnittbegriff fiir Geraden, sodafl auch das Parallelenaziom IV erfillt ist.



22 KAPITEL 1. EUKLID, HILBERT, KONSTRUKTIONEN

1.6 Konstruktionen

Die Elemente des Euklid waren bis in das neunzehnte Jahrhundert hinein das Standardwerk, nach dem
die Geometrie in den héheren Schulen unterrichtet wurde. Auf die griechische Schule geht der Begriff der
geometrischen Konstruktion zuriick, den wir uns nidher anschauen wollen. Unser Beispiel soll sein:

Beispiel: In der Ebene seien zwei Kreise gegeben. Man konstruiere mit Zirkel und Lineal alle Geraden,
die Tangenten an jeden der beiden Kreise sind.

Die Formulierung konstruiere mit Zirkel und Lineal besitzt eine prézise festgelegte Bedeutung. Es sind
nédmlich genau folgende Handlungen zuléssig:

e die Skaleneinteilung des Lineals darf niemals verwendet werden;
e das Lineal darf verwendet werden, um zwei gegebene Punkte zu einer Geraden zu ergénzen;

e der Schnittpunkt zweier Geraden darf ermittelt werden (analog die Schnittpunkte zwischen Gerade
und Kreis, sowie die Schnittpunkte zweier Kreise);

e wenn zwei Punkte gegeben sind, dann darf man einen Kreis zeichnen, der den einen Punkt als
Mittelpunkt hat und der durch den anderen Punkt geht;

e auflerdem darf man auf jeder Geraden einen Punkt beliebig wihlen, und auf jedem Kreis ebenfalls.

Alle anderen Arbeitsschritte sind vielleicht wiinschenswert, aber eben nicht erlaubt. Der vorletzte Punkt
ist insbesondere so zu verstehen, daf} ein Zirkel aufhort zu existieren, wenn man die im Kreismittelpunkt
steckende Nadel aus dem Papier herauszieht. Es ist also nicht moéglich, eine Streckenléinge ,,in die Zirkel-
spanne zu nehmen und durch die Luft zu transportieren, um sie woanders anzutragen®. Dieses Konzept
eines kollabierenden Zirkels klingt nach einer boshaften Einschrinkung, ist aber letztlich keine, denn schon
im zweiten Satz des ersten Buchs zeigt Euklid, dafl man letztlich doch Strecken antragen kann.

Warum betreiben Menschen diese Form der Geometrie ?

Es geht offensichtlich nicht um Anwendungen, denn fiir echte Anwendungsfragen wiirde man ja die Be-
nutzung der Skaleneinteilung erlauben und den Winkelmesser gleich dazu.

Es geht ausschliefflich um das Einiiben des prizisen Denkens, unter Beachtung strenger Maflstéibe der
Logik und Wissenschaft. Was ist Wissenschaft 7

Wissenschaft ist die (systematische) Suche nach der Wahrheit und Erkenntnis. Es ergibt sich also von
selbst, dafl man bei der Wahrheitssuche niemanden beliigen darf: die Leserschaft nicht, die Kinder in der
Schule nicht, sich selbst auch nicht.

Wir haben also zwei Kreise gegeben und fragen nach deren gemeinsamen Tangenten. Wieviele solche
Tangenten gibt es 7 Gibt es iiberhaupt gemeinsame Tangenten ? Wie finden wir sie (wenn es sie gibt) ?
Wie koénnen wir sicher sein, dafl wir auch alle Tangenten gefunden haben und keine iibersehen wurde ?

Die einzige ehrliche Antwort lautet, dal wir es noch nicht wissen. Unser Wissensstand ist: da sind zwei
Kreise vorgegeben in derselben Ebene. In dieser Ebene gibt es unendlich viele Geraden, und prinzipiell
konnte eine jede davon eine gemeinsame Tangente beider Kreise sein.

Unendlich viele Geraden lassen sich offenkundig schwer handhaben. Die Strategie und das Konstruktions-
schema nach Euklid besteht in folgendem:

e Wenn eine Gerade eine gemeinsame Tangente ist, dann erfiillt sie gewisse geometrische Bedingungen,
aus denen wir auf logisch korrekte Weise Schlufifolgerungen ziehen;

e auf diese Weise engen wir die Menge der kandidierenden Geraden solange ein, bis nur noch ganz
wenige Geraden als Tangentenkandidatinnen iibrig sind (dieser Schritt heiit Analyse des Problems);

e fiir diese Geraden geben wir Konstruktionsbeschreibungen an (zweiter Schritt des Schemas);

e im dritten Schritt beweisen wir, daf} alle derart konstruierten Geraden wirklich gemeinsame Tan-
genten sind;

e und im vierten Schritt (genannt Determination) untersuchen wir Durchfiihrbarkeit der Konstrukti-
on, Existenz und Eindeutigkeit der Losungen.
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Man beachte, dafi der dritte Schritt fiir die logische Korrektheit zwingend erforderlich ist. Die ersten
beiden Schritte (Analyse und Konstruktionsbeschreibung) sind folgende logische Aussage:

Wenn eine Gerade eine gemeinsame Tangente beider Kreise ist, dann erfiillt sie folgende Lagebeziechungen
(...), und sie kann wie folgt konstruiert werden: (...).

Aus dieser Wenn-Dann—Aussage kann man nicht schlieen, daf3 die Gerade eine gemeinsame Tangente
beider Kreise ist.

Das sollten wir uns genauer anschauen: seien A und B Aussagen. Wir nehmen jetzt an, dafl die Aussage
»Wenn A, dann B“ wahr ist. Dann 148t sich nicht schlieffen, dal A wahr ist. Es 148t sich auch nicht
schlieflen, dafl B wahr ist. Ein Beispiel: die Aussage

Wenn die Einhorner dieser Welt Wasser trinken, dann gibt es auf dieser Welt Wasser.

ist offenkundig wahr, denn wenn der Teil vor dem Komma wahr ist, dann wird die Existenz von Wasser ja
vorausgesetzt. Aber aus dieser (wahren !) kombinierten Aussage kann man eben nicht schluifolgern, dafl
es auf dieser Welt Einhorner gibt.

Ein eher mathematisches Beispiel fiir dieses Logikprinzip:
Wenn das Viereck ABCD ein Quadrat ist, dann sind alle seine Kanten gleichlang.

Diese kombinierte Aussage ist wahr (denn wir konnen sie beweisen), aber aus der Wahrheit dieser kombi-
nierten Aussage kann man nicht schliefen, dafl jedes Viereck, das wir ABCD taufen, ein Quadrat wire.

Eine andere Sichtweise auf diesen Sachverhalt ist: wir sollen alle gemeinsamen Tangenten finden und
konstruieren. Das heif3t:

e wir sollen nicht zu wenige Geraden finden (Schritt 1 und 2);
e wir sollen nicht zu viele Geraden finden (Schritt 3);

e das genaue Zihlen der Losungen geschieht in Schritt 4.
Das tatséichliche Arbeiten orientiert sich dann an folgenden methodischen Prinzipien:

e jedes neue geometrische Objekt bekommt einen Namen, unter dem es in Zukunft immer angespro-
chen wird;

e von jedem neu eingefiihrten geometrischen Objekt betrachten wir die Eigenschaften, und wir wenden
naheliegende bekannte Sétze an;

e wir arbeiten eng mit den Definitionen (weil diese uns Halt geben);
e wir schreiben alles sorgsam auf (was das erfolgreiche Arbeiten iiberhaupt erst ermoglicht);
e gelegentlich brauchen wir eine Idee, fiir die es kein Rezept gibt;

e der Rest ergibt sich durch fleiliges Uben.

Zu den Definitionen: eine Tangente an einen Kreis ist definiert als eine Gerade, die mit diesem Kreis genau
einen Punkt gemeinsam hat. Ein Kreis w mit Mittelpunkt M und Radius R ist die Menge von Punkten
der Ebene, die von M den (nichtnegativen) Abstand R haben.

Schritt 1: Analyse des Problems

Gegeben sind zwei Kreise w; und wo mit Radien Ry, Rs und Mittelpunkten M7, Ms. Wir konnen Ry > Ro
voraussetzen (ansonsten taufen wir um iiber Kreuz). Wir setzen weiterhin Re > 0 voraus (und iiberlassen
den Fall Ry = 0 den Leserinnen und Lesern, weil er viel einfacher ist).

Angenommen, eine Gerade t sei eine gemeinsame Tangente von wy und wy. Dann hat (definitionsgeméf !)
t mit wy genau einen Punkt gemeinsam, den wir P; taufen. Analog taufen wir den eindeutig bestimmten
gemeinsamen Punkt von ¢ und wy auf den Namen P». Es ist dann (wegen der Kreis-Definition)

|PyM;| = Ry > Ry = | P2 M.
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Wegen R; > 0 ist P; # M;, also bestimmen die Punkte P; und M; genau eine Gerade, die gemifl
Lemma 4.10 (Teil 1) senkrecht auf ¢ steht. Es folgt Py My || Py Mo.

Wir fillen das Lot' von M, auf die Gerade Py M;, und den Lotfupunkt taufen wir Q. Es entsteht ein
Viereck P11 MsP», von dem geméf seiner Konstruktion drei Innenwinkel rechte Winkel sind. Also ist
P1Q1 M5 P> ein Rechteck. Nach Definition des Lotfuflpunkts Q1 ist M@ 1L M71Q1.

Aus der Umkehrung des Thalessatzes folgt jetzt, daBl @)1 auf dem Thaleskreis {iber dem Durchmesser
My M liegt. Diesen Thaleskreis taufen wir wp. Jetzt unterscheiden wir, in welcher Reihenfolge Py, My,
@1 auf der Geraden P M, liegen. Weil bei jedem Rechteck die gegeniiberliegenden Seiten gleichlang sind,
ist |Q1P1| = |M2Ps| = Ro. Wegen M1 Pi| = Ry > Re kann M; nicht zwischen P; und @1 liegen.

Fall 1: es liegen M; und M, auf der gleichen Seite von ¢: Dann folgt |[M1Q1| = R1 — Ra, und es
liegt also 1 auf dem Kreis um M; mit Radius Ry — Rp. Diesen Kreis taufen wir w; . Damit wird
(21 bestimmt als Schnittpunkt der beiden Kreise wr und wi —. Die gesuchte Tangente ¢ = PP
entsteht als Parallelverschiebung der Rechteckskantengeraden M»()1 senkrecht zu sich selbst, mit
der Verschiebungsweite Ro, weg vom Punkt M.

Fall 2: es liegen M; und M, auf verschiedenen Seiten von ¢: Dann folgt |M1Q1| = R1 + Re, und
es liegt also @1 auf dem Kreis um M; mit Radius Ry + R>. Diesen Kreis taufen wir w; 4. Damit
wird @1 bestimmt als Schnittpunkt der beiden Kreise wy und wy 4. Die gesuchte Tangente t = Py P»
entsteht als Parallelverschiebung der Rechteckskantengeraden M>()1 senkrecht zu sich selbst, mit
der Verschiebungsweite Rs, hin zum Punkt M;.

Schritt 2: Konstruktionsbeschreibung:

Fall A: sei M; = Ms und R; = Ry: wihle P auf w; beliebig, konstruiere die Senkrechte zu M; P durch
P, taufe sie t.

Fall B: sei M; = M> und R; > Ry: (keine Konstruktion angegeben)

Fall C: sei My # M5 und Ry > Rs:

. halbiere die Strecke M;Ms und erhalte den Punkt A;

. ziehe einen Kreis wr um A mit Radius M A;

1
2
3. ziehe einen Kreis wy,— um M; mit Radius Ry — Ro;
4. bestimme die Schnittpunkte {Q1, —, Q7 _} = wi,— Nwr;
5

. definiere Geraden g_ := M>Q1,— und g’ := M@} _ (wenn My = Q; — sein sollte, dann setzen
wir g_ als Senkrechte zu M; My durch M, analog ¢’ );

6. verschiebe g_ senkrecht zu g_ um die Verschiebungsweite Ro weg von M. Dabei wird die
Strecke M>Q)q,— auf die Strecke P» _P; _ abgebildet. Taufe t_ := P, _P; _. Analog t’ ;

7. ziehe einen Kreis wy + um M; mit Radius Ry + Ra;
8. bestimme die Schnittpunkte {Q1 4, Q] ; } := w1+ Nwr;

9. definiere Geraden g, := MQ1,4 und ¢/, := MQQ’LJr (wenn My = Q1 + sein sollte, dann setzen
wir g4 als Senkrechte zu M; My durch Ms, analog gﬁr);

10. verschiebe gt senkrecht zu g4 um die Verschiebungsweite Ro hin zu M;. Dabei wird die Strecke
M@ 4 auf die Strecke P, P | abgebildet. Taufe t| := P, Py ;. Analog t/,.

Schritt 3: Satz: Jede im Schritt 2 konstruierte Gerade ¢ bzw. ¢4, ¢/, ist tatséichlich eine gemeinsame
Tangente der Kreise wy und wo.

Beweis. Fall A: esist t 1 M;P = MsP nach Konstruktion, und es ist P € w; = wo nach Wahl von P.
Nach Lemma 4.10 (Teil 2) ist dann ¢ eine Tangente von wy und ws.

ldas ist die Idee, fiir die es kein Rezept gibt !
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Fall C: Es geht g_ konstruktionsgemifl durch Ms. Es ist ¢t_ das Bild von g_ unter der senkrechten
Parallelverschiebung um die Verschiebungsweite Ry. Also ist ¢t_ Tangente an ws.

Weiterhin ist g— = M>Q1,— L M;Qq,— wegen des Thalessatzes am Kreis wr. Die Verschiebungs-
richtung ist M1Q1,—, und @1,— hat das Bild P, _. Also sind die drei Punkt M;, @1,—, P1,— kollinear
mit Q1 — zwischen M; und P, _. Dann ist g— L My Py _, also auch t_ 1 M{P; _ wegen g_ || t_.
Weiterhin ist |M1P17,| = |M1Q17,| + |Q11,P11,| = (Rl — RQ) +R2 = Rl, also ist PL, € wi. Wegen
Lemma 4.10 (Teil 2) ist dann ¢_ eine Tangente an wy.

Die restlichen Geraden ¢’ ¢, t/, werden analog diskutiert.

Schritt 4: Determination:

Fall A: es gibt unendlich viele gemeinsame Tangenten;
Fall B: es gibt keine gemeinsamen Tangenten;

Fall C: die Kreise w4 und wy,— haben definitionsgeméf den Mittelpunkt M. Der Kreis wr hat defini-
tionsgemif den Mittelpunkt A. Weil A der Mittelpunkt der Strecke M; My ist, und weil My # Mo
vorausgesetzt wurde, ist A # M. Also haben die Kreise wy, — und wr zwei verschiedene Mittelpunkte
und somit hochstens zwei verschiedene Schnittpunkte.

Es entstehen folgende fiinf Unterfille fiir die Méchtigkeit der Menge {Q1,—, Q] _} U{Q1 4+, Q1 1 }:

Fall a: §({Q1,—,Q1 _}U{Q1,+,Q1 }) =0: es gibt keine gemeinsame Tangente;

Fall 3: §({Q1,—, Q7 _} U{Q1,+,Q7 +}) = 1: es gibt genau eine gemeinsame Tangente;
Fall v: §({Q1,-, Q1 _} U{Q1,+, Q1 1 }) =2

Fall 6: §({Q1,-, Q) _}U{Q1,+,Q1 +}) = 3: es gibt genau drei gemeinsame Tangenten;
Fall &: §({Q1,-, Q1 }U{Q14, Q" }) =4

Diese fiinf Unterfille treten auf in folgenden Situationen:

: es gibt genau zwei gemeinsame Tangenten;

: es gibt genau vier gemeinsame Tangenten.

Fall a: Ry — Ry > | M1 Ms)|.
Fall 3: Ry — Ry = |My M.
Fall v: Ry — Ry < |MiMs| < Ry + Ra.
Fall v: R, — Ry < |MyMs| = Ry + Ro.
Fall e: Ry + Ry < |M;1Ms|.

Damit ist die Aufgabe (fast) vollstandig gelost.

Ubungsaufgabe 1.2. Man zeige logisch prizise, warum es im Fall B keine gemeinsamen Tangenten
geben kann. (Eine Argumentation nach dem Motto ,Sieht man doch anhand folgender Skizze® wiirde das
Lernziel verfehlen. Auferdem darf eine geometrische Argumentation sich nicht auf einer Skizze abstiitzen.)

Eines der fortgeschrittenen Konstruktionsprobleme der griechischen Antike war das Beriihrungsproblem
des APPOLONIUS: gegeben sind drei verschiedene Kreise in der Ebene, und dann sollen alle diejenigen
Kreise konstruiert werden (mit Zirkel und Lineal), die jeden der drei gegebenen Kreise in genau einem
Punkt beriihren. Das Ausarbeiten des hier vorgefiihrten vierstufigen Konstruktionsschemas dauert dann
vermutlich mehrere Wochen; und wir werden es in Abschnitt 4.9 mit einigen wenigen Ideen bewenden
lassen.
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Kapitel 2

Klassifikation der Bewegungen in der
Ebene und im Raum

2.1 Vorbemerkungen

Definition 2.1. Es ist F eine Bewegung im R™ genau dann, wenn F eine bijektive Abbildung des R™ auf
sich ist, die streckenldangentreu ist (kurz: lingentreu) und geradentreu (also Geraden bijektiv auf Geraden
abbildet).

Unser Ziel ist es, alle Bewegungen im R? und R3 zu finden.

Lemma 2.2. Die Menge aller Bewegungen im R™, ausgestattet mit o als der Nacheinanderausfiihrung
(Komposition), ist eine Gruppe.

Beweis. Ubungsaufgabe. |

Lemma 2.3. Jede Bewegung & im R™ ist teilverhiltnistreu, das bedeutet: seien A, B, C' drei Punkte auf
einer Geraden, wobei C' zwischen A und B liegt. Dann gilt fiir die Bildpunkte A’ := F(A), B' := F(B),
C':=F(C), daf C" auf der Geraden A’'B’ zwischen A" und B’ liegt, und es teilt C' die Strecke A'B’ im
gleichen Verhdiltnis, wie C die Strecke AB teilt:

IC"A'|  |B'C'| = |CA| : |BCY.

Beweis. Wir haben, aus der Langentreue von F, daf§ |C"A’| = |CA|, |B’A’| = |BA]|, sowie |B'C’'| = |BC.
Damit bleibt nur noch zu zeigen, dafl C” zwischen A’ und B’ liegt. Das folgt aber aus der Dreiecksunglei-
chung: Es ist A’B’ = A’C" + C'B’ und damit auch

A'B| < |A'C| + |C"B|. (2.1)

Andererseits wissen wir aber, dafl |ﬁ| = |/@| + |@|, denn C liegt zwischen A und B. Also mu$ in (2.1)
das Gleichheitszeichen gelten, und das ist nur moglich, wenn C’ zwischen A’ und B’ liegt. O

Wenn C' in der Mitte von A und B liegt, ist das Teilverhéltnis also Eins.
Satz 2.4. Jede Bewegung A im R™ mit A(0) = 0 ist eine lineare Abbildung des Vektorraums R™ auf sich.
Beweis. Es ist zu zeigen:

o A(Au) = M(u) fiir alle A € R und alle u € R™,

o A(u+v) = A(u) + A(v) fiir alle u,v € R™.

27
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Sei v € R™ und A € R. Dann sind 0, u und Au auf einer Geraden. Also sind auch A(0), A(u) und A(\u)
auf einer Geraden.

Wenn nun A > 1 ist, dann liegt u zwischen 0 und Au, also liegt (wegen der Teilverhéltnistreue) auch A(u)
zwischen A(0) und A(Au). Weiterhin teilt v die Strecke von 0 zu Au im Verhéltnis 1 : (A — 1), also teilt
A(u) die Strecke von 0 = A(0) zu A(Au) auch im Verhéltnis 1 : (A —1), also A(Au) = AA(u), fiir beliebige
uw € R™ und A > 1.

Die weiteren Félle 0 < A <1, =1 < XA <0 und A < —1 lassen sich analog behandeln.

Als néchstes zeigen wir, daB A(u + v) = A(u) + A(v) fiir alle u,v € R™ gilt. Wir betrachten dazu das
Dreieck mit den Eckpunkten 0, u, v.

Nach dem ersten Beweisteil ist

A(u+v)A<2-u;rv> 2.A<“+”>.

2

Nun liegen u, v und i (u + v) auf einer Geraden, also liegen auch A(u), A(v) und A(%(u + v)) auf einer

Geraden. Genauer: %(u + v) liegt in der Mitte der Strecke von u nach v, also liegt A(2(u + v)) in der
Mitte der Strecke von A(u) nach A(v).

Es ist also
u—+v 1 1
was den Beweis der Additivitat von A vollendet. O

Satz 2.5. Jede Bewegung A im R™ mit A(0) = 0 wird erzeugt von genau einer orthogonalen Matriz C':
A(z) = Cz fir allez € R", und CTC = 1.

Beweis. Jede lineare Abbildung im R™ wird von genau einer n x n—Matrix erzeugt. Also existiert genau
ein C' € R™*™ mit A(u) = Cu fiir alle u € R™.

Fiir beliebige u,v € R™ haben wir dann, wegen der Léngentreue,

1 2 2 2\ _ 1 2 2 2\ _
5 (lutol® = Jull® = 0)*) = 5 (IC@+v)|* = [Cul® = [[Colf*) = (Cu, Cv)
:<CTCu,v>.

(u, v)

Also haben wir gezeigt, daf} fiir jegliche u,v € R™ die Identitéit
(ITu,v) = (C" Cu,v)
gilt. Dann muB I = C'"C sein (Ubungsaufgabe). Also ist C' tatsichlich orthogonal. O
Theorem 2.6. Jede Bewegung F im R™ hat die Form
F(x) =Cx +b,
mit C € R™*", CTC =1 und b e R™.
Dabei sind C' und b eindeutig durch F bestimmit.

Jede Abbildung dieser Form ist eine Bewegung.

Beweis. Der Beweis der dritten Behauptung ist als Ubungsaufgabe zu verstehen.
Insbesondere ist demzufolge jede Verschiebung x — = + b eine Bewegung.
Nimm b = —F(0). Dann ist auch

x = Ax) := F(x) — F(0)
eine Bewegung, denn die Bewegungen bilden (mit o = Komposition) eine Gruppe.

Wegen A(0) = 0 existiert dann genau ein orthogonales C' mit A(x) = Cz. Wir haben also F(z) =
A(xz) + F(0) = Cx + F(0), was die gewiinschte Form hat.

Die Matrix C' und der Vektor b sind eindeutig durch F bestimmt, denn sei Cx +b = C’'xz + ' fiir jedes
x € R™. Wir testen diese Identitit mit x = 0 und erhalten b = b'. Also Cz = O’z fiir jedes x € R™, und
demnach C = C". O
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Bemerkung 2.7. Es ist 1 = det(I) = det(CTC) = det(C ") det(C), und auch det(C'") = det(C), also
detC € {+1,-1}.

Wenn det C' = —1, dann dndert F die Orientierung des R™, und wenn det C' = 41, dann bewahrt F die
Orientierung des R™. In diesen beiden Fdllen reden wir von eigentlichen bzw. uneigentlichen Bewegungen.

Wir erinnern daran, daf$ die Determinante einer Matrixz gleich dem orientierten Volumen des von den
Spalten dieser Matrixz aufgespannten n—dimensionalen Spats ist.

2.2 Der Fall n =2

Esist CTC =1, also C~' =CT, und

C = C11 C12 7 0—1: 1 C22 —C12 _
C21 C22 det C' \ —co1 C11

Wenn nun det C' = +1, dann ist ca2 = ¢17 und ¢12 = —co1, und es hat C' also die Form
C = (Cl 02) (2.2)
C9 C1
Wenn andererseits det C' = —1, dann ist coo = —c11 und c¢12 = ¢a1, also hat C die Gestalt

In beiden Fillen ist ¢ + ¢3 = 1, wegen | det C| = 1.

Weiterhin hat F die Form F(z) = Cx 4 b, mit einem der beiden eben genannten C'.

Nun ist # € R? ein Fixpunkt von F genau dann wenn (C — I)x = —b. Um das Losbarkeitsverhalten dieses
Gleichungssystems zu untersuchen, unterscheiden wir drei Félle.

Fall 1: rang(C — 1) =0

Das passiert genau fiir C' = I. Offensichtlich ist dann A = 1 ein Eigenwert von C der Vielfachheit
2 (fiir orthogonale Matrizen stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit von Eigenwerten
iiberein).

Fall 1a: rang(C — I,b) =0
Das ist dquivalent zu b = 0, also ist F die identische Abbildung.
Fall 1b: rang(C — I,b) =1
Das ist dquivalent zu b # 0, also hat F keinen Fixpunkt, und es ist F eine Verschiebung.
Fall 2: rang(C' — 1) =1
Dann ist A =1 ein Eigenwert von C' der Vielfachheit 1.
Fall 2a: rang(C' — I,b) =1
Dann hat F als Fixpunktmenge eine Gerade.
Fall 2b: rang(C — I,b) =2
Dann hat F keinen Fixpunkt.
Fall 3: rang(C —T) =2
Dann ist zwangsliufig auch rang(C' — I,b) = 2, und F hat genau einen Fixpunkt.

Zu Fall 1 ist nichts weiter zu erzdhlen, und jetzt wenden wir uns Fall 2 im Einzelnen zu.
Lemma 2.8. Fiir Bewegungen F der Form F(z) = Cz + b im R? sind dquivalent:

1. rang(C' —1) =1,

2. detC' = —1,

3. C hat die Figenwerte +1 und —1.
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Beweis.

1. = 2.
Angenommen, es wire det C' = +1. Dann hat C die Gestalt (2.2), und es ist (wegen rang(C' —1I) < 2)

—C9

o - o 01—1
0 = det(C I)det< e o1

) = -1 +cE=c+cE—2c+1

=2 261,
also ¢; = 1, und dann ist co = 0 wegen ¢? + ¢ = 1. Also ist C' = I, und folglich rang(C' — I) = 0,
im Widerspruch zur Annahme rang(C' —I) = 1.

Damit muf} dann det C = —1 sein.

2. = 3.

Die Eigenwerte von C sollen A\; und A heiflen. Es ist —1 = det C' = A\ Ao. Weil die Matrix C
orthogonal ist, sind die A\; komplexe Zahlen mit Betrag gleich eins.

Wenn \; ¢ R wiire, dann wiire \; ebenfalls eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms, denn
dessen Koeffizienten sind reell. Weil C' insgesamt nicht mehr als 2 Eigenwerte haben kann, mufl dann
A2 = A1 sein, und es folgt A A2 = |A\;|? = 1, im Widerspruch zu —1 = A\ \s.

Also ist es unmoglich, dafi Ay € R. Aus A; € Rund || = 1 folgt dann A\; € {—1,1}. Und A\j Ay = —1
bringt uns schlieflich {\1, A2} = {—1,1}.

3. = 1.
Es ist A =1 ein Eigenwert, also folgt det(C' — I) = det(C —1-1) = 0, also ist rang(C' — I) < 1.

Wenn nun rang(C' — I) = 0 wire, dann wére C' — I die Nullmatrix, also C' = I, also hitte C' den
doppelten Eigenwert 41; es soll aber C' auch den Eigenwert —1 haben. Also kann rang(C' —I) =0
nicht sein.

Damit ist der Beweis des Lemmas vollendet. O
Fiir den Fall 2 ergeben sich damit einige Folgerungen und geometrische Interpretationen:

e Die Matrix C' besitzt ein Paar von orthogonalen Eigenvektoren (denn fiir jede orthogonale Matrix
stehen Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht aufeinander).

e Beziiglich dieser Eigenvektoren (normiert auf Lénge 1) hat die Abbildungsmatrix C' die Gestalt

10
= %)

also haben wir dann auch

F(z) = ((1) 01) z+ (z;) :

und nach einer Verschiebung des Ursprungs gemifl o) := x1, af := 2o — %bg wird dann die Abbil-
dungsgleichung zu

F'(a') = ((1) 01) z' + (bol) :

e Wenn nun b; = 0, dann ist F’ eine Spiegelung an der zj—Achse, und diese Achse ist eine Fixpunkt-
gerade.

e Wenn andererseits by # 0, dann ist F die Komposition einer Spiegelung an der zj—Achse und einer
Verschiebung entlang dieser Achse um die Lénge b;. Eine solche Abbildung heifit Schubspiegelung
und hat keine Fixpunkte.
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Es folgt die Diskussion von Fall 3.

Lemma 2.9. Fiir Bewegungen F der Form F(z) = Cz + b im R? sind dquivalent:

1. rang(C' — 1) =2,

2. detC =1 und c; # 1.
Beweis.

1. = 2.
Es ist rang(C — I) = 2, also rang(C — I) # 1, und auf Grund von Lemma 2.8 ist dann det C' # —1,
also det C' = 1, und somit hat C' die Form (2.2). Wir haben auch ¢? + ¢3 = 1. Wenn ¢; = 1 wiire,
dann folgte daraus ¢; = 0, also C' = I, und dann auch rang(C — I') = 0. Also kann ¢; = 1 nicht sein.
2. —= 1.

Es ist det C = 1, also det C' # —1, also auf Grund von Lemma 2.8 auch rang(C — I) # 1. Wenn nun
rang(C' — I) = 0 wiire, dann folgte C' = I, also ¢; = 1, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also
bleibt nur rang(C' — I') = 2 als einzige Moglichkeit tibrig.

Damit ist der Beweis vollendet. |

Wir kommen zu Folgerungen und zu geometrischen Interpretationen von Fall 3.

e Seien e; und ey die kanonischen Basisvektoren des R?, und wir setzen é; := Cey, é := Cey. Dann
haben wir

<€1,él> = <€1,C€1> =c <1,

und analog (€3, é2) = ¢ < 1. Wegen ¢} + ¢3 = 1 finden wir eine Zahl a € (0, 27) mit ¢; = cosa und
co = sina. Dieses « ist eindeutig durch ¢; und ¢ bestimmt, und « ist gleich dem Winkel zwischen
e; und €;. Ein solches o wird ,,Drehwinkel” genannt.

o Fiir jedes u € R? ist der Winkel zwischen u und Cu gleich .

—
e Das gilt insbesondere fiir jeden Vektor u = Py Py, wobei Py der eindeutig bestimmte Fixpunkt von
F ist. Diese Bewegung JF ist dann eine Drehung um den Winkel der Grofie o um die ,,Achse® P.

2.3 Der Fall n =3

Wir haben CTC = I und C € R3*3. Das charakteristische Polynom A ~ det(C — AI) ist ein Polynom mit
reellen Koeffizienten und Grad drei, also hat dieses Polynom eine reelle Nullstelle A;. Weil C' orthogonal
ist, gilt [A1| = 1, und somit A\; € {—1,+1}.

Sei Cup = Ajup mit ||uq|| = 1. Wir ergénzen u; zu einer ONB des R? durch Vektoren us und ug. Beziiglich
dieser Basis hat dann J die Darstellung

+1 0 0 b1
Fx)=1| 0 mi miz | x+ | b2 |,
0 mai ma2 bs

mit einer Matrix

M= (mu m12) c szz, M™M= Is.

ma1 m22

Jeder Eigenvektor (aus dem R?) der Matrix M wird zu einem Eigenvektor (aus dem R?) von C, wenn
man an der ersten Stelle eine Null anfiigt.
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Die Suche nach Fixpunkten von JF fithrt uns auf das iibliche Gleichungssystem (C' — I')x = —b, fiir dessen
Diskussion wir wieder Félle unterscheiden.

Fall 1: rang(C — 1) =0

Das passiert genau fiir C' = 1.

Fall 1a: rang(C — I,b) =0
Das ist dquivalent zu b = 0, und dann ist F die identische Abbildung.
Fall 1b: rang(C — I,b) =1

Das ist dquivalent zu b # 0, und dann ist F eine Verschiebung (ohne Fixpunkte).

Fall 2: rang(C — 1) =1
Dann ist A = 1 ein Eigenwert von C' mit der Vielfachheit zwei.
Fall 2a: rang(C — I,b) =1
Die Abbildung F besitzt eine ganze Ebene von Fixpunkten.
Fall 2b: rang(C — I,b) =2
Die Abbildung JF besitzt keinen Fixpunkt.
Fall 3: rang(C —I) =2

Dann ist A = 1 ein Eigenwert von C' mit der Vielfachheit eins.

Fall 3a: rang(C — I,b) =2

Die Abbildung F besitzt eine Gerade von Fixpunkten.
Fall 3b: rang(C' — 1,b) =3

Die Abbildung F hat keinen Fixpunkt.

Fall 4: rang(C —I) =3

Dann ist A = 1 kein Eigenwert von C, und F hat genau einen Fixpunkt.

Wir beginnen die Diskussion mit Fall 2.

Das Produkt der Eigenwerte ist gleich der Determinante. Die Matrix C' hat A = 1 als doppelten Eigenwert,
und det C' = +1, sodafl der dritte Eigenwert gleich —1 sein muf. Damit hat beziiglich einer geeigneten
Basis C' die Form

1 0 0
c=10 1 0],
0o o0 -1

und wir bekommen demnach (in diesen neuen Koordinaten)

1 0 0 by
Fa)=1|0 1 0 x4+ (b2
0 0 -1 bs

Wir verschieben den Ursprung um den Vektor (0,0,b3/2) ", und nach dieser Verschiebung x + 2’ lautet
die Bewegungsgleichung also

1 0 0 by
F')y=10 1 0 |z+ (b
0 0 -1 0

Wenn nun b; = by = 0, dann bewirkt F eine Spiegelung an der Ebene 11/3 =0.

Wenn andererseits (b1, b2) # (0,0), dann ist F eine Schubspiegelung parallel zur Spiegelebene a% = 0.
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Es folgt die Diskussion von Fall 3.

Jetzt ist A = 1 ein einfacher Eigenwert von C. Damit ist also

0 0 0
C-I=1{0 myp — 1 mi2
0 ma1 m2271

Wegen rang(C — I) = 2 hat also M — I vollen Rang, also det(M — I5) # 0, also ist 1 kein Eigenwert von
M. Weiterhin ist M "M = I. Wir wenden Lemma 2.9 fiir die Matrix M (anstatt C) an und erhalten,
dafl det M = +1 und my; < 1. Wie in der entsprechenden Diskussion fiir n = 2 kommen wir zu

_ (C?SQ —sina) , o€ (0,27).

sin «v cos o
Dann erzeugt M eine Drehung im R? um einen Punkt. Wenn wir diesen (erginzt um die Zahl 0 als erster
Komponente) als Ursprung des Koordinatensystems nehmen, dann bekommt F die Gestalt

1 0 0 by
Fa)=1|0 cos o —sina |xz+ [ 0
0 sin o Cos & 0

Wenn b; = 0, dann ist F eine Drehung um die Achse x5 = x3 = 0.

Wenn b; # 0, dann ist F zusammengesetzt aus einer Drehung um die Achse z2 = x3 = 0 und einer
Verschiebung parallel zur der Achse x5 = x3 = 0 um die Lange b;. Man spricht von einer Schraubung.

Es verbleibt die Diskussion von Fall 4.

Jetzt ist A = 1 kein Eigenwert von C. Also mufl A = —1 ein Eigenwert sein, denn es mufl wenigstens einen
reellen Eigenwert fiir die Matrix C' geben. Damit haben wir also

-1 0 0
C = 0 mi1 mia |, M e R2X2, MTM =1I5.
0 ma1 Moo

Wenn det M = —1 wiire, dann hiitte (wegen Lemma 2.8) M die Eigenwerte +1 und —1, also wiire M —1-1
singulér, und demnach +1 ein Eigenwert von C, was ein Widerspruch ist. Also mufl det M = 41 sein,
und +1 kann kein Eigenwert von M sein. Also ist 0 # det(M —1-I5) = det(M — I3), und mit Lemma 2.9
folgt dann my; < 1, und auf dem mittlerweile bekannten Wege entsteht dann

__ [cosa —sin o
~ \sina cos o

) , a € (0,2m).

Weiterhin haben wir, wie immer, F(z) = Cx + b.

Sei (c2,c3) der Mittelpunkt der von M und (b2,b3)" beschriebenen Drehung im R2. Wir wiihlen dann
(%bl, c2,c3) " als Ursprung unseres Koordinatensystems, und nach dieser Verschiebung wird die Abbil-
dungsgleichung zu

-1 0 0
F@)y=1[0 cos —sina | .
0 sin «v cos

Demnach beschreibt F eine Drehung um die Gerade 2z = x4 = 0, komponiert mit einer Spiegelung an
der Ebene zy = 0. Diese Abbildung nennt man Drehspiegelung. Thr einziger Fixpunkt ist der Schnittpunkt
der Drehachse mit der Spiegelungsebene.

2.4 Weiterfiihrende Aspekte 3%

Satz 2.10. Jede Bewegung der Ebene kann als Nacheinanderausfithrung von maximal drei Geradenspie-
gelungen dargestellt werden.
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Beweis. Wir geben die bendtigten Geradenspiegelungen an:

identische Abbildung: Wir benutzen 0 Geradenspiegelungen.
Spiegelung: Wir benutzen 1 Geradenspiegelung.

Verschiebung: Wir benutzen 2 Geradenspiegelungen. Die dazugehorigen Geraden stehen senkrecht auf
dem Verschiebungsvektor, und der Abstand der beiden parallelen Geraden ist gleich der halben
Verschiebungsweite.

Drehung: Wir benutzen 2 Geradenspiegelungen. Die dazugehorigen Geraden schneiden einander im
Drehzentrum, und der Winkel zwischen den beiden Geraden ist gleich dem halben Drehwinkel.

Schubspiegelung: Wir benutzen 3 Geradenspiegelungen. Eine von diesen Geraden ist gleich der Achse
der Schubspiegelung, und die beiden anderen stehen senkrecht auf der Schubspiegelungsachse, mit
einem Abstand von der halben Verschiebungsweite zueinander.

O

Jede Geradenspiegelung éindert die Orientierung des R?. Bei zusammengesetzten Bewegungen bleibt die
Orientierung genau dann bewahrt, wenn die Anzahl der verwendeten Geradenspiegelungen eine gerade
Zahl ist.

Satz 2.11. Jede Bewegung der Ebene kann als Nacheinanderausfiihrung von mazximal vier Spiegelungen
an Ebenen dargestellt werden.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Wir betrachten zum Abschlufl noch weitere Abbildungen im R™. Wir haben gesehen, dafl Bewegungen
im R"™ charakterisiert sind durch die Eigenschaften der Geradentreue, Langentreue, Teilverhéltnistreue
(wobei die dritte aus den ersten beiden folgt).

Weitere Abbildungen sind:

affine Abbildungen: Das sind Abbildungen mit der Gleichung F(z) = Cz+b mit einer beliebigen Matrix
C € R™™ und b € R". Hierbei darf C' auch singulér sein, was zum Beispiel bei Parallelprojektionen
tatsdchlich auftritt. Affine Abbildungen bewahren die Parallelitidt von affinen Unterrdumen des R™.
Eine Gerade wird entweder bijektiv auf eine Gerade abgebildet, oder auf einen Punkt.

affine Transformationen: Das sind affine Abbildungen mit reguldrer Matrix C'. Diese affinen Transfor-
mationen bilden, mit o als Komposition, eine (nicht-abelsche) Gruppe, die affine Gruppe.

homogene affine Transformationen: Das sind affine Transformationen mit b = 0. Diese homogenen
affinen Transformationen bilden eine Untergruppe der affinen Gruppe.

Ahnlichkeitstransformationen: Das sind affine Transformationen F (x) = Cx+b, wobei C' = AC, mit
A > 0, und C ist eine orthogonale Matrix. Die Ahnlichkeitstransformationen bilden eine Untergrup-
pe der affinen Gruppe, die sogenannte Hauptgruppe.

eigentliche Transformationen: Das sind affine Transformationen F(x) = Cz + b mit det C' > 0. Diese
bilden eine Untergruppe der affinen Gruppe, und analog bilden eigentliche Ahnlichkeitstransforma-
tionen eine Untergruppe der Hauptgruppe.

Bevor wir uns noch allgemeinere Abbildungen anschauen, sollten wir den Begriff des Teilungsverhéltnisses
allgemeiner fassen.

Definition 2.12. Sei g := {& = &y + tv: t € R} eine Gerade im R™, und seien A, B, C' drei Punkte
darauf, mit zugehirigen Koordinaten ta, tp, to, und B # C. Dann definieren wir das Teilungsverhdltnis
des Punktes C' in Bezug auf die Punkte A und B als

toc—ta

TV(A4, B;C) := P——
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Dieses Verhiltnis wird negativ sein, wenn C auBerhalb der Strecke AB liegt. Das Teilverhiltnis ist gleich
Eins, wenn C in der Mitte von A und B liegt. Man iiberzeugt sich schnell davon, daf§ das Teilungsverhéltnis
unabhiingig ist von der Wahl der Vektoren Zy und ¢, mit denen die Gerade g parametrisiert wird.

Ohne Beweis haben wir dann:

Satz 2.13. Jede bijektive geradentreue und teilverhdltnistreue Abbildung des R™ auf sich ist eine affine
Transformation, und umgekehrt.

Eine affine Transformation braucht nicht winkeltreu sein. (Was macht die Abbildung 2 — Cz aus dem
Einheitsquadrat und dessen Diagonalen, wenn C' die Diagonalmatrix mit den Eintrigen 2 und 1 ist 7).
Aber es gilt folgendes:

Satz 2.14. Jede Ahnlichkeitstransformationen ist eine winkeltreue affine Transformation, und umgekehrt.
Und schliefllich haben wir noch folgende Abbildungen:

volumentreue Transformationen: Das sind affine Transformationen F(z) = Cz + b mit |det C| = 1.
Solche Abbildungen sind in der Lage, ,, Wiirfel“ auf ,Spate“ abzubilden, aber ohne deren Volumina
zu dndern. Die volumentreuen Transformationen bilden eine Untergruppe der affinen Gruppe.

eigentliche volumentreue Transformationen: Das sind volumentreue Transformationen mit det C' =
1. Solche Abbildungen bewahren das Volumen und die Orientierung, und sie bilden ihrerseits eine
Untergruppe der Gruppe der volumentreuen Transformationen.

All diese Gruppen ergeben die algebraische Struktur eines Verbands, vgl. Abbildung 2.1. Die Verbindungs-
linien konnen als Teilmengenbeziehungen interpretiert werden.

Zum Abschluf}, und als Vorausschau auf das Kapitel {iber projektive Geometrie, skizzieren wir noch eine
letzte Verallgemeinerungsmoglichkeit der affinen Transformationen.

Bekanntlich sind affine Transformationen gewisse bijektive Abbildungen im affinen Raum R".

Im Gegensatz dazu sind projektive Transformationen gewisse bijektive Abbildungen im projektiven Raum
RP™. Anschaulich gesprochen, erhalten wir den RP" aus dem R™ durch Hinzufiigen von unendlich fernen
Punkten. Dann ist eine projektive Transformation eine bijektive geradentreue Abbildung des RP™ auf sich,
die doppelverhdltnistreu ist.

Definition 2.15. Seien A und B zwei Punkte, die eine Gerade definieren, und seien C' und D zwei
weitere Punkte auf dieser Geraden. Dann ist das Doppelverhiltnis des Punktepaars (C, D) in Bezug auf
das Punktepaar (A, B) definiert als

TV(A4, B; C)

Jede affine Transformation kann als projektive Transformation interpretiert werden.

Die Beschreibung von Transformationen in projektiven Koordinaten hat gegeniiber den affinen Koordi-
naten den Vorteil, daf jetzt die Abbildungsgleichungen zu F(x) = Cz werden, sodaf insbesondere die
Verschiebungsvektoren b nicht mehr verwaltet werden miissen.

Einzelheiten dazu werden auf spéter vertagt.
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Abbildung 2.1: Der Untergruppenverband der affinen Gruppe



Kapitel 3

Kegelschnitte

3.1 Allgemeine Aspekte

CaseA, Parabola Case B, Hyperbola Case C, Ellipse/Circle

Abbildung 3.1: Schnitte eines Doppelkegels mit einer Ebene (nicht unbedingt mafistabsgerecht)

Sei Q ein Doppelkegel:

2
0= {(m,y,z) eR3: 2% +y? = Z—Q}’
c

mit einem festen ¢ > 0. Unter einem Kegel (bzw. Doppelkegel) verstehen wir also nur den Kegelmantel.
Das Innere bzw. Auflere des Doppelkegels ist definiert als

2 2
Qinn 1= {(x,y,z) eR3: 2?2+ 92 < Z_Q}’ Qaug 1= {(m,y,z) eR3: 2% +4% > Z_Q}’

und die Abschliisse davon sind

Qinm = Qinm U Q; Qauﬁ = Qauﬁ U Q.

Wenn wir jeweils einen Kegel meinen anstatt des Doppelkegels, dann reden wir von einem Einzelkegel.

Beim Schneiden des Doppelkegels €2 mit einer Schnittebene 7 konnen folgende Figuren entstehen, wie
man erahnt:

37
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e cin Punkt,

e cine Gerade,

e zwei einander schneidende Geraden,
e cine Parabel,

e eine Hyperbel,

e cine Ellipse bzw. ein Kreis.

Dies wollen wir im Folgenden genauer untersuchen.

Der halbe Offnungswinkel an der Spitze sei ¢. Dann ist tanyp = 1/¢, und 0 < ¢ < 90°. Die einzige
Symmetrieachse des Doppelkegels ist

s:{(x,y,z)€R3:x:y:O, ZER}.
Die Schnittebene heifle 7.
Fiir die Lage von s und 7 kénnen genau drei Félle eintreten.
Fall 1: 7 enthélt s
Man iiberlegt sich, daf§ dann € N7 aus zwei einander schneidenden Geraden besteht.

Fall 2: 7 und s sind parallel und disjunkt:

Wir drehen das Koordinatensystem um die z—Achse geeignet, so dafi 7 = {(x,y,2): y = d}, mit
einem gewissen d > 0. Dann ist

2
Qﬁﬂ{(z,y,z)ERg:yd, z2+d22—2}.
c

Die weitere Diskussion von Fall 2 (analog zu Fall 3) sei den Studierenden iiberlassen. Das Ergebnis
wird sein, dafl 2 N7 eine Hyperbel ist.
Fall 3: 7 und s schneiden einander in genau einem Punkte:

Dieser Punkt heifle M.

Ab jetzt verfolgen wir nur noch Fall 3. Wir ignorieren auch die Variante, dafi M = (0,0,0) wire. Also ist
ab jetzt M nicht die Spitze O des Doppelkegels, sondern echt im Kegelinneren enthalten.

Es sei 77 der Einheitsnormalenvektor auf 7, errichtet im Punkt M, und er soll in denjenigen Halbraum des
R? hineinzeigen, in dem die Spitze O des Doppelkegels liegt.

Fall 3.1: es ist 71 || s:
Dann hat 7 die Gestalt 7 = {(z,y, z): z = d}, also ist

2
Qﬁﬂ{(z,y,z)ERg:zQerQz—Q, zd}

ein Kreis.

Fall 3.2: es ist 71 || s:
Der Winkel zwischen 77 und M(3 sei 1. Dann ist 0 < 9 < 90°.

Ab jetzt betrachten wir nur den Fall 3.2. Dann spannen 77 und der Symmetrieachsenvektor M (3 eine Ebene
~ auf,

fy::{(z,y7z):M+t1'M3+t2'ﬁi tl,tQER}.

Die Ebenen v und 7 stehen aufeinander senkrecht. In 7 haben wir einen von drei moglichen Fillen:
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Abbildung 3.2: Ein Schnitt entlang der Ebene v durch den Doppelkegel und die Schnittebene m erzeugt
eine der drei Figuren. Von links nach rechts: der elliptische Fall (¢ 4+ ¢ < 90°), der hyberbolische Fall
(¢ + 1 > 90°), der parabolische Fall (¢ + 1 = 90°).

Lemma 3.1. Sei I' eine Kugel mit Mittelpunkt My auf s, die die Ebene 7 in genau einem Punkte F
beriihrt. Dann ist F' '€ mN~y.

Beweis. Wir erhalten F' durch Fillen des Lotes von Mr auf die Ebene 7. Ein Normalenvektor der Ebene
7 ist aber 7. Also ist MFIE\ | 72, also liegen MpF und 7 in einer gemeinsamen Ebene. Diese enthilt den
Punkt M (weil er der Startpunkt von 7 ist), den Punkt Mr, also auch M Mp, also auch die Achse s. Also

muf} diese Ebene, die MpF und 77 enthélt, gleich v sein. Also ist F' € . Per Definition ist F' € 7. Also ist
Fernnny. O

Definition 3.2. Eine Mantellinie ist eine Gerade auf dem Doppelkegel, die durch die Spitze O geht.

Lemma 3.3. Sei ' eine Kugel mit Mittelpunkt My auf der Achse s, die eine Mantellinie von € beriihrt.
Dann berihrt ' jede Mantelline von €.

Beweis. Es gibt eine Drehung um die Achse s, die eine vorgegebene Mantellinie von 2 auf eine andere
vorgegebene Mantellinie von €2 abbildet. Diese Drehung bildet aber auch I' auf sich ab, denn My € s. O

Definition 3.4. Eine DANDELINsche Kugel T' ist eine Kugel I' in einem Doppelkegel 2, die ihren Mit-
telpunkt Mr auf der Symmetrieachse s hat, jede Mantellinie von 0 berihrt, und die auch die vorgegebene
Schnittebene w berihrt.

Es ist klar: der Schnitt einer Dandelin—Kugel mit dem Kegelmantel €2 ist ein Kreis, der in einer Ebene
liegt, die senkrecht zur Achse s steht.

3.2 Der elliptische Fall 3.2.a: p + ¢ < 90°

Man iiberlegt sich, dafl es jetzt genau zwei Dandelin-Kugeln gibt. Siehe Abbildung 3.3.

Es ist F' gerade der Beriihrpunkt der ,oberen“ Dandelin-Kugel mit 7, und F’ der Beriihrpunkt der
yunteren® Dandelin—Kugel mit 7.

Wir konzentrieren unsere Betrachtungen in diesem Fall auf einen Einzelkegel. In diesem Sinne ist dann
Qinn eine konvexe Teilmenge des R3.



40 KAPITEL 3. KEGELSCHNITTE

Sei C' der Beriihrkreis der Dandelin—Kugel I' mit dem Kegelmantel 2, und sei C’ der Beriihrkreis der
Dandelin—Kugel I mit dem Kegelmantel ). Weiterhin seien « und o’ die Ebenen, in denen diese Kreise
C und C’ liegen. Es ergibt sich damit die Abbildung 3.3.

Abbildung 3.3: Ellipse als Schnitt eines Kegels mit einer Ebene, und die beiden DANDELINschen Kugeln

In der Ebene v haben wir dann das Bild 3.4. Die Gerade 7w~ schneidet zwei Mantellinien desselben Einzel-
kegels in den Punkten A und B, und die beiden Dandelin—Kugeln I und I ergeben (beim Schneiden mit )
den Inkreis und den an der Kante AB anliegenden Ankreis des Dreiecks A OAB. Der Inkreisberiihrpunkt
heile F', der Ankreisberiihrpunkt heifle F”.

Ubungsaufgabe: Man zeige, daff |AF'| = |FB|.

Lemma 3.5. Die Punkte F und F’ liegen zwischen den Ebenen o und o .

Beweis. In Abbildung 3.4 zeige die z—Achse nach oben, wie iiblich. Weil F' und F’ die Beriihrpunkte
von Inkreis und Ankreis an AB sind, sind die z-Koordinaten von F und F’ héchstens so grof wie der
groflere Wert der z—Koordinaten von A und B. Andererseits liegen die beiden Inkreisberiihrpunkte mit
den Dreiecksseiten OA und OB zwischen den Punkten O, A bzw. zwischen den Punkten O, B. Also haben
diese beiden Inkreisberiihrpunkte einen hoheren Wert fiir die z—Koordinate als A und als B. Also liegen
die Punkte A und B unterhalb der Ebene «. Also liegen auch F und F’ unterhalb der Ebene a.

Analog zeigt man, dal F' und F’ oberhalb der Ebene o' liegen. O
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Abbildung 3.4: Schnitt durch den Doppelkegel Q) entlang der Ebene 7. Die gezeichneten Kreise sind die
Schnitte der DANDELIN-Kugeln mit der Ebene ~.

Lemma 3.6. Sei P € Q und die Gerade PF tangential an I'. Dann liegt P, unterhalb von“ «.

Beweis. Es ist Qi konvex, also liegt @ Strecke PF in Qiny (abgesehen vom Endpunkt P). Wenn P
oberhalb von « wire, dann durchstéf8t PF die Ebene «, also auch das Innere des Kreises C'. Also verlauft
die Gerade PF teilweise im Inneren der Kugel I'. Dann kann die Gerade PF aber keine Tangente an I’
sein. O

Genauso kann man beweisen, dal P auch ,,oberhalb von* o/ liegt.

Definition 3.7. Wir definieren (falls ¢ + 1 < 90°) die von Q und 7 erzeugte Ellipse als QN .
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Satz 3.8. Sei P ein Punkt der Ellipse. Dann ist |PF|+ |PF’| gleich der Linge der Mantellinienstrecke
vom Kreis C' bis zum Kreis C'.

Beweis. Siehe Abbildung 3.5.

Sei P ein Punkt der Ellipse, also P € QN 7. Sei Q der Schnitt der Mantellinie OP mit C, und sei Q' der
Schnitt der Mantellinie OP mit C”. Zu zeigen ist |PF| + |PF'| = |QQ’|.

Sei § die Ebene durch die Mantellinie OP und den Punkt F. Der Schnitt 6 NI ist ein Kreis. Die Gerade
OP tangiert diesen Kreis (sie beriihrt ihn in @), und die Gerade PF tangiert diesen Kreis ebenfalls (mit
Beriihrpunkt in F'). Denn die Gerade PF verlduft in 7, und T’ beriihrt 7 in F (genauso ist F ja definiert).
Die Tangenten vom Punkt P € 6 an den Kreis 6 N I" haben also die Berithrpunkte @ und F, also ist
[PQ| = |PF|.

Sei ¢’ die Ebene durch die Mantellinie OP und den Punkt F’. Der Schnitt 6’ NI ist ein Kreis. Die Gerade
OP tangiert diesen Kreis (sie berithrt ihn in @), und die Gerade PF’ tangiert diesen Kreis ebenfalls
(mit Beriihrpunkt in ). Denn die Gerade PF” verlduft in 7, und I beriihrt 7 in F” (genauso ist F’ ja
definiert). Die Tangenten vom Punkt P € ¢’ an den Kreis 8 NT” haben also die Beriithrpunkte @’ und F”,
also ist |PQ'| = |PF’|.

Weil P zwischen @ und Q' liegt, ist dann |QQ’| = |QP| + |PQ’'| = |PF| + |PF’|, wie gewiinscht. O

Abbildung 3.5: Zu den Brennpunkten bei der Ellipse. Es ist |PF| + |PF'| = |PQ| + |PQ’|.
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Satz 3.9. Sei P € 7 ein Punkt mit |PF|+ |PF’| gleich der Linge der Mantellinienstrecke vom Kreis C
zum Kreis C'. Dann ist P € ).

Beweis. Ansonsten wire P auflerhalb des relevanten Einzelkegels, oder innerhalb. Es ist i, eine konvexe
Teilmenge des R, und 7 ebenfalls. Also ist auch Qi,, N 7 eine konvexe Teilmenge des R3.

Sei P innerhalb des Einzelkegels, also in i,,. Wir verldngern die Strecke FP iiber P hinaus, bis wir

den Kegelmantel durchstolen. Dies ist moglich, weil der Winkel des Vektors ﬁ gegen die (nach oben
zeigende) vertikale Achse maximal 90° + 1) ist, withrend diejenige Ebene durch F und P, die parallel zu s
ist, aus dem Kegelmantel eine Kurve herausschneidet, die wir schon in Fall 2 behandelt hatten, und bei
der man (iiber eine Betrachtung von Anstiegen und Winkeln) nachrechnen kann, daf sie die Verlingerung
der Strecke F'P iiber P hinaus schneiden mu8.

Wir erhalten auf diesem Wege einen Punkt P’ auf der Ellipse. Dann ist
|PF|+ |PF'|=|P'F|+|P'F|.

Weil P zwischen F und P’ liegt, ist |P'F| = |P’'P| 4 |PF|, also auch
|PF'| = |PP'| + |P'F'|.

Demnach liegen P, P’ und F’ auf einer Geraden (Umkehrung der Dreiecksungleichung), und zwar ist
P’ zwischen P und F’. Demzufolge liegen F', P, P’, F' in dieser Reihenfolge auf einer Geraden, und
insbesondere miifite F’ aulerhalb des Doppelkegels sein, was absurd ist.

Sei nun P auBerhalb des Doppelkegels, also in €,,5. Auf der Strecke F'P gibt es mindestens einen Punkt
P’ € Q. Dieser liegt auf der Ellipse. Dann haben wir

|PF|+ |PF'|=|P'F|+|P'F|.
Weil P’ zwischen F' und P liegt, haben wir |FP| = |FP’| + | P'P|, also auch
|[PP'| +|PF'| = |P'F|,

und demnach (Umkehrung der Dreiecksungleichung) liegt P auf der Strecke zwischen P’ und F’. Also
liegen F', P’, P, F’ in dieser Reihenfolge auf einer Geraden. Aber es ist €);,, konvex, und F, F’ liegen
beide darin. Also ist auch P € Qi,y, im Widerspruch zur Annahme, dafl P auflerhalb des Doppelkegels
liegt. O
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3.3 Der hyperbolische Fall 3.2.b: ¢ + ¢ > 90°

Man erahnt, daf es auch jetzt genau zwei Dandelin—Kugeln gibt.

Abbildung 3.6: Hyperbel als Schnitt eines Doppelkegels mit einer Ebene, und die beiden DANDELINschen
Kugeln

Die Gerade 7 N~y schneidet jetzt zwei Mantellinien verschiedener Einzelkegel, die Schnittpunkte heiflen
wieder A und B. Die beiden Dandelin—-Kugeln I" und I'” ergeben (beim Schneiden mit +) jetzt zwei Ankreise
am Dreieck A OAB, und zwar die Ankreise an die Kanten OA und OB. Auf diesem Wege kann gezeigt
werden, dafl es wirklich genau zwei Dandelin-Kugeln sind. Vergleiche Abbildung 3.7.

Es ist F' gerade der Beriihrpunkt der ,oberen“ Dandelin-Kugel T" mit w, und F’ der Beriihrpunkt der
,unteren“ Dandelin—Kugel IV mit 7.

Die Beriihrkreise der Dandelin—Kugeln I" und IV mit dem Doppelkegelmantel Q2 heiflien wieder C' und C’,
und «, o' seien wieder die Ebenen, in denen diese Kreise liegen. Siehe Abbildung 3.6.

Lemma 3.10. Der Punkt F liegt ,oberhalb® der Ebene o, und F' liegt ,unterhalb® der Ebene o'.

Beweis. Sinngeméifl wie im elliptischen Fall. O

Definition 3.11. Wir definieren (falls ¢ + 1 > 90°) die von Q und 7 erzeugte Hyperbel als QN .
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Abbildung 3.7: Schnitt durch den Doppelkegel Q) entlang der Ebene 7. Die gezeichneten Kreise sind die
Schnitte der DANDELIN-Kugeln mit der Ebene ~.
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Satz 3.12. Sei P ein Punkt der Hyperbel. Dann ist ||PF|—|PF'|| gleich der Linge der Mantellinienstrecke

vom Kreis C bis zum Kreis C'.

Beweis. Man schaue auf Abbildung 3.8 und verfahre fast wortlich wie beim Beweis des entsprechenden
Ergebnisses fiir den elliptischen Fall. Der entscheidende Unterschied ist nun, dal P zwar nach wie vor auf
der Geraden QQ' liegt, aber nicht mehr zwischen @ und Q. O

Abbildung 3.8: Zu den Brennpunkten bei der Hyperbel. Es ist |PQ| = |PF| und |PQ'| = |PF’|, also
|PF| — |PF'| = |PQ| — |PQ’'| = |QQ’|, denn hier ist |PQ| ldnger als |PQ’|.

Satz 3.13. Sei P € 7 ein Punkt, fir den )|PF| — |PF'|| gleich der Linge der Mantellinienstrecke vom
Kreis C' bis zum Kreis C' ist. Dann ist P € €.

Beweis. Nicht entscheidend anders als im elliptischen Fall. O
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3.4 Der parabolische Fall 3.2.c: ¢ + ¢ = 90°

Wir haben die Ahnung, dafl es jetzt nur eine Dandelin-Kugel I' gibt, vgl. Abbildung 3.9.

Abbildung 3.9: Parabel als Schnitt eines Kegels mit einer Ebene, und die einzige DANDELINsche Kugel

Wie iiblich definieren wir C' als den Beriihrkreis von I' mit 2, und die C' enthaltende Ebene heifit «. Der
Berithrpunkt von I'" mit 7 sei F' getauft.

Definition 3.14. Die Schnittgerade von o und 7 heifit Leitgerade d.

Lemma 3.15. Sei P € Q, und die Gerade PF sei tangential an I'. Dann liegt P ,unterhalb von“ a.

Beweis. Wortlich wie im elliptischen Fall. O

Definition 3.16. Wir definieren (falls ¢ + 1 > 90°) die von Q und 7 erzeugte Parabel als QN .
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Abbildung 3.10: Schnitt durch den Doppelkegel 2 entlang der Ebene . Der gezeichnete Kreise ist der
Schnitt der einen DANDELIN-Kugel mit der Ebene ~.

Satz 3.17. Sei P auf der Parabel. Dann ist |PF| gleich dem Abstand des Punktes P zur Leitgeraden d.
Beachte dabei, dafl P und d in derselben Ebene 7 liegen.

Beweis. Wir definieren einen Punkt @) als Schnitt der Mantellinie OP mit dem Kreis C'. Dann liegt @
zwischen O und P. Wie im elliptischen und im hyperbolischen Fall haben wir auch hier, dafl |PQ| = | PF.

Wir fillen das Lot von P auf die Ebene « und erhalten einen Lotfu3punkt, der R heiflen soll. Per Definition
ist auch @ € a. Also hat das Dreieck A PQR einen rechten Winkel bei R. Weiterhin ist die Gerade PR
parallel zur Geraden s (denn beide stehen senkrecht auf der Ebene o). Der Winkel zwischen der Geraden
s und der Mantellinie OP ist ¢. Aus dem Wechselwinkelsatz erhalten wir dann, daf§ der Winkel bei P im
Dreieck A PQR auch gleich ¢ ist.

Nun besorgen wir uns den Fulpunkt des Lotes von P auf die Leitgerade d. Dazu erinnern wir daran, dafl
die Ebene v senkrecht auf der Ebenen « steht, und die Ebene ~ steht senkrecht auf der Ebenen 7. Also
steht die Ebene v senkrecht auf der Leitgeraden d = aN .

Wir verschieben die Ebenen ~ auf parallele Weise so, daf§ die Bildebene «" durch den Punkt P verlduft.
Weil die Achse s in ~ verlauft, und weil die Gerade PR parallel zu s ist, verlduft auch die Gerade PR in
der Bildebene 7. Also liegt der Punkt R in der Ebene ~'.

Weil die Leitgerade d senkrecht auf « steht, und weil 4" aus v durch Parallelverschiebung hervorgeht, steht
d auch auf + senkrecht.

Wir definieren einen Punkt H :=dN~' =anx Ny’

Der Punkt P gehort ebenfalls zu 4/ (denn so ist 4" definiert). Also gehort auch die Gerade PH zu +'. Und
weil d auf jeder Geraden in der Ebene 7/ senkrecht steht, folgt PH 1 d als Orthogonalitéit von Geraden.

Also ist H tatséichlich der Lotfupunkt des Punktes P € 7 auf die in der Ebene 7 verlaufende Gerade d.

Wegen ¢ + 1 = 90° ist im Dreieck A PRH der Winkel bei P gleich ¢; und wegen R, H € «a sowie PR 1 «
ist im Dreieck A PRH der Winkel bei R gleich 90°.
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Also sind die Dreiecke A PRH und A PRQ kongruent, und somit |[PQ| = |PH|.
Zusammengefafit bekommen wir demnach

PF| = |PQ| = |PH]|

Nun ist aber H der Lotfulpunkt von P auf d, also ist |PH| gleich dem Abstand des Punktes P zur
Leitgeraden d. u

Abbildung 3.11: Zum Brennpunkt und der Leitgeraden d bei der Parabel

Schliellich beweisen wir noch, daf3 diese Beschreibung der Parabel auch eine Umkehrung hat:

Lemma 3.18. Sei P € 7 ein Punkt, der von F denselben Abstand hat wie von d. Dann ist P € §Q.

Beweis. Die Gerade d teilt die Ebene 7 in zwei Teile, und F' liegt im selben Teil wie P. Wenn P nicht auf
Q ist, dann ist entweder P € Qi oder P € Q,,5. Die Gerade d gehort vollstindig zu Qg (warum ?). Sei
H der Lotfulpunkt von P auf d.

Angenommen, P wiire in Qi,,. Die Strecke PH durchstoBt €, der Punkt dort heiie P’. Dann ist P’ auf
der Parabel, also |P’H| = |P'F|, und laut Annahme ist auch |PH| = |PF|. Wir haben dann |PF| =
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|PH| = |PP'|+ |P'H| = |PP’'| + |P'F|, also liegt P" auf der Strecke von P nach F zwischen diesen, und
deshalb liegt F' auf der Verlingerung der Strecke PP’ iiber P’ hinaus. Insbesondere ist dann F’ auBerhalb
von €2, was absurd ist.

Angenommen, P wire in Qu,ps (siehe Abbildung 3.12). Weil F in Qi,y liegt, gibt es einen Punkt P’ auf
der Strecke PF, der auf Q liegt, also auf der Parabel. Der Lotfuipunkt von P’ auf d sei H’. Dann ist
einerseits |P'H'| = | P'F|, andererseits nach Voraussetzung |PH| = |PF|. Wir bekommen damit

|PP'| =|PF|—|P'F|=|PH|— |P'H'|.
Also ist die Strecke P"H' kiirzer als die Strecke PH.

Die zu d parallele Gerade zu P’ schneide die Gerade PH in T. Wir erhalten ein rechtwinkliges Dreieck
A PTP’ mit rechtem Winkel bei T. Dann ist |[TP| < |P'P|, denn die Kathete muf} kiirzer sein als die
Hypotenuse. Es ist aber |TP| = |PH|— |P'H’'| = |PP’|, was ein Widerspruch ist.

H, H

Abbildung 3.12: Versuch einer Skizze

3.5 Rechnungen in kartesischen Koordinaten

Wir haben erkannt, daf3 in einer Ebene eine Ellipse aus genau denjenigen Punkten besteht, fiir die die
Summe der Absténde zu zwei gegebenen Brennpunkten einen festen vorgegebenen Wert hat. In einem
gewohnlichen zy—Koordinatensystem legen wir die Brennpunkte fest als F_ := (—m,0) und F; := (m,0)
mit einem positiven m, und die Summe der Abstéinde der Ellipsenpunkte zu diesen Brennpunkten soll 2]
betragen. Offenkundig besteht die Ellipse aus der leeren Menge fiir I < m, und aus der Verbindungsstrecke
F_F, fiir l = m, sodafl wir ab jetzt [ > m annehmen.

Lemma 3.19. Firl > m ist die Gleichung

V@ —m)?+y2+/(x+m)?+y2 =2, z,y € R,

daquivalent zu
2 2
Y
12 + 2 _m2 1,

z,y € R.

Beweis. Weil Wurzeln niemals negative Werte annehmen, und weil [ > 0, ist

V@ —m)?+y2+/(x+m)?+y2 =2,
(@=m)+ 9>+ (z+m)? + 9" +2¢/(x —m)? + y2 -/ (x +m)? + 2 = 4%,
V(e —m)?2+y2-/(z+m)?+y? =207 —2® —y* —m?®,

=
—
und dies wiederum ist dquivalent zum Aussagenpaar

((.Z' _m)2 +y2) . ((.17+m)2 +y2) — (212 —.TJQ _y2 _m2)2, 2[2 Z £E2 _,’_yQ +m2,
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was sich umformt zu

(2 =m)(@+m)* +9* (& —m)” + (z +m)’) + y*

— 4t ot oyt A2 1 om?) - 2(22m? 4 2y mPy?), %A% > 22 + % +m2,
—222m? = 4l* — 41%(2* + oy + m?) + 22°m?, 2% > 2% + y? + m2,
P(? 4 y? +m?) =14+ 22m?, 202> a2 +y® +m?,
(12— m2)a? + Py? = 14— 1Pm?, 22 > 22 + % +m?,

2 12

2—m 9
A _2met +
S
2 2_m2 7

2 _ 2 2 2 2
14_l2m2y *17 2l Z:C +y +m5

P riee

212 > 22 +y2 +m?.

2 2 . . .
Wenn nun % + 74— =1, dann ist 2% < [? und weiterhin

x? 12 —m?
x2+y2+m2:x2+(12—m2) (1——) +m2:(12—m2)+x2 (1— )+m2

12

:lQ—l—xQ-T—;ng—i—lQ-T—;:lQ—i—mQSQlQ,
und damit ist dann die Bedingung 202 > 22 + y? + m? automatisch erfiillt. |
In diesem elliptischen Fall setzen wir
a:=I, b:.= \/m ,
woraus wir umgekehrt bekommen, dafl dann
l=a, m=+/a?— b2, z—erZ—j:l.

Nun behandeln wir analog den hyperbolischen Fall.

In der Ebene besteht eine Hyperbel aus genau denjenigen Punkten, fiir die die Betragsdifferenz der
Abstande zu zwel gegebenen Brennpunkten einen festen vorgegeben Wert hat. Diese Brennpunkte le-
gen wir wieder fest als F_ := (—m,0) und F; := (m,0), und die Betragsdifferenz der Absténde soll 2!
sein. Wir erkennen, dafl die Hyperbel zur leeren Menge wird fiir [ > m, und sie besteht aus zwei Strahlen
auf der x—Achse fiir [ = m, sodafl wir ab jetzt [ < m annehmen.

Satz 3.20. Firl < m ist die Gleichung

‘\/(x—m)2+y2—\/(x+m)2+y2 =2, z,y € R

dquivalent zu

@2y
2 m2—12 7

8

z,y € R.

Beweis. Auf iiblichem Wege bekommen wir die Aquivalenzen

m)2+y2—\/($+m)2+y2‘:21,

V(e —m)?+y2-/(z+m)? +y? =a® +y° +m® - 2%,

V=

= (@-mP+ (@ +m) +y =2y (e —m)2 +y? (@ m)? +y? =4l
—

= (z—m)?+9?) - ((x+m)*+y°) = (2% +y* +m®> — 20%)

2, x2+y2+m22212.
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Die Gleichungsaussage ist identisch zur entsprechenden Aussage im elliptischen Fall, sodafl wir ohne weitere
Rechnung die Aquivalenz der letzten Zeile zu

2 2
=1

2 2 2 2
l2+12—m2 , r“ +y +m” > 217,

erschlieffen konnen. Nun fehlt blo3 noch der Nachweis, dafl die genannte Ungleichung automatisch folgt,
2

wenn die Gleichungsaussage gilt. Dazu beobachten wir: wenn ”f—j — —4—4 =1, dann ist 2® > [? sowie
y? = (m? —1?)(22/1?> — 1), also

2 2 2 2 2 2 z° 2 2 m? > 2 2 2
Py +m =2+ (m*-P) (5 —-1)+m* =271+ +(m*=1")-(-1)+m

12 12

2
2, T

=2 +12>m2+1%> 202,

2

also folgt die Ungleichung 22 + y? + m? > 2/ automatisch, wenn die Hyperbelgleichung glc—; - =1
gilt. O

Wir definieren im hyperbolischen Fall

a:=1, bi=+vm?2—12

und haben dann in umgekehrter Richtung

l=a, m = \/a? + b2, z—2—y—:1.

Wir kommen zum parabolischen Fall. Die Punkte der Parabel sind von einer vorgegebenen Leitgeraden
genau so weit entfernt wie von einem Brennpunkt. Wir wihlen die Leitgerade als {(z,y): © = —p/2}
mit einem positiven p, und den Brennpunkt wéhlen wir als (p/2,0). Offensichtlich liegt jeder Punkt der
Parabel rechts von der Leitgeraden. Die Beziehung

/ _Bf o_ D
(ac 5 +vy x+2

ist dann offenkundig dquivalent zu

,Bf 2= Bf > P
(x ) Ty =\rty) . TE Ty
was sich direkt umformt zu y? = 2pz und x > —p/2. Wir erkennen erneut, dafl diese Ungleichung

automatisch gilt, wenn y? = 2pz.

3.6 Rechnungen in Polarkoordinaten

Wir wollen jetzt Polarkoordinaten einfithren, aber etwas verschoben: der Ursprung der Polarkoordinaten
soll in F_ bzw. F liegen im Falle von Ellipse bzw. Hyperbel.

Satz 3.21. Fiira > b >0 und m = va? — b2 ist die Gleichung

22
E b—2:1, .’I],yeR
aquivalent zu
b?/a .
T r+m=rcosp, Yy=rsinp, 0<r<oo, 0Z¢p<27

:77m 5
1—"cosy
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Beweis. Ab jetzt sei immer z+m = rcosp, y =7rsinp, 0 < r < oo und 0 < ¢ < 27. Dann haben wir die
Aquivalenzen

2 2

€ Y
pe

(rcosp —m)?  r?sin®

a? + b2 =1

— b%(r? cos? o +m? — 2rmcos @) + a*r? sin® ¢ = a*b?,
= r? (a2 sin? ¢ + b2 cos? <p) — 2rb®mcos p = a?b? — b*m?,
— r? (a? sin? ¢ 4 (a? — m?) cos? ¢) — 2rb®mcosp = b*,
= 2 (a2 — m? cos? <p) — 2rb®mecosp — b = 0.

Diese quadratische Gleichung in r ist wegen r > 0 und a? — m? cos? > 0 dquivalent zu

b?m cos ¢ 1
= + b2 mcos)? + (a2 — m? cos? p)b?,
"7 @ —m2cos? ¢ a2 —m2cos? g V(Pmeosg)? + (a? —m 2
b2
< T:m(mCOS@+ \/m2COSQQO+(G,2*m2COSQQO)),
b? b?
= r= -(mcosp+a) = ———.
(a —mcosp)(a+mcosp) a — mcos e
Das wollten wir zeigen. O

Wir fithren einige Bezeichnungen ein:

(5'—m—\/aQ_bQ—\/1—ﬁ

T a a2 a?’
b2 b2 b2

P=m = 202

Dann haben wir

b? b a ep
1—e2=—,  a/l-e2=b, ep=—, Sy pe, b= ———,
a? @ p a “ b2 a 1—¢2? p V1—¢g2

| %
no
S
¥
—_

und die Ellipsengleichung wird zu

pe

=T OSQD<27T5
1 —ecosyp

()

wobei 0 < e < 1.

Fiir den hypothetischen Fall € = 0 bekommen wir m = 0, also a = b = R und ep = R, also einen Kreis um

F_ = (0,0) mit Radius R. Natiirlich kann man einen Kreis als Ellipse mit zwei identischen Brennpunkten
F_ = F interpretieren.

Jetzt behandeln wir, so analog es geht, den hyerbolischen Fall.

Satz 3.22. Fiira >b> 0 und m = va? + b2 ist die Gleichung
22 42

E*b—Qil, Z',yER,

dquivalent zu

b2 b2
re { /a /a } n Rzo,

1—2cosp’ —1—2cosgp

T — M = T CoSsp, Yy = rsinp, 0<r <oo, 0 < ¢ <2,

wobei Briiche mit Null-Nenner als nicht geschrieben gelten sollen.
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Man beachte, dafl der Ursprung des Polarkoordinatensystems jetzt der andere Brennpunkt ist.

Beweis. Auf ausgetretenem Wege finden wir

b% (r? cos® ¢ +m? + 2rm cos gp) — a?r?sin? ¢ = a?b?,
b% cos? ¢ — a? sin’ <p) + 2rb*m cos ¢ = a’b* — b?m?,
b? cos® ¢ — a*(1 — cos® ¢)) + 2rb’mcos p = —b?,

m? cos® p — a2) + 2rb®>mcos ¢ + bt = 0.

r

r
2

(
(
“(
(

r

Der Faktor (m? cos? ¢ — a?) kann positiv, negativ oder Null sein, und jeder der drei Fille tritt tatsichlich

ein. Wenn wir den Fall m?cos? o — a

2 = 0 voriibergehend ignorieren, und wenn wir vereinbaren, daf

negative rechte Seiten nicht geschrieben gelten, bekommen wir in den restlichen Fillen die Aquivalenz zu

—b%mcos 1

=

!

!

!

!

Wir beobachten nachtréglich, daf3 einer der Briiche den korrekten Wert liefert, wenn m

m2cosp —a?  m?2cos?p — a2

v/ (b2m cos )2 — (m2 cos? p — a2)bt,

—b?mcos b?
= + 2cos? o — (m?2cos? p — a?
! m2cos?p —a?2~ m2cos? p — a? Vm p—(m v a?),
b2
= cos
" (mcosy — a)(mcosp + a) (mcospFa),
—b? B b?/a

mcospta Fa—cosy

2 2
Te{l b*/a b*/a

m ? m
~cosp —1—Itcosyp

oms,

2cos?p—a?=0. O

Nun setzen wir (dhnlich wie im elliptischen Fall)

m
g = —
a
b2
pi=—
ae

a®+ b2 b?
:\/ a? :\/14—;’

b2
Va2 + b2’

b2
m

und dann haben wir

2 —1=
a2
a—b—2

b? b?
> b=ay/|1—¢e?|, ep=—,
a a

b? 1 pe pE

- —_— = pgzi b:

a e2-1

I1—e2’ VIT=¢?|

und die Hyperbelgleichung wird zu

e

pe pe
—1—¢ccosp 1 —ecosy

}QRZO‘

Der linke / rechte Bruch beschreibt den linken / rechten Hyperbelast, und wir beobachten die Ahnlichkeit
zur Ellipsenformel, blof3 dafl jetzt ¢ > 1.

Wenn |cos | = e~1, dann zeigt der Polarstrahl parallel zu einer der beiden Asymptoten.

Es gibt zwei Werte fiir 7, wenn cos ¢ < — = a/va? + b%; genau einen Wert fiir 7, wenn —a/m < cos ¢ <
a/m; und keinen Wert fiir r, wenn cos ¢ > a/m.

Schliellich noch der parabolische Fall.
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Satz 3.23. Firp > 0 ist die Gleichung
y*=2pz, zyeR,

aquivalent zu

:L, z:£+rcosgp, y =rsing, 0<r<oo, 0< < 2.
1 —cosyp 2
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Insgesamt bekommen wir also die einheitliche Formel

(¢) = T——
T =
¥ 1—ccosyp’

die fiir 0 < € < 1 eine Ellipse beschreibt, fiir ¢ = 1 eine Parabel, und fiir € > 1 einen der beiden
Hyperbelaste.

Als Warnung sei angemerkt, dafy diverse Nachschlagewerke auch Parameter p und ¢ verwenden, diese
aber womoglich anders definiert haben, sodafl manche Formeln anders aussehen.

3.7 Weiterfithrende Aspekte & 3t

Es ist fiir Anwendungen hilfreich, fiir die Entfernungen eines Punktes P auf einem Kegelschnitt zu einem
Brennpunkt F eine wurzelfreie Formel zu haben (damit die nicht-dquivalente Umformung des Quadrie-
rens vermieden werden kann).

Lemma 3.24. Sei P = (x,y) ein Punkt auf der durch die Gleichung x?/a® + y?/b* = 1 beschriebenen
Ellipse mit den Brennpunkten Fy = (£m,0). Dann ist

F.Pl=a+ "2 |FP|l=a— "2,
a a

Sei P = (x,y) ein Punkt auf der durch die Gleichung x?/a® — y?/b? = 1 beschriebenen Hyperbel mit den
Brennpunkten Fy = (£m,0). Dann ist

Fpl="" 14 PP ="_4
a a

Sei P = (z,y) ein Punkt auf der durch die Gleichung y* = 2px beschriebenen Parabel mit Brennpunkt
F = (p/2,0). Dann ist |FP| =z +p/2.

Beweis. Fiir den Ellipsenfall haben wir

(x£m)* +9° =22 +y* + a® — b* £ 2ma = 22 <1 Z—Z) +a® £ 2mx = xi;nQ +a® £ 2mx
und verwenden bald |zm| < a?. Und im Falle der Hyperbel ist
(mim)2+y2 =22 +9y? +a® + bV £ 2ma = 22 (1—1—2—2) + a® + 2mx = xi;nQ + a? + 2mu,
und jetzt ist |xm| > a?. Die Aussage fiir die Parabel ist genau deren Definition. O

Satz 3.25. Fin Lichtstrahl, der im Brennpunkt F_ einer Ellipse startet und an der Ellipse gemdfs des
iblichen Reflerionsgesetzes reflektiert wird, verlduft durch F .

Ein Lichtstrahl, der parallel zur positiven x—Halbachse nach links lduft und an der durch die Gleichung
y?> = 2px beschriebenen Parabel gemdfl des tiblichen Reflexionsgesetzes reflektiert wird, verlduft durch

deren Brennpunkt.
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Beweis. Sei (z,y) = (x(t),y(t)) eine beliebige stetig differenzierbare Parametrisierung der Ellipse. Durch
Differentiation der Ellipsengleichung nach ¢ bekommen wir dann

290(12213'(1?) +2y(tgzy’<t):0 —  (S5) @) =0

Weil (2/,y’) tangential zur Ellipse verlduft, ist

- (5 8)

ein (sicherlich nicht auf Einheitslinge normierter) Normalenvektor an die Ellipse im Punkt P = (z,y).
Dieser zeigt nach auflen. Die Behauptung wire gezeigt, wenn es uns geldnge zu beweisen, dafl

FP.ii _ FP-i
|F=2|1an 7P| 1an

Mit der wurzelfreien Formel fiir aus dem vorigen Lemma ist das aber nicht mehr schwer.

=

Und im Falle der Parabel verwenden wir ebenfalls eine beliebige stetig differenzierbare Parametrisierung
((t),y(t)), sodal wir durch Ableitung der Parabelgleichung die Identitéit 2yy’ = 2paz’ bekommen, also ist
(p, —y) - (2',9") = 0, und ein Normalenvektor an die Parabel ist demnach

i = ii(P) = (p,—y)-
Es bleibt zu zeigen, dafl

FP.i  (-1,0)-7
|72 17 I7]

was sich ohne Komplikationen nachrechnen 1&ft. |

Als Anwendung betrachten wir eine Parabol-Antenne fiir den Satellitenempfang. Die elektromagnetischen
Wellen treffen parallel zur Parabel-Achse auf der Antenne auf und werden dort reflektiert. Nach dem eben
gezeigten Ergebnis verlaufen alle reflektierten Strahlen durch den Brennpunkt, und wegen der Definition
der Parabel kommen sie alle dort zur gleichen Zeit an (ohne etwaige Ausléschungen durch Laufzeitunter-
schiede zu erleiden). Zur Groflenbetrachtung fiir die Montagegenauigkeit erinnern wir an die Formel ¢ = A\ f
mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 3-10%m/s und der Frequenz f (typischerweise ist f ~ 2Ghz = 2-10%s71),
sodaf sich die Wellenlénge A als A ~ 15cm ergibt.

SchluBendlich betrachten wir einen Planeten auf dessen Bahn um die Sonne. Die Massen von Sonne
und Planeten seien M und m. Der Ursprung des Koordinatensystems sei der Mittelpunkt der Sonne
(genauer wiire: der gemeinsame Massenschwerpunkt des Systems aus Sonne und Planet, aber das ist
praktisch dasselbe wie der Sonnenmittelpunkt). Der Ort des Planeten sei Z = #(t) € R*. Aus Newtons
Gravitationsgesetz und seinem Dritten Axiom bekommen wir dann

ma’ = vam%,
1]

und v ist die Gravitationskonstante. Wir definieren einen Drehimpulsvektor J und einen Achsenvektor A
als

J =7 xm#, A= ——Jx T+ —,

mit x als dem iiblichen Kreuzprodukt im R3.

Lemma 3.26. Die Vektoren J und A sind zeitlich invariant, und sie stehen aufeinander senkrecht.
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Beweis. Weil das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selbst verschwindet, ist

J = xm& +Zxmi =0+ 7 x <7Mm%> =0.
Weiterhin ist -2 [|7||* = 27 - # und somit

d _,_1_d _,271/2 _ 1 _,273/2(:1 _,2_ =3 o5 =
— 17 —a((mn) =5 (I2°) " 5 18l =@~ F - &

was uns dann zu

A= T ) + 7 7
—A=—— ma — — |7 z-7)E
de ~yMm? 12|l
J Z i 1
= ——F X ’yMTI’LT +T - T(ff/)f
yMm? ( |$|3> [T i
@xz)yxz I 1 7 7)7
et = — zZ-7)E
[Exi [
1
=7 (~@x @) x 7+ |7° 7 - (7-7)7)
X
1 S (= = (T = BN = o\ =
= Tk (f(sc (Z-7)— Z(x x)) + (& 2)& f(xx)z)
X
=0

fiihrt. Weiterhin ist J - A = 0, denn ein Kreuzproduktvektor steht immer auf jedem seiner Faktoren
senkrecht. O

Dann folgt, dal Z immer in einer bestimmten auf J senkrechten Ebene bleibt, denn sein Geschwindig-
keitsvektor steht auch auf .J senkrecht. Also verlduft eine Planetenbewegung immer in dieser Ebene. Dort
fithren wir nun ebene Polarkoordinaten (r, ¢) fiir den Vektor & ein, wobei wir den Winkel ¢ ab dem Vektor
A zihlen.

Wir definieren

o= 4] 0.

Es ergeben sich zwei Wege, das Skalarprodukt A - # auszurechnen:

A-5(t) = < ||#(t)| cos o (t) = er(t) cos (t),

R 1 - T
A~f(t): —(fo/)'f+T
YMm 12
1 -
= 3im det(J, 7, %) + || Z||
1 -
= 3im det (7,2, J) + || Z||
1 . R .
— @ X @) T4
-1 o .
B ’YMmQJ S+ ||
2
-1
= W + 7 (t).

Wenn nun A = 0, dann ist r(t) konstant, also liuft der Planet auf einem Kreis. Ansonsten haben wir

2

-

J

W= —t =
1 —ecosp(t) ~ Mm?2 HAH
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Diese Gleichung kennen wir schon als die einheitliche Darstellung fiir eine Ellipse, Parabel, oder einen
Hyperbelast.

Im Falle eines Kometen kann eine Ellipse vorliegen oder ein Hyperbelast, und im Falle eines Planeten tritt
der elliptische Fall ein. Der parabolische Fall ist physikalisch extrem unwahrscheinlich.

Satz 3.27 (Erstes Keplersches Gesetz). Die Planeten bewegen sich auf ihren Bahnen um die Sonne
auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

Nun definieren wir kartesische Koordinaten mit Basisvektoren & || A, & und & || J. Dann ist 23(t) = 0,
und fiir den Drehimpulsvektor haben wir

1 0
—J = 0
m / /
T1Ty — T2Tq
Wir erinnern an einen Satz aus der Analysis.

Satz 3.28. Sei v: [a,b] — R? eine stetig differenzierbare Parametrisierung einer Kurve. Der Ursprung
des R? sei O. Der orientierte Flicheninhalt des Sektors zwischen der Kurve und den Strecken Ov(a),

O~(b) ist gleich

w=3 _ (m2(6)25(0) — a(t)a} (1)

wobei wir hier (x1(t),x2(t)) := v(t) gesetzt haben.

Fiir den Beweis ist es womoglich hilfreich zu wissen, dafl der orientierte Flacheninhalt eines Dreiecks mit
den Ecken P = (p1,p2), @ = (¢1,92), R = (r1,72) gegeben wird durch

1 1 P1 P2

Ag = -det |1 7 q2
2 1

T1 )

Satz 3.29 (Zweites Keplersches Gesetz). Der Leitstrahl der Sonne zum Planeten dberstreicht in
gleichen Zeiten gleiche Flichen.

Beweis. Fiir die durch (z1(t), x2(t)) beschriebene Planetenbewegung haben wir @1 (t)x5(t) — xzo(t)z) () =
Js3/m, was unabhéngig von ¢ ist. Also ist die vom Leitstrahl im Zeitintervall [¢;, t5] iiberstrichene Fliche

gleich (ts — t1) HJH /(2m). O

Die Folgerung ist, dafl ein Planet im sonnennéchsten Punkt seiner Bahn schneller ist als im sonnenfernsten
Punkt.

Satz 3.30 (Drittes Keplersches Gesetz). Die Quadraten der Umlaufzeiten der Planeten sind propor-
tional zu den Kuben der groffen Halbachsenlingen der Ellipse.

Beweis. Sei Ay der Fliacheninhalt der Ellipse mit den Halbachsenldngen a und b. Die Zeit fiir einen Umlauf
sei T'. Dann ist einerseits, wegen des zweiten Keplerschen Gesetzes,

1
Ao =5 |7
" om

Andererseits ist Ag = mab = ma®y/1 — €2, und wir haben auch a = 12 >, mit obigem p. Fiir das Quadrat
des Flacheninhalts ist dann

2
U 111
A = 2 J| T? = n%a*(1 —€?) = 7T2a4% = r?a’ep = a’ S MmE
und das bedeutet tatséachlich
T2 — ﬁaé
M

also genau unsere Behauptung. O
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Als Anwendung kann man so z.B. die Sonnenmasse bestimmen, wenn die Halbachsenlinge a und die
Umlaufzeit T bekannt ist. Wenn weiterhin die Ellipse ungefdhr ein Kreis ist, also a ~ b bzw. € ~ 0, dann
ist der Ellipsenumfang schétzbar als 27a, und die durchschnittliche Geschwindigkeit ist dann

_ 2ma 9 VyM M

ST T sz T gz
Das hat eine iiberraschende Konsequenz fiir die Steuerung eines Satelliten. Wenn dieser z.B. die Erde
umkreist und auf eine niedere Bahn gelenkt werden soll, dann darf man ihn keinesfalls abbremsen, sondern
man muf} ihn beschleunigen.

Als letzte Betrachtung in diesem Kapitel wollen wir erkldren, wo die Bezeichnungen cosinus hyperbolicus
und sinus hyperbolicus herkommen.

Satz 3.31. Wir betrachten einen Sektor im FEinheitskreis mit Flicheninhalt Ay. Wenn der eine Endpunkt
des Sektors der Punkt (1,0) ist, dann ist der andere Endpunkt des Sektors der Punkt (cos(2A4p),sin(24y)).

Beweis. Sei y(t) = (z(t),y(t)) eine beliebige stetig differenzierbare Parametrisierung des Einheitskreises,
mit a <t <b.

Dann ist 2%(t) + y%(t) = 1, nach Ableiten also x(t)a’(t) + y(t)y’(t) = 0. Wir beschriinken unsere Betrach-
tungen auf den Fall, dafi der Kreisbogen zwischen v(a) und ~(b) im ersten Quadranten liegt (um uns
eventuell nétige Diskussion bzgl. Division durch Null und Vorzeichen beim Wurzelziehen zu ersparen).
Der Fldcheninhalt des Sektors zwischen den Punkten y(a) und ~(b) ist dann

Ao = % /t - (a0 (1) — wt)a' )) dt = ; / - (:c(t) e ) y(t)a'(1)) at

—a y(t)
1 /t_b —2'(t) ( Q(t) N 2 1 =n® gy
2 Jima Y1) t=a \/1 — :L'2 2 Jomyi(a) V1—122
1 z=71(b)
= — arccosx
2 z=71(a)

Wenn wir v(a) = (1,0) und (b) = (cos(24y), sin(240)) wihlen, dann ist tatséchlich
~ 1
Ay = §(arccos(cos(2A0)) — arccos(l)) = Ap.

Da diejenige Funktion, die den Offnungswinkel eines Sektors auf dessen Flicheninhalt abbildet, bijektiv
ist, haben wir damit die Behauptung gezeigt. O

Nach dieser Vorbereitung betrachten wir eine entsprechende Situation auf der oberen Hélfte des rechten
Astes der Einheitshyperbel, die durch 22 —y? = 1 beschrieben wird. Der fragliche Sektor hat sein Zentrum
im Ursprung, ein Eckpunkt ist in (1,0), und der andere Eckpunkt sei (X,Y). Dann ist X% — Y2 = 1,
X>1lundY > 0.

Satz 3.32. Wir betrachten einen Sektor an der Einheitshyperbel mit Flicheninhalt Ay. Wenn der ei-
ne Endpunkt des Sektors der Punkt (1,0) ist, dann ist der andere Endpunkt des Sektors der Punkt
(cosh(2A4y), sinh(2A4y)).

Beweis. Sei y(t) = (z(t),y(t)) eine beliebige stetig differenzierbare Parametrisierung des rechten Astes
der Einheitshyperbel, mit a <t < b.
Dann ist 2%(t) — y?(¢) = 1, nach Ableiten also x(t)a’(t) — y(t)y'(t) = 0. Wegen y(t) > 0 ist dann
/ z()'(t)
y(t) = ———=, yt)=22(t) — 1,
0= 25y = Va2
und deshalb ist der Flicheninhalt des Sektors zwischen den Punkten v(a) und ~(b) dann gleich

do-g [ T (ot o) - v ) e = X / T (o0 1020 ) a

— a y(t)

- l/t_bw(xz(t) *yQ(t)) dt—% ( )dt B %/r—wa)) e

2 y(t) vV —y(a) Va?—1
1 z="1(b)

= —Arcosh x
2 z="1(a)
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In unserem Fall ist y(a) = (1,0) und ~(b) = (cosh(2A4y), sinh(2A40)), sodafl wir tatséichlich

Ay = %(Arcosh (cosh(24))) — Arcosh (1)) = A

erhalten, was auch unser Ziel war. O

151

(cosh(2A;), sinh(2A5))
14
0.5

. (1,0)
15 05 0 05 15 2 25 3 35 i
-0.54
14
151
Abbildung 3.13: Ein Sektor an der Einheitshyperbel
1.24
(cos(2A,),siN(2A,))

(1,0)
12 14 16 18

Abbildung 3.14: Ein Sektor am Einheitskreis



Kapitel 4

Geometrie an Dreiecken und Kreisen

4.1 Grundlagen

Zunéchst stellen wir dar, wie in [9] iibliche geometrische Aussagen aus den Axiomen hergeleitet werden.
Startend von den Axiomengruppen I, IT, IIT wird (unter anderem) gezeigt:

e der Basiswinkelsatz (im gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel kongruent),

e die Kongruenzsiatze SWS, WSW, SSS,

e die Kongruenz von Strecken ist eine Aquivalenzrelation, die Kongruenz von Winkeln auch,

e alle rechten Winkel sind kongruent,

e bei jedem Dreieck ist jeder Auflenwinkel gréfer als jeder nichtanliegende Innenwinkel,

e in jedem Dreieck liegt der groBlere Winkel der grofleren Seite gegeniiber,

o der Basiswinkelsatz hat eine Umkehrung,

e der Kongruenzsatz SWW gilt.
Erst danach wird das Parallelenaxiom mit hinzugenommen, und jetzt kann gezeigt werden:

e der Stufenwinkelsatz, der Wechselwinkelsatz, und deren Umkehrungen,

e die Parallelitéitsrelation ist transitiv,

e der Innenwinkelsatz im Dreieck,

e durch drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte geht genau ein Kreis,

e der Satz iiber die Innenwinkel im Sehnenviereck, der Peripheriewinkelsatz.

AnschlieBend werden die Stetigkeitsaxiome (Gruppe V) hinzugefiigt. Eine konkrete Anwendung dafiir
wird in [9] nicht sofort présentiert. Andererseits ist z.B. das Vollsténdigkeitsaxiom fiir den Beweis der
folgenden Aussage unverzichtbar: sei A ein Punkt innerhalb eines Kreises und B ein Punkt auflerhalb;
dann schneidet die Strecke AB den Kreis in mindestens einem Punkte.

Dann wird bewiesen:
e die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems,
e die Unabhingigkeit der Axiomengruppen III, IV, V von den iibrigen,
° Ahnlichkeitss'a’utze,

e Sitze iiber Flicheninhalte.

61
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Es lohnt sich anzuschauen, wie in [9] der Fldcheninhaltsbegriff definiert worden ist. Der naive Zugang, z.B.
den Inhalt von Dreiecken {iber die Regel ,,Grundseite mal Hohe durch zwei“ zu definieren, bringt sofort
eine erste Hiirde mit sich: nédmlich zu zeigen, dafl bei jeder der drei moglichen Wahlen fiir die Grundseite
sich derselbe Wert fiir den Flidcheninhalt ergibt. Durch Betrachtung von geeigneten #hnlichen Dreiecken
148t sich dies noch bewéltigen. Aber schon der néchste Versuch, den Fldcheninhalt eines konvexen Vierecks
zu definieren iiber Zerlegung in zwei Dreiecke entlang der Diagonalen, hat erneut ein Problem: denn es
gibt zwei Diagonalen, und wieder ist es nicht klar, wieso bei den beiden Zerlegungen sich derselbe Wert
fiir den Flédcheninhalt des Vierecks ergeben sollte.

Wir wollen diesen Verweis auf [9] hier beenden und uns jetzt selbst in die Geometrie stiirzen. Die von uns
verwendeten Aussagen sollen sein: alle Axiome des Hilbertschen Systems, die iiblichen Sétze zu Winkeln
am Dreieck, die Kongruenzsitze fiir Dreiecke, die Strahlensiitze und Ahnlichkeitsséitze.

Damit wir es konkret haben:

e die Kongruenzsitze SSS, SWS, WSW, sSW deklarieren wir als Begriindungsbasis;

e die Definition eines Nebenwinkelpaares beweist sofort den Nebenwinkelsatz;

der Scheitelwinkelsatz beweist sich durch zweimalige Anwendung des Nebenwinkelsatzes;

die Sitze tiber Winkel an geschnittenen Parallelen beweist man iiber Parallelverschiebung, gef. noch
mit Scheitelwinkelsatz;

der Basiswinkelsatz folgt durch Halbieren der Basis und SSS;

der Innenwinkelsummensatz und der Auflenwinkelsatz beweisen sich iiber die Winkelsédtze an ge-
schnittenen Parallelen.

Der Kongruenzsatz sSW lautet korrekt wie folgt: ,,Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Sei-
ten und einem Winkel iibereinstimmen, wobei der Winkel der grifleren Seite gegeniiberliegt“. Manche
Schulbiicher schreiben stattdessen: ,Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und einem
Winkel iibereinstimmen, wobei der Winkel der grifsten Seite gegeniiberliegt“. Diese zweite Variante ist
falsch, und ein Gegenbeispiel findet sich in Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1: Eine Konstruktionsaufgabe mit zwei Losungen: zu konstruieren ist ein Dreieck mit den
Kantenléingen 3 und 5 und dem Innenwinkel 90°, wobei der Winkel der grdfiten Seite gegeniiberliegen soll.

Bis hierhin war es einfach (die Beweise brauchen nur wenige Zeilen), aber jetzt wird es schwieriger: Die
Ahnlichkeit von Dreiecken definieren wir iiber die Gleichheit zweier entsprechender Winkel. Dann gibt es
einen Ahnlichkeitssatz: wenn zwei Dreiecke mit Innenwinkeln o, 3, v baw. o, ', v einander #hnlich sind,
also @« = o/ und 8 = f/, dann gilt fiir die entsprechend getauften Kantenldngen, dafl a : ' = b : V. Der
Beweis dafiir ist mithsam (Hilbert braucht in [9] etwa 10 Seiten). Die anschlieflenden Strahlensétze sind
dann wieder recht einfach:
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Satz 4.1 (Erster Strahlensatz). Seien g und g’ zwei Geraden mit Schnittpunkt Z, und seien A, B
Punkte auf g sowie A’, B’ Punkte auf ¢'.

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann: wenn AA' | BB, dann ist |ZA|: |ZB| = |ZA'|: |ZB'|, und die
Punkte Z, A, B liegen in derselben Reihenfolge auf der Geraden g wie die Punkte Z, A', B" auf g'.

Satz 4.2 (Umkehrung des ersten Strahlensatzes). Seien g und g’ zwei Geraden mit Schnittpunkt
7, und seien A, B Punkte auf g sowie A', B' Punkte auf g'.

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann: wenn die Punkte Z, A, B in derselben Reihenfolge auf der Geraden
g liegen wie die Punkte Z, A’, B" auf ¢', und wenn |ZA|: |ZB| = |ZA'|: |ZB'|, dann ist AA" | BB'.

Satz 4.3 (Zweiter Strahlensatz). Seien g und ¢’ zwei Geraden mit Schnittpunkt Z, und seien A, B
Punkte auf g sowie A’, B’ Punkte auf ¢'.

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann: wenn AA' || BB', dann ist |AA'|: |BB'| = |ZA|: |ZB|, und die
Punkte Z, A, B liegen in derselben Reihenfolge auf der Geraden g wie die Punkte Z, A', B" auf g'.

Die Umkehrung des zweiten Strahlensatzes ist falsch, siehe Abbildung 4.2.

Abbildung 4.2: Zur Umkehrung des zweiten Strahlensatzes

Auf dieser Grundlage entwickeln wir jetzt unsere Geometrie.

Lemma 4.4 (Mittelsenkrechte). Seien A und B zwei verschiedene Punkte der Ebene. Wenn dann fir
einen Punkt C gilt, dafy AC = CB, dann liegt C auf der eindeutig bestimmten Geraden, die senkrecht
auf der Geraden AB steht und durch den Mittelpunkt der Strecke AB verliuft (diese Gerade nennen wir
Mittelsenkrechte von AB).

Umgekehrt: wenn C auf der Mittelsenkrechten von AB liegt, dann ist AC = CB.
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Beuweisskizze. Ubungsaufgabe. Der erste Teil folgt aus dem zweiten und der Dreiecksungleichung, vgl. den
Beweis zu Lemma 3.18. O

Ubungsaufgabe 4.1 (1. Mathematik—Olympiade 1961/62, Klassenstufe 8, Landkreisrunde).
Konnen zwei Sehnen eines Kreises, die nicht Durchmesser sind, einander halbieren ¢ Die Antwort ist zu
begriinden.

Zur Klarstellung vereinbaren wir, dafy Dreiecke gebildet werden von drei paarweise verschiedenen Punkten,
die nicht auf derselben Geraden liegen.

Lemma 4.5 (Umkreismittelpunkt und Mittelsenkrechte). Die drei Mittelsenkrechten der drei Kan-
ten eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkte. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt des eindeutig
bestimmten Kreises, der durch die drei Ecken des Dreiecks geht (Umkreis des Dreiecks genannt).

Beweisskizze. Wir wahlen zwei Mittelsenkrechten aus. Diese sind nicht parallel, denn die drei Ecken des
Dreiecks liegen nicht auf derselben Geraden. Also schneiden diese beiden Mittelsenkrechten einander. Nun
wende man die Transitivitat der Streckenldngengleichheitsrelation an. |

Analog zu Mittelsenkrechten auf Strecken betrachten wir Halbierende von Winkeln. Hierbei definieren wir
den Abstand eines Punktes zu einer Geraden als die Lénge des Lotes von diesem Punkt auf die Gerade.
Ein Lot ist dadurch definiert, dafl am Lotfufpunkt ein rechter Winkel besteht. Rechte Winkel sind dadurch
definiert, daf sie zu ihrem Nebenwinkel kongruent sind (die hiufig anzutreffende Definition eines rechten
Winkels iiber die Grofienangabe 90° geht am Kern der Sache vorbei). Der Auflenwinkelsatz gibt uns die
Eindeutigkeit des Lotes.

—
Lemma 4.6 (Halbierende eines Winkels). Seien OA und OB zwei verschiedenen Halbstrahlen in der
FEbene, die einen Winkel zwischen sich bilden.

Wenn dann fiir einen Punkt C in diesem Winkel gilt, daf$ C' von der Geraden OA denselben Abstand hat
wie von der Geraden OB, dann ist ZBOC = ZCOB (dann liegt also C' auf der Winkelhalbierenden ).

Umgekehrt: wenn C auf der Winkelhalbierenden des Winkels Z BOA liegt, dann hat C' von OA denselben
Abstand wie von OB.

Beuweisskizze. Ubungsaufgabe. Der erste Teil folgt aus dem zweiten und der Dreiecksungleichung, vgl. den
Beweis zu Lemma 3.18. O

Lemma 4.7 (Inkreismittelpunkt). Die drei Winkelhalbierenden der drei Innenwinkel eines Dreiecks
schneiden einander in einem Punkte I. Es gibt genau einen Kreis (Inkreis des Dreiecks genannt), der
jede Dreieckskante beriihrt. Dieser Kreis hat I als Mittelpunkt.

Beuweisskizze. Ubungsaufgabe. Man studiere den Beweis der Aussage iiber den gemeinsamen Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten. O

Lemma 4.8 (Drei Ankreismittelpunkte). In jedem Dreieck gilt an jeder seiner Ecken, daf$ dort die
Innenwinkelhalbierende und die AufSenwinkelhalbierende aufeinander senkrecht stehen. Weiterhin gilt myit
einer Bezeichnung A, B, C fir die Ecken (und a, b, ¢ fir die Kanten): die Innenwinkelhalbierende bei
A und die beiden Auflenwinkelhalbierenden bei B und bei C schneiden einander in einem Punkte 1. Es
gibt genau einen Kreis (Ankreis des Dreiecks genannt), der a beriihrt und die Verlingerungen von b und
¢ auch beriihrt. Dieser Kreis hat 14 als Mittelpunkt.

Ubungsaufgabe 4.2. Zeigen Sie, daff eine Gerade einen Kreis nicht in drei verschiedenen Punkten
schneiden kann.

Definition 4.9. Eine Tangente an einem Kreis ist eine Gerade, die mit dem Kreis genau einen Punkt
gemeinsam hat.
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Lemma 4.10. FEs sei w ein Kreis mit Mittelpunkt M, und sei P € w. Mit diesen Bezeichungen gilt dann:
Wenn g eine Tangente an w ist mit P € g, dann ist g 1L M P.
Umgekehrt: wenn g eine Gerade durch P ist mit g L. M P, dann ist g eine Tangente an w.

Beweis. Zur ersten Aussage: Wir fillen das Lot von M auf g, und der Lotfulpunkt heifle H. Im Fall
H = P ist nichts zu beweisen. Betrachte jetzt den Fall H # P. Dann ist A MHP ein Dreieck mit
(positiven Kantenlingen und) rechtem Winkel bei H. Wir tragen die Strecke H P entlang von g am Punkt
H an und bekommen einen Punkt P’ # P. Die Dreiecke A M HP und A M HP’ sind kongruent wegen
SWS. Also ist |M P| = |[M P’|, womit auch P’ auf w liegt. Damit haben dann aber g und w zwei Punkte
gemeinsam, nidmlich P und P’, Widerspruch zur Tangentendefinition.

Zum Beweis der zweiten Aussage nehmen wir an, dal g noch einen zweiten Punkt P’ # P mit dem
Kreis w gemeinsam hat. Dann ist |[MP| = |MP’|, also ist das Dreieck A M PP’ gleichschenklig. Der
Innenwinkel bei P ist 90°, und der Innenwinkel bei P’ ebenfalls (Basiswinkelsatz). Wegen des Satzes iiber
die Innenwinkelsumme im Dreick kann dann der Innenwinkel bei M nur den Wert Null haben, also liegen
M, P, P auf einer Geraden. Aus der Dreiecksungleichung folgt dann |PP’| = 0, im Widerspruch zu
P#P. O

Satz 4.11. Sei w ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r, und sei A ein Punkt aufSerhalb von w.

Dann gibt es genau zwei Tangenten durch A an den Kreis w. Die beiden Tangentenberiihrpunkte sind von
A gleich weit entfernt.

Die Aussage ist geometrisch plausibel und eine ideale Gelegenheit, das Fiithren von Beweisen zu iiben.

Beweis. Sei g eine Tangente durch A an den Kreis w. Dann hat g genau einen Punkt mit w gemeinsam,
den wir P taufen. Vom Dreieck A M PA sind dann drei Stiicke bekannt: die Kantenlinge |M P| = r, die
Kantenlinge |MA|, und der rechte Innenwinkel bei P. Weil A auBlerhalb des Kreises liegt, ist |[MA| >
|MP|.

Damit wird der Kongruenzsatz sSW anwendbar, und die Innenwinkel bei A und bei M sind eindeutig
bestimmt. Wir konstruieren ein Dreieck A M’'P’A’ aus den drei Stiicken |M'P'| = r, IM'A'| = |[MA|,
und einem rechten Innenwinkel bei P’. Dieses Dreieck ist bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt. Den
Innenwinkel bei A’ nennen wir o, den bei M’ nennen wir .

Dann muf} der Innenwinkel im Dreick A M P A bei A ebenfalls « sein, und der Innenwinkel bei M gleich p.
Es gibt genau zwei Mo6glichkeiten, ein solches Dreieck zu konstruieren, ndmlich jeweils eins pro Halbebene,
in die die Gerade M A die Ebene zerlegt.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl man wirklich je eine Tangente erhélt, wenn man diese Konstruktion vollzieht.
Das ergibt sich aber aus dem zweiten Teil von Lemma 4.10. O

Ubungsaufgabe: Finden Sie die Stelle, an der der Versuch einer analogen Beweisfiihrung fir den Fall,
daf$ A innerhalb von w liegt, zusammenbricht.

Die folgenden Aufgaben vernetzen kongruente Dreiecke mit linearen Gleichungssystemen.

Ubungsaufgabe 4.3 (10. Mathematikolympiade 1970/71, Klassenstufe 8, Schulrunde). Es sei
A ABC ein beliebiges Dreieck, und es sei D der Berihrungspunkt des Inkreises des Dreiecks AN ABC mit
der Seite AB.

Beweise: die Linge der Strecke AD st gleich der Differenz aus dem halben Umfang des Dreiecks und der
Linge der Seite BC'.

Ubungsaufgab_e 4.4. Sei AN ABC ein Dreieck. Der Inkreis beriihre die Kante BC im Punkte P, und der
an der Kante BC' anliegende Ankreis des Dreiecks beriihre die Kante BC' in Q.

Zeigen Sie, daf$ dann |BP| = |QC].

Siehe auch Aufgabe A.6.
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Durch Ahnlichkeitsbetrachtungen von Hilfsdreiecken zeigt man, daf bei jedem Dreieck mit Kantenlingen
a, b, c und zugehorigen Hohenldngen hg,, hy, he gilt: ahg, = bhy = ch.

Durch Kongruenzbetrachtungen geeigneter Hilfsdreiecke zeigt man, dafl kongruente Dreiecke auch kon-
gruente Hohen haben.

Satz 4.12 (Kathetensatz). Sei A ABC' ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei C und Kan-
tenldingen a, b, ¢ in tblicher Bezeichnungsweise. Der HohenfufSipunkt der Héhe durch C sei He. Sei
q = |BHc¢|. Dann gilt a*> = qc.

Beweisskizze. Wir errichten iiber der Kante BC' ein Quadrat nach aufien, dessen Ecken wir (bei kreisférmi-
gem Durchlauf des Kantenzugs) mit BCDE bezeichnen. Uber der Strecke Ho B errichten wir ein Rechteck
nach auen, das die Kantenldngen | Ho B| und ¢ hat. Dieses Rechteck heiflie Ho BFG. Die Dreiecke A FBC
und A ABE sind wegen SW S kongruent, haben also gleichlange einander entsprechende Hohen. Im Drei-
eck A FBC hat die der Kante ¢ = |F B| zugehorige Hohe die Linge ¢, und im Dreieck A ABE hat die

der Kante a = | BE| zugehorige Hohe die Liinge a. Also ist cq = a®. O

Korollar 4.13 (Pythagoras). In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Hypotenusenquadrat genauso grof3
wie die Summe der Kathetenquadrate.

Ubungsaufgabe 4.5. Beweisen Sie die Umkehrung des Satzes von Pythagoras: wenn fir die Kan-
tenlingen a, b, ¢ eines Dreiecks gilt, dafl a® + b*> = ¢?, dann ist dieses Dreieck rechtwinklig, und c liegt
dem rechten Winkel gegentiber.

Satz 4.14 (Hohensatz). In jedem rechtwinkligen Dreieck (mit den Bezeichnungen wie in Satz 4.12) gilt
|AHc| - |[HeB| = |CHcl|?.

Beweisskizze. Man untersuche die Dreiecke A ACH¢ und A BCHe auf Ahnlichkeit. O

Formulierung und Beweis von Umkehrungen zu Kathetensatz und Hohensatz bleiben den Studierenden
iiberlassen, zum Zwecke des Trainierens der Kommunikationskompetenz.

Definition 4.15 (Winkelnotation). Seien O, A, B verschiedene Punkte in der Ebene. Unter der For-
mulierung o« = ZAOB wverstehen wir folgendes: wenn der Strahl 071 im Punkt O um den Winkel o im
Gegenuhrzeigersinn gedreht wird, dann liegt dessen Bild auf dem Strahle O?

Im Unterschied zu [9] lassen wir also ab jetzt auch Winkel mit Gréfien zwischen 180° und 360° zu.

Weiterhin unterscheiden wir zwar bei Strecken zwischen der Strecke (z.B. AB) als geometrischem Objekt
und deren Linge |AB| als Mafizahl. Wir verzichten aber darauf, bei Winkeln gleichermafien zu unterschei-
den zwischen dem geometrischen Objekt und einer Mafizahl als Winkelgrofle.

Wir kommen zu einem ersten Hohepunkt der Kreisgeometrie, aus dem dann weitere Sétze sich durch
einfachste Folgerungen ergeben:

Satz 4.16 (Peripherie—Zentri—Winkelsatz). Sei w ein Kreis mit Mittelpunkt M, und seien A, B, C
Punkte auf w. Dann ist ZAMB =2/ACB.

Beweis. Wir betrachten die Gerade C' M, die den Kreis w in einem weiteren Punkte C” schneidet. Basis-
winkelsatz im und Auflenwinkelsatz am Dreieck A AMC' liefern uns ZAMC' = 2/ACM. Analog folgt
ZC'MB = 2/MCB durch Basiswinkelsatz im und Auflenwinkelsatz am Dreieck BMC. Je nachdem,
ob M im Winkelfeld des Winkels ZACB liegt oder nicht, addiert bzw. subtrahiert man diese beiden
Gleichungen, woraus die Behauptung folgt. O

Die einfachsten Folgerungen sind dann:

Korollar 4.17 (Satz des Thales). Sei ein Halbkreisbogen iiber der Strecke AB gegeben. Mit dieser
Bezeichnung gilt: wenn C auf dem Halbkreisbogen liegt, dann ist N ABC' rechtwinklig mit rechtem Winkel
bei C.
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Beweis. Der Zentriwinkel betragt 180°, und 90 ist die Hilfte von 180. O

Korollar 4.18 (Peripheriewinkelsatz). Peripheriewinkel iber dem gleichen Bogen sind gleich. Oder
genauer: seiw ein Kreis, und seien A, B, C, D verschiedene Punkte aufw, sodaf$ C und D auf derselben
Seite der Geraden AB liegen. Dann ist ZACB = /ADB.

Korollar 4.19 (Gegenwinkel im Sehnenviereck). In jedem Sehnenviereck (also einem konvexen Vier-
eck, das einen Umkreis besitzt) erginzen gegeniiberliegende Innenwinkel einander zu 180°.

Beweis. Die zugehorigen Zentriwinkel ergénzen einander zu 360°, und 180 ist die Héilfte von 360. O

Fiir alle diese Sétze gelten auch die Umkehrungen, von denen wir einige zeigen:

Satz 4.20 (Umkehrung des Thalessatzes). Sei ein Halbkreisbogen iiber der Strecke AB gegeben. Mit
dieser Bezeichnung gilt: wenn AN ABC' rechtwinklig ist mit rechtem Winkel bei C, dann liegt C' auf dem
Halbkreisbogen.

Beweis. Sei M der Mittelpunkt von AB. Es ist M der Mittelpunkt des Halbkreisbogens, und es reicht zu
zeigen, dafl |[MC| = |M A|, also dafl M der Umkreismittelpunkt von A ABC' ist. Nun ist wegen Lemma 4.5
der Umkreismittelpunkt aber stets gleich dem gemeinsamen Schnittpunkt der Mittelsenkrechten. Wegen
der Rechtwinkligkeit von A ABC' und des ersten Strahlensatzes schneiden jedoch die drei Mittelsenkrech-
ten von A ABC einander in M. O

Satz 4.21 (Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes). Seien A, B, C, D verschiedene Punkte mit
ZACB = ZADB ¢ {0°,180°}, wobei C' und D auf derselben Seite der Geraden AB liegen. Dann gibt es
einen Kreis, auf dem alle vier Punkte liegen.

Beweis. Wir betrachten den Kreis durch die Punkte A, B, C.

Fall 1: D liegt auf diesem Kreis: dann ist nichts mehr zu tun.

Fall 2: D liegt auflerhalb dieses Kreises: dann vergrofliern wir den Kreis, in dem wir seinen Mittel-
punkt auf der Mittelsenkrechten zu AB von der Geraden AB wegschieben, sodafl der Kreis aber
immer durch die Punkte A und B verlduft. Weil C' und D auf derselben Seite der Geraden AB
liegen, liegt dann irgendwann D auf dem Kreise und C in seinem Innern. Die weitere Diskussion
verlduft wie im Fall 3.

Fall 3: D liegt innerhalb dieses Kreises w: wir verlingern die Strecke AD iiber D hinaus, bis wir
den Kreis w treffen. Es ergibt sich ein Punkt D’. Laut Voraussetzung ist ZADB = ZACB, und
laut Peripheriewinkelsatz ist ZACB = ZAD'B. Also ist ZADB = ZAD’'B. Laut Umkehrung des
Stufenwinkelsatzes sind dann die Geraden DB und D’B parallel. Beide Geraden laufen durch B,
also sind die Geraden gleich, also liegen D, D’ und B auf einer Geraden. Auf der Geraden durch D
und D’ liegt aber auch A, also liegen A, D, B auf einer Geraden, im Widerspruch zur Voraussetzung.

O

Korollar 4.22. Die Umkehrung des Satzes tber die Gegenwinkel im Sehnenviereck gilt.

Wir kénnen im Peripheriewinkelsatz auch zulassen, dafl C' und D auf verschiedenen Seiten von AB liegen,
wenn wir die Winkelgleichheitsrelation abschwichen. Der entstehende Satz kann als eine Vereinigung vom
Peripheriewinkelsatz und vom Satz iiber die Gegenwinkel im Sehnenviereck angesehen werden:

Satz 4.23. Seien A, B, C, D wverschiedene Punkte. Dann gibt es genau dann einen Kreis durch diese
vier Punkte, wenn ZACB = ZADB mod 180°. Hierbei erfolgt die Winkelmessung (wie immer) gemdif
Definition 4.15.

Die Umkehrung zum Peripherie-Zentri-Winkelsatz 148t sich mittels der Umkehrung des Peripheriewin-
kelsatzes sehr schnell beweisen.

Satz 4.24 (Seﬁen—Tangentenwinkelsatz). Seien A und B zwei verschiedene Punkte auf einem Kreis
w. Die Sehne AB und die Tangente in A schliefen einen Winkel kleiner als 90° ein, den wir o nennen.
Dann hat jeder Winkel tiber der Sehne AB ebenfalls die Grifie o oder 180° — «.
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Damit verfiigen wir iiber mehrere Werkzeuge, in einer geometrischen Konfiguration einen Winkel woanders
mit gleicher Gréfie wiederzufinden. Diese Methode wird im Jargon auch als Winkeljagd bezeichnet. Siehe
dazu die Ubungsaufgaben A.9, A.12, A.13.

Satz 4.25 (Sekantensatz mit Umkehrung). Seien ﬁ, O? verschiedene Strahlen, auf denen jeweils
noch ein weiterer Punkt A’ bzw. B’ liegen mdge.

Wenn A, A', B, B" auf einem Kreis liegen, dann ist |OA| - |OA'| = |OB] - |OB’|, und umgekehrt.
Beweisskizze. Peripheriewinkelsatz, Jagd nach gleichen Winkeln, dhnliche Dreiecke. |

Analog beweisen sich die beiden folgenden Ergebnisse.

Satz 4.26 (Sehnen—Tangentensatz mit Umkehrung). Sei ﬁ ein Strahl mit einem weiteren Punkt
A’ darauf, und sei T ein weiterer Punkt, der nicht auf der Geraden AA’ liegt.

Wenn T, A, A’ auf einem Kreis liegen, fiir den OT eine Tangente ist, dann ist |OA|-|OA’| = |OT|?, und
umgekehrt.

Satz 4.27 (Sehnensatz mit Umkehrung). Seien AC und BD zwei Strecken, die einander in einem
inneren Punkt P schneiden.

Wenn A, B, C, D auf einem Kreis liegen, dann ist |PA| - |PC| = |PB| - |PD|, und umgekehrt.

Ubungsaufgabe: (14. Mathematik—Olympiade 1974/1975, Klassenstufe 9, Landkreisrunde)

Sei AN ABC' ein spitzwinkliges Dreieck. Die HohenfufSpunkte sollen Hy, Hp, Ho (in naheliegender Be-
zeichnungsweise) heiffen. Der Schnittpunkt der Strecken AH 4 und BHp heiffe S. Dann ist |AS|-|SHa| =
|BS|-|SHg].

Beachte, dafl daraus keineswegs folgt, dafl die drei Hohen einander in einem Punkt schneiden. Der Satz
iiber den gemeinsamen Hohenschnittpunkt wird uns instantan entgegenpurzeln, wenn wir demnéchst den
Satz des CEVA in seiner trigonometrischen Form zeigen. Es gibt aber auch einen Beweis zu Fuf3:

Satz 4.28 (Hohenschnittpunkt). Sei A ABC' ein Dreieck, und seien ha, hp, ho die Hohengeraden
durch die Ecken A, B, C. Dann schneiden hy, hp, ho einander in einem Punkte.

Beweis. Die drei Hohenfufpunkte taufen wir H4, Hp, He.

Wir unterscheiden drei Falle:

Sei A ABC' rechtwinklig mit rechtem Winkel bei A: die drei Hohen verlaufen durch den Punkt A.

Sei A ABC spitzwinklig: dann sind die Geraden h 4, hp, he genau die Winkelhalbierenden im Dreieck
N\ HaHpHc, siehe Ubungsaufgabe A.9'. Aus Lemma 4.7 folgt die Behauptung.

Sei A ABC stumpfwinklig mit stumpfem Winkel bei A: es liegt H4 zwischen B und C, und es
liegt A zwischen Hp und C, und A liegt auch zwischen B und He. Wir haben
e cin Sehnenviereck AH-CH 4 im Thaleskreis iiber dem Durchmesser AC,
e cin Sehnenviereck BHpAH 4 im Thaleskreis iiber dem Durchmesser BA,

e cin Sehnenviereck C HoHp B im Thaleskreis iiber dem Durchmesser CB.

IDies war im Schuljahr 1970/1971 eine Aufgabe in der Bezirksrunde der Mathematikolympiade fiir die Klassenstufe 8.
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Der Peripheriewinkelsatz (zweimal) gibt uns

Y= ZHACA = ZHAHcA,
Y= ZBCHB == ZBHcHB,

also ist LZHpHoHp = 27, und dieser Winkel wird halbiert von der Geraden c.
Analog ist /ZHoHpH 4 = 20, und dieser Winkel wird halbiert von der Geraden b.

Der Innenwinkelsummensatz in A AHcC' liefert ZACH¢o = 90° — «, und der Peripheriewinkelsatz
bringt uns dann zu ZAH,Ho = ZACHg = 90° — a.

Analog ist ZHpH A = 90° — «.
Es folgt ZHpH sHe =2 - (90° — «), und dieser Winkel wird halbiert von der Hohengeraden h,.

Wir betrachten A HoHpgH¢: es ist h, die Innenwinkelhalbierende bei H 4; hy ist wegen Lemma 4.8
die Aulenwinkelhalbierende bei Hp, und analog ist h. die Auflenwinkelhalbierende bei H¢.

Wegen Lemma 4.8 schneiden also hg, hy, h. einander in einem Punkt, und dieser ist der Mittelpunkt
des Ankreises des Dreiecks HoHgHg zur Kante HgHe.

O

Dieser Tanz mit drei Sehnenvierecken war so erfrischend, daf§ wir gleich noch eine Runde drehen wollen:

Satz 4.29 (Simson—Gerade?). Sei A ABC ein Dreieck, auf dessen Umkreis noch ein weiterer Punkt P
liege. Die LotfufSpunkte von P auf die Geraden AB, BC, C A sollen C', A’, B" heifien.

Dann liegen A', B', C' auf einer Geraden.

Ubungsaufgabe: Visualisieren Sie diese Konfiguration mit Software zur dynamischen Geometrie, wie
z.B. GeoGebra.

Zum Bweis brauchen wir ein kleines Hilfsergebnis: seien U, V, W, X vier verschiedene Punkte. Dann gilt:
UV, W kollinear <= ZXVU=ZXVW mod 180°, (4.1)

und zwar unabhéngig davon, wer von den Punkten U, V', W zwischen den beiden anderen liegt.

Beweis. Zunéchst formen die Punkte A, B, C', P ein Sehnenviereck.

Weiterhin ist PA’ 1 BC, also auch PA” 1 BA". Analog ist PC" L AB, also auch PC” 1 BC". Also liegen
C" und A’ auf dem Thaleskreise iiber der Strecke BP, und deshalb formen die Punkte B, A’, P, C’ ein
Sehnenviereck.

Mit entsprechenden Begriindungen erkennt man, da§ auch die Punkte B’, A, P, C’ ein Sehnenviereck
bilden, und die Punkte B’, A’, P, C' ebenfalls.

Dann haben wir

/PA'C' = Z/ZPBC’ mod 180° (B, A’, P, C’ bilden Sehnenviereck)
= /PBA mod 180° (4.1)
= /PCA mod 180° (A, B, C, P bilden Sehnenviereck)
= /PCB’ mod 180° (4.1)
= /PA’B’ mod 180° (B', A’, P, C bilden Sehnenviereck).

Wegen (4.1) sind dann A’, B’, C’ tatséchlich kollinear. O

2 angeblich von Robert Simson (1687—1768), tatsichlich aber 1797 von William Wallace (1768-1843) entdeckt.
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4.2 Die Theoreme von Ceva und Menelaos @

Das Konzept der gerichteten Streckenlinge vereinfacht einiges:

Definition 4.30. Sei g eine Gerade, die wir mit einer Orientierung ausstatten. Das heifst, wir legen einen
Vektor b #* 0 fest, der parallel zu g zeigt. Die zu g parallelen Geraden statten wir auch mit b aus.

Wenn A und B zwei Punkte auf g sind, dann definieren wir die gerichtete Streckenlidnge |AB| := |AB],
wenn der Vektor AB in dieselbe Richtung zeigt wie b, und wir definieren |AB| := —|AB|, wenn ﬁ in
die entgegengesetzte Richtung zeigt wie b.

Die gerichteten Streckenlédngen sind reelle Zahlen. Wir vereinbaren, dafl wir solche Streckenldngen ad-
dieren/subtrahieren/multiplizieren/dividieren kénnen, wenn sie von Strecken stammen, die auf derselben
oder auf zueinander parallelen Geraden liegen. Falls die zugrundeliegenden Geraden nichtparallel zuein-
ander sind, sollen gerichtete Streckenldngen nicht miteinander verrechnet werden kénnen.

Der Vorteil ist jetzt z.B., daB fiir drei Punkte A, B, C auf derselben Geraden stets gilt, da§ |AB|+|BC| =
|AC|. Fiir die traditionellen Streckenlingen gilt dies offensichtlich nur, wenn B zwischen A, C liegt.

Lemma 4.31. Fir das Teilverhdltnis aus Definition 2.12 gilt

AC]  [CA]

V(A, B;C) = LCBJ LBCJ

Theorem 4.32 (Menelaos (100 n.Chr.)). Sei A ABC' ein Dreieck, dessen Kantengeraden a, b, ¢ in
iblicher Weise benannt sind (a liegt A gegeniiber usw.).

Fiir eine beliebige Gerade p in der Ebene definieren wir drei Punkte A', B’, C' wie folgt:
{A"} :=pnNa, {B'} :==pnNb, {C"}:=pnec.

Dann ist

[AB'] |[CA"] |BC|

|B'C| |A'B| [C'A] =t

Die Multiplikationen links sind Multiplikationen von reellen Zahlen, nicht von gerichteten Streckenldngen.

Beweis. Die Lote von A, B, C auf p taufen wir A”, B”, C"”. Dann liefert uns der Strahlensatz, dafl
|AB'] LAA” |

Bc] [oc)
|CA'] LCC” |
|A'B] — |BB"|
|BC"] _ [BB"]
[C'A| |AA"]"
Multiplikation dieser drei Gleichungen ergibt die Behauptung. O

Die Umkehrung gilt, was wir aber nicht beweisen werden.

Theorem 4.33 (Ceva (1647-1734)). Sei A ABC ein Dreieck, dessen Kantengeraden a, b, ¢ in iblicher
Weise benannt sind (a liegt A gegeniiber usw.).

Fiir einen beliebigen Punkt P in der Ebene definieren wir drei Geraden o', V', ¢ wie folgt:

a' = PA, b = PB, c = PC.

Anschliefend definieren wir drei Hilfspunkte {A} :=ana’, {B} :=bN¥, {C} :=cn.
Dann st

[AB)] |CA] |BC)

(CB| |AB] LC‘AJ:JA'
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Hierbei (und fiir den Rest dieses Kapitels) nehmen wir an: iiberall, wo vom Schnittpunkt zweier Geraden
die Rede ist, gilt die ungeschriebene Zusatzvoraussetzung, dal diese Geraden einander nicht parallel sein
mogen (in der projektiven Geometrie werden wir diese nervige Zusatzvoraussetzung loswerden).

Beweis. Wir wenden das Theorem des Menelaos auf das Dreieck A ACA an, welches von der Geraden
durch B, P, B geschnitten wird. Dann ist

|AB] |CB] |AP| _

|BC| |BA| |PA]

Anschliefiend wenden wir das Theorem des Menelaos auf das Dreieck A AAB an, welches von der Geraden
durch C, C, P geschnitten wird:

LBéj.pUH.LACJ:_J
|CA| |PA] |CB] '

Wir multiplizieren diese beiden Gleichungen und sind dann schnell fertig. O

Es ist eine schone Ubungsaufgabe sich zu iiberlegen, wie die Umkehrung des Theorems von Ceva mithilfe
desselben bewiesen werden kann. Die Umkehrung wurde schon von YUSUF AL-MU'TAMAN IBN HUD
(=~ 1080) gefunden [10], einem maurischen Kénig von Zaragoza.

In einem gewissen Sinne sind das Theorem von Menelaos und das Theorem von Ceva dual zueinander.
Darunter wollen wir verstehen, daff sich das eine Theorem aus dem anderen (fast) ergibt, in dem man
konsequent die Begriffe gegeneinander austauscht wie folgt:

Punkt +— Gerade, Schnittpunkt +— Verbindungsgerade

Der tiefere Grund, warum diese Dualitit nicht ganz aufgeht (und weshalb wir die getildeten Hilfspunk-
te einfiihren mufiten), liegt darin, dafl wir zwar ein Teilverhéltnis von drei Punkten auf einer Geraden
eingefiihrt hatten, aber kein Teilverhéltnis von drei Geraden durch einen Punkt.

Diese beiden Theoreme (bzw. deren Umkehrungen) sind oft die leistungsféhigsten Verfahren, um zu zeigen,
dafl drei Punkte auf einer Geraden liegen, oder dafl drei Geraden durch einen Punkt gehen.

Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, daf die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks einander immer in einem
Punkte schneiden (dieser Schnittpunkt wird Schwerpunkt des Dreiecks genannt).

Um den angekiindigten Beweis des Satzes iiber den gemeinsamen Hohenschnittpunkt zu erhalten, bringen
wir das Theorem von Ceva (mit Umkehrung) noch in eine etwas andere Form:

Satz 4.34 (Theorem von Ceva in trigonometrischer Form). Sei A ABC' ein Dreieck, und sei-
en g, h, k drei Geraden durch die Punkte A bzw. B bzw. C. Die Schnittpunkte der Geraden mit den
gegentiberliegenden Strecken seien

gNBC =: {X}, hNCA=:{Y}, kNAB =:{Z}.
Es schneiden dann die Geraden g, h, k einander genau dann in einem Punkte, wenn

sin /ACZ sin/BAX sin/ZCBY B

SmZZCB Sn/XAC smZYBA -

Beweis. Es ist X zwischen B, C; und Y zwischen C, A; und Z zwischen A, B. Also schneiden einander
g, h, k genau dann in einem Punkte, wenn fiir die traditionellen Streckenldngen gilt, dafl

|AZ| |BX| |CY|

= +1.
ZB| Xc| 4

Die Quotienten von Streckenldngen auf den Grundseiten sind gleich den Quotienten der Flidcheninhalte
der dariiber errichteten Dreiecke. Sei I das Fldcheninhaltsfunktional. Dann ist

|AZ]  F(ANACZ) |BX| J(ABAX) ICY|  JF(ACBY)

|ZB|  F(ABCZ)’ IXC|  F(ACAX)’ YA F(AABY)’
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Weiterhin haben wir F(A AZC) = 1|AC| - |CZ|sin Z(ACZ) und so weiter, also schneiden einander g, h,
k genau dann in einem Punkte, wenn

|AC|-|CZ|sin LACZ |BA|-|AX|sin £BAX |CB|-|BY|sin ZCBY B

=1.
|BC|-|CZ|sin ZZCB |CA|-|AX|sin ZXAC |AB|-|BY|sin ZY BA

Das ist offensichtlich dquivalent zur Behauptung. O

Eine Vernallgemeinerung dieses Theorems auf ,,auswirtige Schnittpunkte® X, Y oder Z sei den Studieren-
den als Ubungsaufgabe ans Herz gelegt.

Satz 4.35. In jedem Dreieck schneiden die Hohen einander in einem Punkte.

Beweisskizze. Wir verwenden die Bezeichungen aus Theorem 4.34 und stellen fest, dafl von den in der
dortigen Behauptung auftauchenden sechs Winkeln jeweils zwei gleich grof3 sind. |

Ubungsaufgabe 4.6. Bestimmen Sie, in welchem Verhdltnis ein Hohenfufpunkt seine Kante teilt.

Der tragende Gedanke im letzten Beweis war die Aquivalenz von Streckenlingenquotienten und Flichen-
inhaltsquotienten. Dieser Gedanke kann noch einiges mehr:

Satz 4.36 (9. Mathematik—Olympiade 1969/70, Klassenstufe 8, Kreisrunde). In jedem Dreieck
teilt jede Winkelhalbierende die gegeniiberliegende Seite im Verhdiltnis der anliegenden Seiten.

Beweis. Das Dreieck heile A ABC, und sei AX die Winkelhalbierende des Winkels bei A, mit X auf der
Strecke BC'. Zu zeigen ist dann, daf

|BX| |AB|
|IxXc|  |ACT

Es bezeichne dist(-, ) den Abstand eines Punktes zu einer Geraden. Dann ist

|BX|  3|BX|-dist(A, BC) JF(AAXB) 3|AB|-dist(X,AB) |AB|-dist(X, AB)

IXC|  1XC||dist(A, BC)  F(AAXC) — LIAC|-dist(X,AC)  |AC|-dist(X, AC)’
Da X auf der Winkelhalbierenden durch A liegt, ist aber dist(X, AB) = dist(X, AC), siche Lemma 4.6. [

Korollar 4.37. In jedem Dreieck schneiden die Winkelhalbierenden einander in einem Punkte.

Lemma 4.38. Sei A ABC' ein Dreieck, und der Inkreis beriihre die Seiten BC', CA, AB in den Punkten
D, E, F. Dann schneiden die Geraden AD, BE, CF einander in einem Punkte.

Dieser Punkt heifit Gergonne—Punkt, nach JOSEPH DiAzZ GERGONNE, (1771-1859).

Beweisskizze. Letzte Behauptung aus Satz 4.11, und die Umkehrung des Theorems von Ceva. O

Lemma 4.39. Sei A ABC ein Dreieck, und die Ankreise beriihren die Strecken BC, CA, AB in den
Punkten D', E', F'. Dann schneiden die Geraden AD', BE', CF' einander in einem Punkte.

Dieser Punkt heifit Nagel-Punkt, nach CHRISTIAN HEINRICH VON NAGEL, (1803-1882).

Beweiserleichterung. Siehe Aufgabe A.8. O
Definition 4.40. Auf den Kanten BC, CA, AB eines Dreiecks /\ ABC' seien Punkte D, E, F gegeben,
sodaf$ die Ecktransversalen AD, BE, CF einander in einem Punkte P schneiden.

Sei D' € BC derjenige Punkt, der sich ergibt als Spiegelung von D am Mittelpunkt der Strecke BC, und
analog seien E' und F' definiert. Dann heif$t der Schnittpunkt P’ der Ecktransversalen AD', BE', C'F’
der zu P isotomisch konjugierte Punkt.

In diesem Sinne sind also der Nagel-Punkt und der Gergonne—Punkt zueinander isotomisch konjugiert.
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Lemma 4.41. Der Nagel-Punkt N, der Inkreismittelpunkt I und der Schwerpunkt S liegen auf einer
Geraden, S zwischen I und N, und es ist |[IS]|:|SN|=1:2.

Beweis. Siehe [1], Kapitel V.5. O

Lemma 4.42. Seien g, h, k Ecktransversalen durch die Ecken A, B, C eines Dreiecks N\ ABC. Wir
setzen voraus, daf$ g, h und k einander in einem Punkte P schneiden.

Dann schneiden auch die Spiegelbilder g', h', k' der Ecktransversalen g, h, k an den entsprechenden
Winkelhalbierenden einander in einem Punkte P’.

Man spricht dann davon, daf§ P und P’ isogonal konjugiert zueinander sind.

Ein Beispiel dafiir sind der Umkreismittelpunkt und der Hohenschnittpunkt, die zueinander isogonal
konjugiert sind (vgl. Ubungsaufgabe A.15).

4.3 Die Theoreme von Ptolemaios, Pappos, Pascal

Sehnenvierecke (also konvexe Vierecke mit Umkreis) lassen sich dadurch charakterisieren, dafi die Summen
diagonal gegeniiberliegender Innenwinkel gleich sind, im Sinne von a 4+ v = 8 4+ §, bei Verwendung
allgemeingebréuchlicher Notation.

Eine analoge Beschreibung gibt es auch fiir Tangentenvierecke, deren Beweis eine Ubungsaufgabe ist:
Satz 4.43. Ein Viereck ABCD heifit Tangentenviereck, wenn es einen Inkreis besitzt, also einen Kreis

im Innern des Vierecks, der die Gerade AB zwischen A und B beriihrt, und die Gerade BC' zwischen B
und C, und entsprechend fir die Gerade C'D und die Gerade DA.

Sei ABCD ein konvexes Viereck.

Zeigen Sie: dieses Viereck ist ein Tangentenviereck genau dann, wenn fiir die Kantenlingen gilt: | AB|+
|CD| = |BC|+ |DA].

Bei Sehnenvierecken lassen sich die Diagonalenldngen aus den Seitenlédngen ermitteln: Mit den Bezeichun-
gen aus Abbildung 4.3 ist €2 = a? 4+ b? — 2abcos S und €2 = ¢ + d? — 2cd cosd, cos§ = — cos 3, was wir
auch schreiben koénnen als

1 2ab e\ [a®+b?
1 —2¢d) \cosB) ~ \2+d*)’
und aus diesem linearen Gleichungssystem entsteht dann

s (P +d*)ab+ (a®> +b%)ed  (ac+ bd)(ad + be)

ab + cd ab + cd

)

und ganz analog ergibt sich

(ab + ed)(ac + bd)
ad + be '

=
Daraus bekommen wir schliellich ac + bd = ef.

Satz 4.44 (Satz des Ptolemaios (= 100— ~ 175)). In jedem Sehnenviereck ist die Summe der Produkte
gegeniiberliegender Kantenlingen gleich dem Produkt der Diagonalenlingen.

Dazu gibt es noch einen rein geometrischen Beweis ohne Winkelfunktionen, fiir den wir auf [1] verweisen.
Fiir Vierecke, die keine Sehnenvierecke sind, gilt immer ac + bd > ef.

Lemma 4.45 (USA-Mathematikolympiade 1999). Es seien a, ¢ bzw. b, d die Paare gegeniiberlie-
gender Kantenlingen eines Sehnenvierecks, und es seien e, [ die Lingen der Diagonalen.

Zeigen Sie, daf$ dann |a — c| + |b—d| > 2]e — f| gilt.
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Abbildung 4.3: Ein Sehnenviereck

Beweis. Man iiberlegt sich, daff man aus Kanten der Langen a, b, ¢, d noch zwei weitere Sehnenvierecke
bauen kann: eines, dessen Kantenzug lautet acbd mit den Diagonalenldngen f und g, und ein weiteres,
dessen Kantenzug lautet acdb mit den Diagonalenldngen g und e. Der Satz des Ptolemaios lautet in diesen
anderen Sehnenvierecken ab + c¢d = fg sowie ad + bc = ge.

Die Behauptung wire bewiesen, wenn es gelinge zu zeigen, dafi |a — ¢| > |e — f|. Denn dann beweist sich
|b —c| > |e — f| genauso, und die Behauptung ergébe sich durch Addition.

Nun gibt es aber im zweiten und dritten Sehnenviereck ein Dreieck mit den Kantenlédngen b, d, g, woraus
wir g > |d — b|] bekommen. Es folgt dann

la—cl-g=la—c|-|d—b]

= la —c|-g > lad+cb—ab—cdl =[ge— fg| = |e— f]- g,
also auch |a — ¢| > |e — f|, wie wir es haben wollten. O

Theorem 4.46 (Pappos (= 300 n.Chr.)). Wenn die Ecken eines Sechsecks abwechselnd auf zwei
Geraden liegen, dann sind die Schnittpunkte gegeniiberliegender Sechsecksseitengeraden kollinear.

In Abbildung 4.4 sind die beiden Geraden gegeben durch ABC' und DEF. Der Kantenzug des Sechsecks
ist AFCDBF, und der Seite AE liegt die Seite DB gegeniiber (Schnittpunkt U), der Seite EC' liegt
die Seite BF gegeniiber (Schnittpunkt W), und schliefflich liegt der Seite C'D die Seite F'A gegeniiber
(Schnittpunkt V).

Der Beweis besteht in (zugegebenermafien hichst phantasievollem und) ausgiebigem Einsatz des Theorems
von Menelaos:

Beweis. Wir definieren einige Schnittpunkte:
{K}:=AFNCE, {L}:=BDnNFA, {M}:=BDnCE.

Auf das Dreieck A K LM wird jetzt fiinfmal das Theorem von Menelaos angewandt, mit jeweils unter-
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Abbildung 4.4: Zum Theorem von PAPPOS

schiedlichen Geraden:

% ' % ' % =1 (mit der Geraden UEA),
% ' % ' % =-1 (mit der Geraden W FB),
% L%ZJJ ' % =-1 (mit der Geraden VDC),
% ' % ' % =-1 (mit der Geraden ACB),
% ' % ' % == (mit der Geraden FED).

Multiplikation aller Gleichungen liefert dann bald die Behauptung, {iber die Umkehrung des Theorems
von Menelaos. O

Theorem 4.47 (Pascal). Die drei Schnittpunkte gegeniiberliegender Seitengeraden eines Sehnensechsecks
i einem Kreis sind kollinear.

Dieses Sehnensechseck kann konvex sein oder auch beliebig iiberschlagen, vgl. die Abbildungen. Die Aussa-
ge gilt sogar fiir beliebige sechs Punkte auf einem Kegelschnitt (wie von BLAISE PASCAL 1639 im gereiften
Alter von 16 Jahren beobachtet); und weil ein Geradenpaar eine spezielle Form eines Kegelschnitts ist,
ergibt sich das Theorem von Pappos als Spezialfall des Theorems von Pascal. Eine Beweisskizze dazu
kommt gleich (Theorem 4.48).
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P

Abbildung 4.5: Zum Theorem von PASCAL

N

@

AVAN

Abbildung 4.6: Zum Theorem von PASCAL



4.3. DIE THEOREME VON PTOLEMAIOS, PAPPOS, PASCAL 7

Beweis. Das Sehnensechseck sei ABCDEF. Die Schnittpunkte gegeniiberliegender Seitengeraden werden
benannt wie folgt:

{U}:=CDNFA, {V}:=ABNDE, {W}:=BCNEF.
Wir setzen weiterhin
{K}:=BCNFA, {L}:=DENFA, {M}:=BCNDE,

Wir wenden das Theorem von Menelaos auf A K LM an:

|KU|] |LD] |MC| .
UL . DM . CK| ~ -1 (mit der Geraden UDC),
|LV| |MB|] |KA]| - .
V] . BE . AL -1 (mit der Geraden VBA),
\MW| |KF| |LE] .
WK| [FL 1EM] ~ -1 (mit der Geraden W FE).

Wir multiplizieren die erhaltenen Gleichungen:

[KU) |LD] |MC] |LV| |MB] |KA| |MW| |KF| |LE]
oL] |pM]| |CK| vM]| |BK| |AL| |WK| |FL] |EM] ’

und sortieren um:

|KU| |LV] |MW] < |LD| |LE] > . <LMC’J . LMBJ) . (LKAJ . LKFJ) .
vL) vMm] wk| \|DM] |EM] ICK| |BK] |AL| |FL] '

Die gerichteten Strecken in den Klammern beziehen sich jeweils auf dieselbe Gerade, weshalb wir in jeder
Klammer die Rechenoperationen umordnen kénnen:

|KU| |LV] |[MW] <LLLDJ - |LE| > . <LMCJ : LMBJ) . (LKAJ : LKFJ) _ 1

WL VM| |WK]| \|DM]| |EM] |CK| - |BK] |AL| - |FL]

Je nachdem, ob L, M, K nun auflerhalb des Kreises liegen oder innerhalb, wenden wir den Sekantensatz
oder den Sehnensatz auf die Zahler in den Klammern an:

|KU| |LV] |MW] < |LF| - |LA >.<LMEJ : LMDJ) . <LKBJ : LKC’J) .
vL] vMm] wk| \|DM]-|EM] [CK| - |BK] [AL| - |FL]| ’

und jetzt folgt tatséchlich

[KU) V] MW
L] M| |WK] ’

wie gewiinscht. O

Theorem 4.48 (Pascal). Die drei Schnittpunkte gegeniiberliegender Seitengeraden eines Sehnensechsecks
in einer Ellipse bzw. Parabel bzw. Hyperbel sind kollinear.

Beweisskizze. Wir beschranken uns auf den Fall einer Ellipse und verwenden die Bezeichnungen aus Ab-
bildung 3.3. Die Ellipse sei der Schnitt des Kegelmantels €2 mit der Ebene 7, und wir verwenden weiterhin
eine Ebene «, die senkrecht auf der Kegelachse steht. Diese Ebene « schneidet den Kegelmantel 2 im
Kreis C. Die Kegelspitze sei O. Wir definieren eine Zentralprojektion von der Ebene 7 in die Ebene «
(mit Zentrum O) wie folgt: ein Punkt P € 7 wird abgebildet auf P’ € o gemiB {P’'} := a N OP (unter
der stillen Annahme, dafl die Gerade OP nicht parallel zur Ebene « sei. Hier ist eine Beweisliicke.).

Das Sehnensechseck in der Ellipse sei XY ZUVW. Die Schnittpunkte seiner gegeniiberliegenden Seitenge-
raden seien R, S, T. Das Bild von XY ZUVW ist ein Sehnensechseck im Kreis C, auf das wir das Theorem
von Pascal (in der Kreisversion) anwenden kénnen. Also sind die Bildpunkte R, S’ T" kollinear. Es bleibt
nur noch, daran zu erinnern, daf} die Zentralprojektion geradentreu ist. |



78 KAPITEL 4. GEOMETRIE AN DREIECKEN UND KREISEN

4.4 Ein Zerlegungssatz fiir Sehnenneunecke &8

Jetzt beweisen wir:

Theorem 4.49 (Sehnenneuneckssatz). In einem Kreis sei ein Sehnenneuneck gegeben, das wir durch
Einzeichnen von 6 nichtkreuzenden Diagonalen in 7 Teildreiecke zerlegen. Von jedem Teildreieck betrachten
wir den Inkrets.

Dann gilt: jede Wahl der nichtkreuzenden Diagonalen ergibt dieselbe Summe der 7 Inkreisradien.

Wir beginnen mit einigen Werkzeugen:

Lemma 4.50. Sei A ABC ein Dreieck mit Kantenlingen a, b, ¢, dem Inkreisradius v und dem Umkreis-
radius R. Dann gelten, mit

s=1(a+b+c)

als halbem Umfang (Semiperimeter), folgende Formeln fir den Flicheninhalt F des Dreiecks:

abc
:;'-77’57 3-7@

Beweis. Zum Beweis der ersten Formel ziehe man Strecken vom Inkreismittelpunkt zu den Eckpunkten
und betrachte die Fldcheninhalte der Teildreiecke.

Wir nehmen oBdA an, daB der Winkel « spitz ist. Die Hohe von C' schneidet dann AB in einem inneren
Punkte He. Sei € der Umkreis von A ABC. Wir ziehen durch C einen Durchmesser, der €2 in einem
zweiten Punkt C’ schneidet. Dann haben die Dreiecke A ACHe und A C'CB einen rechten Winkel und
einen Winkel o gemeinsam, woraus wir die Ahnlichkeitsbeziehung

|CAl 2R
|CHe|  [BC|
schlufifolgern. Es verbleibt noch, an die Identitét F = 2|AB| - |CH¢| zu erinnern. O

Lemma 4.51 (Heronische Flichenformel). Sei A ABC' ein Dreieck mit Kantenlingen a, b, ¢, halbem
Umfang s := 1(a+ b+ c) und Flicheninhalt . Dann ist

F=+/s(s—a)(s—b)(s—c).

Beweisskizze. Man benutze die Formeln

bsi 2 b2 _ 22
:ya COSVZG—’—QTC, 1 = sin® v 4 cos? .
Das Ausmultiplizieren von Klammern wird nicht empfohlen (dritte binomische Formel hilft !). O

Natiirlich hatte HERON VON ALEXANDRIA (& 10 — & 70, Mathematiker und Ingenieur) noch keine Win-
kelfunktionen zur Verfiigung, jedoch kann ein geistreicher Beweis mit Methoden des Altertums in [1]
nachgelesen werden.

Satz 4.52 (Carnot). Sei A ABC ein spitzwinkliges Dreieck, seien Ma, Mp, Mc die Seitenmitten, O
der Umkreismittelpunkt, und R, r die Radien von Umkreis und Inkreis.

Dann gilt |OM 4| + |OMp|+ |OMc| = R+ r.

Beweis. Die Kantenldngen nennen wir ¢ = |AB|, a = |BC|, b = |C'A|. Der Satz von Ptolemaios im
Sehnenviereck AMpgOM¢ liefert

a b ¢
R- 3= |AO| - |[MpMc| = |OMc| - |AMp| + |AMc| - |OMg| = |OM¢| - 5 + 5 |OMp|.
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Analog ergibt sich
c a
R-— =|OMy|- §+|OMC| 5t

R-

o N o

= [OMal - & +]OMs]- 2,
und Addition schenkt uns dann
R-(a+b+c)=(a+b) - |OMc|+ (b+c)  |OMa|+ (¢ +a) - |OMp|.
Weiterhin haben wir (mit Fxyz als Flicheninhalt eines Dreiecks XY Z)
r-(a+b+c¢)=2F=2Fapo +Fpco +Fcao) =c-|OMc|+a-|OMa|+b- |OMp|.
Wir addieren beide Gleichungen und dividieren durch (a + b+ ¢). O

Satz 4.53 (Carnot, allgemein). Sei A ABC ein Dreieck, seien My, Mp, Mc die Seitenmitten, O der
Umbkreismittelpunkt, und R, r die Radien von Umkreis und Inkreis.

Dann ist £|OM 4| £ |OMp| £|0OMc| = R + r, wobei ein Minus vor |OMx| genau dann gilt, wenn der
Innenwinkel bei X stumpf ist.

Beweis. Wir erkennen =|OM 4| = R cos a, soda$ die Behauptung lautet:

R(cosa + cos f§ 4 cos7y) Zr+R

Wir benutzen den Cosinus—Satz in der Form
ab® + ac® —a?
cosqg = ————

2abc

und zu zeigen ist dann

ab® +a?b+ac® + alc+bPc+ b2 —ad -3 -2 o

- 1 + r
2abc n R
Hierin benutzen wir jetzt die Formeln
F abe
-z R= "=
U 4T’
sodaf} die Behauptung sich in
ab?® + a?b+ ac® + alc+b*c+ b2 —a® — b3 -3 2 14 452
2abc - sabc

verwandelt, also
; . (ab2 +a?b+ac® + aPc+ be+be? —a® — b3 — 03) ~ sabe + 4F2.

Man setzt hier die Heron—Formel ein:
ab? + ab + ac® + ac + b2 + be? — a® — b® — 3 < 2abe + 8(s—a)(s=b)(s—c).

Das braucht man nur noch nachrechnen. O
Jetzt liegen alle Werkzeuge bereit fiir den Beweis des Sehnenneuneckssatzes:

Beweis. Alle beteiligten 7 Dreiecke haben denselben Umkreismittelpunkt O. Auf jedem Teildreieck ver-
wendet man den Satz von Carnot. Wegen des Peripherie-Zentriwinkelsatzes ist ein Dreieck genau dann
stumpfwinklig, wenn sein Umkreismittelpunkt aulerhalb liegt. Diejenigen Strecken |OM;]|, die sich auf die
Diagonalen beziehen, heben sich bei Addition aller Carnot—Formeln auf. Dies wird erzwungen durch den
Satz iiber die Gegenwinkel im Sehnenviereck (denn Gegenwinkel im Sehnenviereck kénnen nicht beide
stumpf sein, weil sie einander zu 180° ergéinzen). O

Offenkundig spielt die Zahl 9 keine besondere Rolle.
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4.5 Der Feuerbachkreis ®

Zu einem Dreieck A ABC' seien a, b, ¢ die Kanten bzw. deren Léingen (a liegt A gegeniiber usw.). Die
Seitenmittelpunkte seien S4, Sg, Sc. Die Strecken s, := AS4, s, := BSp, s. := CS¢ schneiden einander
im Schwerpunkt S.

Lemma 4.54. Es ist |AS|:[SSa|l =|BS|:|SSg| =|CS|:|SSc| = 2.

Beweis. Der Strahlensatz mit Zentrum C' und Parallelen AB, S4Sp gibt uns |AB| : |S4Sp| = 2, und
dann liefert uns der Strahlensatz mit Zentrum S und denselben Parallelen, da§ |AS| : [SSa| = 2. O

Ubungsaufgabe 4.7. Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal ein Dreieck aus den gegebenen
Streckenlingen sq, Sp, Sc. Unter welchen Voraussetzungen ist diese Konstruktion durchfihrbar ¢ wimweis:

suchen Sie cin eindeutig konstruierbares Parallelogramm.

Die Hohenfupunkte im Dreieck A ABC' taufen wir H,, Hg, Hc, und der Schnittpunkt der Hohen heifie
H. Der Umkreismittelpunkt sei M.

Satz 4.55 (Euler—Gerade). Es liecgen H, S, M auf einer Geraden, S zwischen H und M, und es ist
|SH|: |MS|=2.

Beweis. Es sei ® zentrische Streckung mit Zentrum S und Faktor —1/2. Dann ist
D(A) = Sy, ®(B) = Sp, O(C) = Se,

also wird A ABC auf A S4SpSc abgebildet. Die Mittelsenkrechten(geraden) im Dreieck A ABC' sollen
Meq, My, M. heiffen, also

me L a, my L b, me L c, meNa={Sa}, myNb=1{Sp}, meNe={Sc}.

Die Hohengeraden AH 4, BHp bzw. C He stehen senkrecht auf den Strecken a, b bzw. ¢, also stehen auch
deren Bilder senkrecht auf a, b bzw. c¢. Das bedeutet

D(AH ) = myg, O(BHp) = my, O(CHe) = me.
Die Mittelsenkrechten schneiden einander in M, also ist ®(H) = M. Das wollten wir zeigen. O

Satz 4.56 (Feuerbachs Neunpunktekreis). Die Mittelpunkte der Strecken AH, BH, CH seien A,
B’, C' genannt. Dann liegen A’', B', C', Ha, Hg, Hc, Sa, Sg, Sc auf einem Kreis, und der Mittelpunkt
dieses Kreises halbiert die Strecke HM .

Beweis. Sei ¥ die zentrische Streckung mit Zentrum H und Faktor +1/2. Dann ist
V(A)=A, U(B) =B, v(C)=C",

und die Dreiecke A S4SpSc, A A’B’C’ sind einander kongruent, also gibt es eine Kongruenzabbildung,
die A Sy SpSc auf A A’ B’C" abbildet. Wir erhalten A ABC aus A S4SpSc durch eine Streckung um den
Faktor 2 und eine Drehung um 180°, also ist die Kongruenzabbildung, welche A S4SpSc auf A A’B'C’
abbildet, eine Drehung um 180°, und das Drehzentrum Z ist der (notwendigerweise gemeinsame) Mit-
telpunkt der Strecken A’Sy, B’Sp, C'Sc. Das Drehzentrum halbiert auch die Verbindungsstrecke der
Hohenschnittpunkte der beiden Dreiecke A S4SpSc und A A’ B’C’. Diese Hohenschnittpunkte sind aber
M und H. Also liegt Z auf der Strecke HM genau in der Mitte. Insgesamt haben wir dann auf der
Eulerschen Strecke HM folgende Lagebezichungen:

1 2 1 1 1 1
HZ| = ~|HM HS| = Z|HM ZS| = (= — =) |HM| = =|HM M| = -|HM]|.
2l =gyl S| = JEML 1281= (G- 3 ) 1M = glEM|,|SM| = glH
Wir bestimmen jetzt die Umkreismittelpunkte von A S SpSec und A A'B'C’. Wegen A S SpSc =
®(A ABC) (die Notation stammt aus dem Beweis zu Satz 4.55) ist ®(M) gleich dem Umkreismittel-
punkt von A S4SpSc. Es ist aber ® eine Streckung um S mit Faktor —1/2, also ist (M) = Z, denn
laut obigen Rechnungen ist |ZS| = £[SM|.
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Weiterhin ist A A’B'C" = U(A ABC), also ist der Umkreismittelpunkt von A A’B’C” gleich ¥(M). Weil
aber U eine Streckung um H mit Faktor +1/2 ist, haben wir U (M) = Z.

Deshalb liegen die sechs Punkte Sa, S, Sc, A, B’, C’ auf einem Kreis um den Mittelpunkt Z. Dieser
Kreis wird Feuerbachkreis genannt und hat die Strecken A’S4, B’Sp, C'Sc als Durchmesser.

Der Feuerbachkreis ist also gleich dem Thaleskreis iiber dem Durchmesser A’S,4. Andererseits hat das
Dreieck A A’H A4S 4 einen rechten Winkel bei H4. Nach Umkehrung des Thalessatzes liegt also auch H 4
auf dem Thaleskreise iiber dem Durchmesser A’S 4.

Folglich liegt H4 auf dem Feuerbachkreise, und gleiches gilt fiir Hg und H¢. |

Ohne Beweis geben wir noch an: der Feuerbachkreis beriihrt den Inkreis und die drei Ankreise des Dreiecks
A ABC'. Ein Beweis findet sich in [4], Kapitel IV.4.

:C o ,

_— - = —
.

Abbildung 4.7: Zum Feuerbachkreis. Die Hohen sind punktiert, die Mittelsenkrechten gestrichelt, und die
Seitenhalbierenden gestrichpunktet.

Gelegentlich wird der Feuerbachkreis auch Euler—Kreis genannt, denn schon Euler hatte 1765 erkannt, dafl
der Umbkreis des Seitenmittelpunktsdreiecks A S4S5p5Sc durch die Hohenfupunkte H 4, Hp, He verlduft.
Der erste Beweis, dafl auf diesem Kreis auch die oberen Hohenabschnitte liegen, geht auf JEAN—VICTOR
PONCELET (1821) zuriick. Die Erkenntnis von KARL WILHELM FEUERBACH besteht darin, dafi dieser
Kreis auch den Inkreis und die drei Ankreise beriihrt. Siehe auch [10].

Es empfiehlt sich, die verschiedenen Feuerbachs auseinander zu halten: der berithmte Rechtsgelehrte PAUL
JOHANN ANSELM VON FEUERBACH war der Vater, der Philosoph LubwiG FEUERBACH der Bruder, und
der Maler ANSELM FEUERBACH war der Neffe des Mathematiklehrers Karl Wilhelm Feuerbach.
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4.6 Potenzgeraden 8

Folgende Situation koénnte bekannt sein: gegeben seien drei Kreise ©1, Qa, Q3, wobei ©; und ; (mit
i < j) einander in zwei verschiedenen Punkten A;; und B;; schneiden. Durch A;; und B;; legen wir eine
Gerade g;;. Dann schneiden sich g12, g23, g13 in einem Punkte.

Das wollen wir jetzt beweisen; und es stellt sich heraus, dafl der Beweis sehr einfach wird, wenn man erst
mal iiber das richtige Werkzeug verfiigt.

Definition 4.57. Sei Q) ein Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r. Dann definieren wir fir jeden beliebigen
Punkt P die Potenz von P beziiglich €2 als

Potenq (P) := |OP|* —r*.

Es wird sich zeigen, dal man mit diesem unauffillig erscheinenden Begriff tatséchlich etwas Niitzliches
anstellen kann.

Wir beobachten:

e Wenn P auflerhalb von Q liegt, dann ist Poteng(P) positiv, und zwar gleich der quadrierten Tan-
gentenabschnittslédnge;

e Wenn P auf () liegt, dann ist Potenj (P) gleich Null;
e Wenn P innerhalb von  liegt, dann ist Potenz(P) negativ.

Lemma 4.58. Seien Q1 und Qo zwei Kreise mit verschiedenen Mittelpunkten O1 und Os. Dann ist
die Menge aller Punkte P, fir die Potenzg (P) = Potenzq, (P) gilt, eine Gerade, die senkrecht auf der
Geraden 01045 steht.

Beweis. Ubungsaufgabe. Der Beweis geht vielleicht am schnellsten mit den Methoden der analytischen
Geometrie. 0

Definition 4.59. Seien Q1 und Qs zwei Kreise mit verschiedenen Mittelpunkten. Die Gerade aller Punkte
P, fir die Potenzg, (P) = Potenzq, (P) gilt, heiffit Potenzgerade der beiden Kreise €2; und €.

Wir beobachten erneut:

e wenn die beiden Kreise einander in zwei verschiedenen Punkten A und B schneiden, dann ist die
Potenzgerade gleich der Geraden durch A und B,
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e wenn die beiden Kreise einander in einem Punkte beriihren, dann ist die Potenzgerade gleich der
Tangente an diesem Punkt,

e wenn die beiden Kreise einander nicht schneiden, und wenn keiner im anderen enthalten ist, dann
geht die Potenzgerade durch die Mittelpunkte der Verbindungsstrecken der Beriihrpunkte von ge-
meinsamen Tangenten,

e wenn die beiden Kreise einander nicht schneiden, aber einer im anderen enthalten ist, dann verlduft
die Potenzgerade auflerhalb von beiden Kreisen.

Satz 4.60. Seien Qq, Qo, Q3 drei Kreise mit verschiedenen Mittelpunkten, und seien gi2, g3, g13 die
drei Potenzgeraden der drei Kreispaare (Q1,Q2), (Q2,Q3), (21,03).

Dann schneiden gi2, go3, g13 einander in einem Punkte, oder sie sind alle zueinander parallel.

Beweis. Wenn sie einander nicht parallel sind, dann gibt es zwei von den drei genannten Geraden, die
einander schneiden. Diese seien oBdA gi2 und go3. Ihr Schnittpunkt heifle P. Dann ist Potenz, (P) =
Potenq, (P), denn P € gio. Und es ist Potenjq, (P) = Potensg, (P), denn P € go3. Also ist auch
Potenzg, (P) = Potenjg, (P), und somit zwangsliufig P € g13. O

Nach demselben Muster hatten wir schon bewiesen, dafi die drei Mittelsenkrechten einander in einem
Punkte schneiden, und analoges fiir die drei Winkelhalbierenden.

Als Anwendung prisentieren wir eine Aufgabe aus dem FEinzelwettbewerb der Mitteleuropéischen
Mathematik—Olympiade 2010, bei der die deutsche Mannschaft (bestehend aus Schiilern der elften
Klasse) einen dritten Platz (nach Ungarn und Polen) erzielt hatte:

Ubungsaufgabe: Gegeben sei ein Sehnenviereck ABCD mit einem Punkte E auf der Diagonalen AC,
sodafl |AD| = |AE| und |CB| = |CE|. Sei M der Mittelpunkt des Umkreises k des Dreiecks N BDE. Der
Kreis k schneide die Gerade AC in FE und F.

Man zeige, daf$ die Geraden FM, AD, BC einander in einem Punkte schneiden.

Lésung. Wegen |ME| = |MB| und |CE| = |CB| ist EMBC' ein Drachenviereck, in welchem die Diago-
nalen M C und EB aufeinander senkrecht stehen. Dann folgt /BMC = ZCME = %ABME. Wegen des
Peripherie-Zentri-Winkelsatzes (im Kreis k) ist aber /BMFE = 2/BFE, also ist /BMC = /BFE =
/BFC, und somit ist BM FC ein Sehnenviereck (Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes).

Wegen |[MD| = |ME| und |AD| = |AE| ist DM E A ein Drachenviereck, in welchem die Diagonalen M A
und DE aufeinander senkrecht stehen. Dann folgt /EMA = ZAMD = %AEM D. Wegen des Peripherie—
Zentri-Winkelsatzes (im Kreis k) ist aber ZEMD = 2/EFD, also ist ZAMD = /EFD = ZAFD, und
somit ist FMAD ein Sehnenviereck (Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes).

Die Umkreise um ABC'D und BM F'C' haben die Potenzgerade BC', die Umkreise um ABC'D und F'M AD
haben die Potenzgerade AD, und die Umkreise um BM F'C und F M AD haben die Potenzgerade FM. [
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elementare Losung. Wie oben sind BM FC und FM AD Sehnenvierecke. Wir nehmen an, dal A zwischen
C und F liegt (der andere Fall, dal C' zwischen A und F' liegt, geht analog). Die Geraden AD und BC
mogen sich in P schneiden. Dann sind ZAEM und ZM BP Auflenwinkel am Drachenviereck EM BC,
also gleich. Weiterhin ist /ZMDP = /MDA = ZAEM = /MBP, und somit ist auch M PBD ein
Sehnenviereck. Dann haben wir (unter mehrfacher Ausnutzung des Peripheriewinkelsatzes und des Satzes
iiber Gegenwinkel im Sehnenviereck)

/PMB=/PDB=/ADB=/ACB=/FCB =180°— ZBMF,

also ZPMB + /BMF = 180°, womit P, M, F kollinear sind. Also liegt P auch auf der Geraden F'M.
Das wollten wir zeigen. O

4.7 Der Satz von Brianchon und Potenzgeraden %k

Theorem 4.61. Sei ABCDEF ein Tangentensechseck an einem Kreis Q. Mit dieser Bezeichung gilt: die
drei Hauptdiagonalen AD, BE, CF schneiden einander in einem Punkte.
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Fiir den Beweis benéstigen wir noch drei Kreise (gestrichelt), und die Kuriositéit besteht darin, dal man
die Kreise fast beliebig wiihlen kann.
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Beweis. Zur Einfachheit wollen wir annehmen, dafl keine zwei Sechseckskanten parallel sind (der gegen-
teilige Fall geht sinngemifl genauso).

Die Kreisberiihrpunkte des Tangentensechsecks nennen wir A’, B', ..., I, mit A’ € AB, B’ € BC,
C'eCD, D' € DE, E' ¢ EF, F' € FA.

Tangentenabschnitte vom selben Punkt zum selben Kreis sind gleichlang, also ist

|AA"| = |AF"|,
|BB'| = |BA|,
[CC’| = |CB],
|DD'| = |DC|,
|EE'| = |ED'|,
|FF'| =|FFE'|.

Wir verldngern die Sechseckskanten zu Geraden und definieren Schnittpunkte
{Xpa} = ABNDE, {Xpr}:=BCNEF, {Xer}:=CDNFA.
Tangentenabschnitte sind gleichlang, also
| XpaD'| =|Xpadl, |XprB'| = |XBrE'l, | XcrpC'| = |XcrF'|.

Wir wihlen eine beliebige Streckenlinge ¢ (griin in der Skizze), die linger als jede Sechseckskante sein
moge. Dann tragen wir ¢ an wie folgt:

von A’ iiber B hinaus, erhalte A”,
von D' iiber D hinaus, erhalte D",

{ von C’ iiber D hinaus, erhalte C”,

von F’ iiber F hinaus, erhalte F”,

{ von E’ iiber F hinaus, erhalte E”,

von B’ iiber B hinaus, erhalte B”.

Die Reihenfolge der Punkte wurde so gewéhlt, daf3
| XpaA”| =|XpaD"|, | XpeB"| = |XrE"], | XcrC"| = [XcrpF"|.

Deshalb gibt es genau einen Kreis wpa, der AA” in A” tangiert und DD” in D”. Analog bestimmen wir
Kreise wpp und wep.

Jetzt betrachten wir B und die Kreise wpa, wpg. Es ist
|BA"| =|A’A"| - |BA'|=¢—|BA'| =¢— |BB'| = |B'B"| — |BB'| = |BB"|,

also folgt Potens,  (B) = Potens, . (B), denn nach Konstruktion der Kreise wpa und wpp liegt B
auflerhalb dieser beiden Kreise, und in dieser Lage ist die Potenz von B beziiglich eines jeden dieser
Kreise gleich der quadrierten Linge des Tangentenabschnitts. Damit liegt B auf der Potenzgeraden des
Kreispaares (wpa,wpE).

Als néchstes betrachten wir £ und die Kreise wpa, wpg. Es ist
|ED"| =|ED'|+|D'D"| = |EE'| + (= |EE'| + |E'E"| = |EE"|,

also folgt Poten,, (F) = Poten,,,  (E). Damit liegt auch noch £ auf der Potenzgeraden des Kreispaares
(wpa,wBE).
Folglich ist die Hauptdiagonale BE des Tangentensechsecks gleich der Potenzgeraden des Kreispaares
(wDA, WBE)-

Die anderen beiden Hauptdiagonalen behandelt man genauso. |
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Das Theorem von Brianchon ist dual zum Theorem von Pascal, und die Dualitéit wird vermittelt iiber das
Konzept der Pole und Polaren, wie wir bald sehen werden. Wir bringen spéter noch einen leistungsfahigeren
Beweis mit den Methoden der projektiven Geometrie (der sich dann sofort auf Tangentensechsecke an El-
lipsen, Hyperbeln, Parabeln verallgemeinert). Das Dualitétsprinzip aus Abschnitt 4.10 kann auch benutzt
werden, einen weiteren Beweis des Satzes von Pascal zu gewinnen (indem man das Brianchon—Theorem
zuerst beweist). Beide Theoreme (von Pascal und Brianchon) zusammen gehoren zu den Hohepunkten
der Elementargeometrie, weshalb wir uns den Luxus génnen, sie mehrfach zu beweisen.

4.8 Die schonste Aufgabe zu Potenzgeraden 'S

In diesem Abschnitt beweisen wir folgenden Satz:

Satz 4.62. Sei A\ ABC' ein spitzwinkliges Dreieck. Die FufSpunkte seiner Héhen mégen A’, B', C' heifien.
Die Lotfufspunkte von A’ auf die Geraden AC und AB seien Ap und Ac genannt. Analog sollen die Lot-
fuBpunkte von B’ auf die Geraden BA und BC mit Bc und Ba bezeichnet werden, und die LotfufSpunkte
von C' auf die Geraden CB und CA seien Cy und Cpg.

Sei a die Gerade durch A und Ac, b sei die Gerade durch B und Be, und ¢ sei die Gerade durch Cpg
und C . Weiterhin setzen wir

{A"}:=bnNe, {B"} :=cnNa, {C"}:=anb.
Dann gilt: die Geraden AA"”, BB" und CC" schneiden einander in einem Punkte.

Die Einstufung dieses Satzes als schonster Aufgabe zu Potenzgeraden riihrt sicherlich daher, dafl das Kon-
zept der Potenzgeraden in mehrfacher (und unterschiedlicher !) Weise in den Beweis eingeht. Zur Schonheit
triagt aber auch bei, dafl wir eine fast schon absurd hohe Zahl an Sehnenvierecken benétigen (insgesamt
15 Stiick). Diese 15 Sehnenvierecke liegen in 15 Kreisen, von denen sich dann aber drei als identisch her-
ausstellen (es sind also letztlich doch bloff 13 Kreise). Aus nachvollziehbarem Grunde unterlassen wir es,
diese Kreise in Abbildung 4.8 einzutragen.

Wir benétigen ein Hilfsmittel:

Lemma 4.63. Sei X ein Punkt innerhalb eines Kreises ), und sei AB eine beliebige Sehne in 2, die
durch X wverlduft. Dann ist Potenjo(X) = —|AX| - |BX]|.

Sei X ein Punkt aufSerhalb eines Kreises ), und sei AB eine beliebige Sekante von ), die durch X wverlduft.
Dann ist Potengo(X) = +|AX| - |BX]|.

Als Hilfsmittel fiir den Beweis im Selbststudium empfehlen wir die dritte binomische Formel und den
Sehnensatz bzw. den Sehnen—Tangentensatz.

Jetzt kommt der angekiindigte Beweis zu Satz 4.62. Zum Zwecke der sprachlichen Vereinfachung bezeich-
nen wir die sechs Punkte Ap, Ac,... als ,,Hohenfulpunkte zweiten Grades“. Weiterhin taufen wir den
Hohenschnittpunkt im Dreieck A ABC' auf den Namen H.

Beweis zu Satz 4.62.

Teil 1: Kldrung der Lagebeziehungen

Die Gerade C'C” teilt die Ebene in zwei Halbebenen. Weil A ABC' spitzwinklig ist, liegt A" auf der
Strecke BC, also liegen A’ und B in derselben Halbebene beziiglich der Geraden C'C’. Weiterhin ist
CC" || A’A¢, denn beide stehen auf AB senkrecht. Also liegen A’, A¢, B in derselben Halbebene
beziiglich der Geraden CC’. Also liegt A¢ zwischen C' und B. Analog klirt man die Lage der
restlichen fiinf Hohenfuflpunkte zweiten Grades.

3 Es kann durchaus geschehen, dafl eine Aufgabe von diesem Typ bei der Internationalen Mathematik—Olympiade
(IMO), dem berithmtesten internationalen Schiilerwettbewerb fiir Mathematik, gestellt wird. Bei der IMO werden 2 Klau-
suren zu je 4.5 Stunden geschrieben, mit insgesamt 6 Aufgaben. Siehe auch http://wuw.imo-official.org fiir absolut alle
Informationen zur IMO.
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Teil 2: CgC'CAC und C'AcCAA" und C'BA’H sind Sehnenvierecke

Denn: auf dem Thaleskreis iiber dem Durchmesser CC” liegen die Punkte C'p und C4 (auf verschie-
denen Seiten). Weiterhin liegen auf dem Thaleskreis iiber der Strecke C” A’ die Punkte Ac und Ca
(auf derselben Seite). Und schlieflich liegen A’ und C” auf dem Thaleskreis iiber dem Durchmesser
H B (auf verschiedenen Seiten).

Nach demselben Muster findet man noch sechs weitere Sehnenvierecke.

B ' C

Abbildung 4.8: Nach der Winkeljagd. Die gelben Winkel sind 90° — «, die roten Winkel sind 90° — 5.

Teil 3: Winkeljagd

Die Innenwinkel im Dreieck A ABC bezeichnen wir in iiblicher Weise mit «, 3, «v. Wir suchen jetzt
Teildreiecke, bei denen der eine Innenwinkel § ist und ein zweiter Innenwinkel gleich 90° (dann muf
der dritte Innenwinkel gleich 90° — /3 sein). Auf diesem Wege zeigen wir

90° — 3= /C'"CB=/AcA'B=/BC'Cx =/BAA".
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Weil C'4 zwischen C' und B liegt, haben wir auch ZC’'CC4 = 90° — 8. Nach demselben Muster
beweisen wir
90° —a = LACC' = /AB'Bc = /B'BA = /CpC' A.
Weiterhin haben wir:
£C'CpCa = 90° B |
ZCpC4C" =90° — ‘ Peripheriewinkel iiber CzC’ im Kreis durch CpC’'C4C

Peripheriewinkel iiber C'C4 im Kreis durch CpC’'C4C

/HA'C' = ZHBC' = 90° — ‘ Peripheriewinkel iiber HC" im Kreis durch HC'BA'.

B

Bc : C \§

Abbildung 4.9: Wiederholung von Abbildung 4.8. Die gelben Winkel sind 90° — «, die roten Winkel sind
90° — .

Teil 4: ACpC4B ist Sehnenviereck mit Umkreis 2.. Und analog ist ABcBAC ein Sehnenviereck,
dessen Umkreis ), heilen moge, und BAcApC ist auch ein Sehnenviereck mit Umkreis €2,,.

Denn es ist
LACRCy = LACRC + ZC'CpCy = 90° + (90° — 3) = 180° — 3,
/CrBA = (3,

also ZACC s+ 2ZC 4 BA = 180°. Die Umkehrung des Satzes iiber die Gegenwinkel im Sehnenviereck
liefert die Behauptung.
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Teil 5: AcCy || AC und CpB¢ | CB und BaAg | BA

Denn
LC'AB=/HA'B—-/ZHA'C'
=90° — (90° — a) = «,
LO'ACyp = denn C4 zwischen A’ und B
LC4A-C =180° — o denn C'AoC4 A’ ist Sehnenviereck (4.2)
/BAcCy =« Nebenwinkel am Punkt Ac
/ZBAC =« Definition von «

also AcCy || AC wegen der Umkehrung des Stufenwinkelsatzes.

Teil 6: CpBsAcC4 ist Sehnenviereck mit Umkreis w.. Und analog ist AcC4BaAp ein Sehnen-
viereck, dessen Umbkreis w, heiflen moge, und By ApCp B¢ ist ein Sehnenviereck mit Umkreis wy.

Denn es ist
/AcBeCy = /BBaCp ‘ A zwischen Bg und B
— 180° — /CpBoA ’ Nebenwinkel
= 180° — ZCBA ‘ CpBc || BC und Stufenwinkel
—180° — 3,

LCpCaAc = LCCAC" + LC'CrAc
=(90° — a) + (180° — ZBC'Cy — LC 4 AcC') ‘ Z Innenwinkel im A C'CaAc
= 90° — o + 180° — (90° — ) — (180° — @) ‘ (4.2)
=5,
und jetzt nehmen wir die Umkehrung des Satzes iiber die Gegenwinkel im Sehnenviereck.

Teil 7: w, = wp = we

Es kann nicht sein, dafl w, = wp # w.. Denn w, enthilt vier der sechs Hohenfulpunkte zweiten
Grades, w;, enthélt auch die zwei noch fehlenden, also sind alle sechs in w, = wp enthalten. Dann
kann w, nicht woanders liegen.

Seien also wq, wp und w,. paarweise verschieden. Es ist w, Nwy, = {Ba, Ap}, also ist AgBy die
Potenzgerade des Kreispaares (wq,wp). Analog ist BoCp die Potenzgerade des Kreispaares (wp, we),
und C4A¢ ist die Potenzgerade des Kreispaares (w.,w,). Nach Satz 4.60 schneiden diese drei Po-
tenzgeraden einander in einem Punkte X. Diesen suchen wir jetzt. Wegen Stufenwinkelsatz ist
/BAcCy =aund ZCgBc A = 3. Wir wenden den Scheitelwinkelsatz an den Punkten Bo und Ae
an, und anschlieflend das Parallelenpostulat von Euklid in seiner Originalform (das fiinfte Postulat
auf Seite 17). Es folgt, dal X in derjenigen Halbebene beziiglich der Geraden AB liegt, in der C' nicht
ist (in der Abbildung ist X also ,,unterhalb® der Geraden AB). Analog zeigt man, dafl der Schnitt-
punkt von AcCy und AgB4 ,rechts oberhalb® der Geraden BC liegt, und der Schnittpunkt von
Ba4Ap und CpBc liegt ,links oberhalb“ der Geraden C'A. Nach Satz 4.60 muf3 dieser Schnittpunkt
aber immer derselbe Punkt X sein. Das ist absurd.

Es ist also unmoglich, dafl w, = wp # we, und auch, dafl alle drei Kreise paarweise verschieden sind.

Teil 8: BB” ist Potenzgerade des Kreispaares (Q,,Q.). Und analoge Aussagen fiir AA” und CC".

Es schneiden €, und 2. einander in B und in einem anderen unbekannten Punkt. Also gehort B
zur Potenzgerade von (€, Q.).

Es sind @ und ¢ Sekanten (mit Schnittpunkt B”) im Sechspunktekreis w, = wp = w,, nach Sehnensatz
ist also |B"Ag|-|B"Ac| = |B"Cg|-|B"C4|. Aus dem ersten Kriterium von Lemma 4.63 folgt dann
Potenzo, (B”) = Potenzg_(B"). Also liegt B auf der Potenzgeraden des Kreispaares (€24, 2c).
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Teil 9: Vollendung

Weil AA”, BB” und CC"” die Potenzgeraden von Paaren aus einem Tripel (24, Qyp, 2.) von Kreisen
sind, schneiden sie einander in einem Punkt.

Der Beweis von Satz 4.62 ist vollsténdig. |

Ganz nebenbei haben wir bewiesen: die sechs Hohenfufipunkte zweiten Grades bilden ein Sehnensechseck,
und in diesem Sechseck sind einander gegeniiberliegende Seiten zueinander parallel.

Ubungsaufgabe 4.8. Welche Aussagen konnen Sie zeigen, wenn Sie in diesem Sehnensechseck auf
geeignete Weise das Theorem von Pascal anwenden (mit passend zu wdihlender Reihenfolge der sechs
Ecken) ¢

4.9 Die Spiegelung am Kreis

Wir wollen uns (ein Stiick weit) mit dem APOLLONIUS—Problem beschiftigen: gegeben seien drei Kreise in
der Ebene. Gesucht ist ein weiterer Kreis, der jeden der drei gegebenen Kreise beriihrt. Die Konstruktion
soll ausschliellich mit Zirkel und Lineal erfolgen.

Weil ein Kreis entarten kann zu einem Punkte (Radius wurde Null) oder zu einer Gerade (Radius wurde
unendlich), sind folgende Fille von gegebenen Stiicken zu betrachten:

1. drei Punkte,

2. drei Geraden,

3. ein Punkt, zwei Geraden,

4. zwei Punkte, eine Gerade,

5. ein Kreis, zwei Punkte,

6. ein Kreis, zwei Geraden,

7. ein Kreis, ein Punkt, eine Gerade,
8. zwei Kreise, ein Punkt,

9. zwei Kreise, eine Gerade,

10. drei Kreise.

Die Ordnung erfolgte ansteigend nach geschétztem Schwierigkeitsgrad. Siehe die Aufgaben A.17 und A.18.
Eine hochst elegante Losung des zehnten Problems, die zuriickgeht auf GERGONNE, findet sich in [5].

Wir wollen hier eine Methode vorstellen, die zumindest bei einigen der gelisteten 10 Fille ziigig auf eine
Losung fiihrt.

Definition 4.64. Sei Q) ein Kreis mit Mittelpunkt O und Radius . Wir definieren eine Spiegelung am
Kreis wie folgt:

Sei P ein Punkt der Ebene, der ungleich O ist. Dann definieren wir den Bildpunkt P' als denjenigen Punkt
auf dem Strahle O?, fiir den dann gilt:

|OP| - |OP'| = 2.

Weiterhin ergénzen wir die Ebene um einen unendlich fernen Punkt co und vereinbaren, dal er auf
jeder Geraden liegt, aber auf keinem Kreis. Wir kénnen uns vorstellen, dafl er oberhalb der Zeichenebene
schwebt, senkrecht iiber O (oder wir stellen ihn uns iiberhaupt nicht vor). Dann kénnen wir definieren,
daf} die Spiegelung am Kreis den Mittelpunkt O auf co abbildet. Und oo wird auf O abgebildet.
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Weiterhin haben dann zwei parallele Geraden genau einen Schnittpunkt (ndmlich co), und zwei nichtpar-
allele Geraden genau zwei Schnittpunkte (ndmlich den bisherigen und oo).

Wir beobachten, dafl diese Spiegelung das Kreisinnere mit dem Kreisduferen vertauscht. Jeder Punkt
auf dem Kreise bleibt dort, wo er ist. Wenn der Kreis gleich dem Einheitskreis im R? = C ist, und
wenn wir komplexe Zahlen einfithren, dann kénnen wir die Spiegelung am Kreis darstellen durch die
Abbildungsvorschrift

2= =,
z
und dies ist die Kombination einer Spiegelung an der reellen Achse mit einer holomorphen Funktion.
Aus der Funktionentheorie kennen wir einige Methoden, das Verhalten von holomorphen Funktionen zu

beschreiben und zu untersuchen, sodal wir manche der demnéchst présentierten Ergebnisse auch auf
funktionentheoretischem Wege bekommen kénnten, wenn gewiinscht.

Folgende Eigenschaften sollten klar sein:

e die Spiegelung am Kreis ist eine Involution der erweiterten euklidischen Ebene auf sich (ist also
gleich ihrer eigenen inversen Abbildung),

e jede Gerade durch O wird auf sich selbst abgebildet (aber nicht jeder Punkt auf einer solchen
Geraden auf sich). Hierbei haben wir jede Gerade stillschweigend um den Punkt oo ergéinzt (damit
die Sprechweise einfacher wird).

Der Kathetensatz gibt uns eine Moglichkeit, den Bildpunkt mit Zirkel und Lineal zu konstruieren:

P liegt auf Q: dann ist P/ = P.

P liegt auBerhalb von (2, aber P # oco: wir legen die Tangenten von P an den Kreis und erhalten die
Tangentenberithrpunkte 77 und 75. Dann ist {P'} = OP N Ty T5.

P liegt innerhalb von (2, aber P # O: wir errichten in P die Senkrechte auf den Strahl O? Die
Schnittpunkte der Senkrechten mit 2 nennen wir 7} und 7. Dann ist P’ gleich dem Schnittpunkt
der beiden Tangenten an €2 in 77 und T5 miteinander.

P = 0O oder P = oco: siehe oben.

Lemma 4.65. Sei g eine Gerade, die nicht durch O verlduft. Dann wird g bei der Spiegelung am Kreis
Q auf einen Kreis abgebildet, der durch O verlduft.

Beweis. Wir fillen das Lot von O auf g und taufen den Lotfulpunkt P. Sein Bild unter der Spiegelung
am Kreis sei P’. Sei () ein beliebiger weiterer Punkt auf ¢, und sein Bildpunkt sei ). Dann haben wir
|OP| - |OP'| = |0Q)] - |0Q'|, also liegen (wegen der Umkehrung des Sekantensatzes) die Punkte P, P,
Q, Q" auf einem Kreis. Im Dreieck A P'PQ gibt es einen rechten Winkel bei P, also mufl (wegen der
Umkehrung des Thalessatzes) die Strecke P’Q der Durchmesser des Kreises um die Punkte P, P/, Q, Q'
sein. Wegen des Thalessatzes ist dann auch im Dreieck A PQ’'Q der Winkel bei Q' ein rechter Winkel,
also ist das Dreieck A OP’Q’ ein rechtwinkliges mit rechtem Winkel bei Q.

Wir haben damit erhalten: jeder Punkt @ der Geraden g wird auf einen Punkt @’ auf denjenigen Kreis
abgebildet, der OP’ als Durchmesser hat. Damit ist das Bild der Geraden g enthalten auf dem genannten
Kreise, und es fehlt blofl noch die Surjektivitét.

Wenn wir die Argumentation uns nochmal anschauen, erkennen wir, dafl jeder Punkt auf dem Kreise mit
Durchmesser OP’ seinerseits aber bei Spiegelung am Kreis €2 auf g abgebildet wird. Also ist das Bild von
g gleich dem Kreis mit Durchmesser OP”. O

Korollar 4.66. Kreise durch den Punkt O werden bei der Spiegelung am Kreis auf Geraden abgebildet,
die nicht durch O verlaufen.

Lemma 4.67. Jeder Kreis w, der nicht durch O verliuft, wird bei Spiegelung am Kreis  auf einen Kreis
w' abgebildet, der ebenfalls nicht durch O verliuft.
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Beweis. Wir wihlen eine Gerade durch O, die den Kreis w in einem Durchmesser schneidet. Die Endpunkte
dieses Durchmessers des Kreises w seien A und B. Sei C' irgendein weiterer Punkt auf dem Kreise w.

Die Bildpunkte von A, B, C unter der Spiegelung am Kreis €2 sollen A’, B/, C" heiflen, wie iiblich. Dann
haben wir einerseits |OA| - |OA’| = |OB| - |OB'| = |OC| - |0C’| = r?, und andererseits ist der Winkel bei
C im Dreieck A ABC ein rechter Winkel, wegen des Thalessatzes.

Wegen der Umkehrung des Sekantensatzes liegen die Punkte A, A’, C, C’ auf einem Kreise, und die
Punkte B, B’, C, C’ liegen auch auf einem Kreise. Wegen des Satzes 4.23 haben wir dann
LA'C'C = LA AC mod 180°, /B'C'C = /B'BC mod 180°.
Dann haben wir
/B'C'A' = /B'C'C + £CC" A’ mod 360°
=/B'C'C — Z/A'C'C mod 360°
= /B'BC — LA’ AC mod 180°
= -/CBB' + ZCAA mod 180°

~/OBA + ZOAB mod 180° ’ (4.1),  (4.1)
/ABC + ZCAB mod 180°

= (180° — ZBCA) mod 180° ‘ (Innenwinkelsumme im Dreieck A ABC)

= 90° mod 180°,
also hat das Dreieck A A’B’C" einen rechten Winkel bei C”. Damit liegt ¢’ auf dem Thaleskreise {iber
der Strecke A'B’.

Also haben wir gezeigt: das Bild des Kreises w unter der Spiegelung am Kreis Q2 liegt auf dem Thaleskreise
iiber der Strecke A’ B’. Auf iiblichem Wege stellen wir die Surjektivitit fest, was den Beweis vollendet. [

Warnung 4.68. Der Mittelpunkt des Originalkreises wird in den meisten Fallen nicht auf den Mittel-
punkt des Bildkreises abgebildet !

Satz 4.69. Seien A, B zwei von O und co verschiedene Punkte, und seien A', B' ihre Bildpunkte. Dann
gilt fiir deren Abstinde, dajfs

|AB| - r?

AB|= ————.
| | |OA| - 0B

Beweis. Es ist |OA| - |OA’| = |OB| - |OB’| = r?, also sind die Dreiecke A OAB und A OB’A’ #hnlich.

Daraus folgt dann

AB| oA 21
BA| ~ |0B| ~ |0A] 0B’

woraus wir ziigig die Behauptung gewinnen. O

Satz 4.70. Die Spiegelung am Kreis ist lokal winkeltreu. Das bedeutet: wenn zwei glatte Kurven einander
in einem Punkte P # O unter einem Winkel « schneiden, (0 < « < 90°), dann schneiden auch die
Bildkurven einander am Bildpunkte P’ unter demselben Winkel. Der Winkel zwischen zwei Kurven ist
definiert als Winkel zwischen den entsprechenden Tangenten (genommen am Schnittpunkt).

Beweis. Dies gilt fiir jede holomorphe Funktion f in einer Umgebung eines Punktes zo, wenn dort f/(zg) #
0 ist. Und die Spiegelung am Einheitskreis ist aber die Komposition aus der holomorphen Funktion
f = f(2) = 1/z und der Spiegelung an der reellen Achse. Und tatséchlich ist f’(z) # 0 fiir jegliches
z # 0. O

Wer mag, kann die lokale Winkeltreue auch aus Satz 4.69 herausholen, wobei die beiden Kurven durch
den Punkt A verlaufen mogen, und B; sei auf der einen Kurve, By auf der anderen, und beide recht nah
an A. Die Sekanten AB; und ABs5 ndhern die jeweiligen Tangenten an, usw.
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Ubungsaufgabe 4.9. Es sei H der Hohenschnittpunkt des spitzwinkligen Dreiecks /N ABC'. Durch Spie-
gelung an einem Kreis mit Mittelpunkt H mdgen die Punkte A, B, C abgebildet werden auf A’, B', C'.

Zeige, dafy H der Inkreismittelpunkt des Dreiecks /N A’B'C’ ist.

Wie angekiindigt, hier nun eine Losung des Apollonius—Problems fiir den Fall, dafl eines der gegebenen
Stiicke ein Punkt ist. Es seien also die drei Stiicke P, Ky, K5 gegeben, wobei P ein Punkt ist, und K; ist
jeweils ein Punkt oder eine Gerade oder ein Kreis. Wir beschrénken uns jetzt auf den Fall, da} P weder

mit K7 noch mit Ky inzidiert (und iiberlassen diesen ignorierten Fall den Leserinnen und Lesern). Der
gesuchte Kreis heifle K.

Wir wihlen einen beliebigen Hilfskreis 2 mit Mittelpunkt P. Die Spiegelung am Kreis ) bildet ab wie
folgt:

wenn K; ein Punkt ist: dann ist K auch ein Punkt,

wenn K; eine Gerade oder ein Kreis ist: dann ist K ein Kreis,

und es ist K ein Kreis durch P: also ist K’ eine Gerade, die nicht durch P verliuft.

Weil die Spiegelung lokal winkeltreu ist, mufi K’ eine Tangente an K sein, wenn K/ ein Kreis ist.

Wir suchen also eine Gerade K’, die genau eines der drei folgenden Dinge bewerkstelligt:

K’ geht durch zwei Punkte,
K’ geht durch einen Punkt und tangiert einen Kreis,

K’ tangiert zwei gegebene Kreise.
Die erste Konstruktionsaufgabe ist trivial, die zweite einfach (Hinweis: Thalessatz), und fiir die dritte
verweisen wir auf Aufgabe A.7.

Nachdem wir K’ gewonnen haben, bekommen wir K durch erneutes Spiegeln am Kreis .

4.10 Pole, Polaren und Dualitit @

Fiir die h-Geometrie (vgl. Abschnitt 1.5) und die projektive Geometrie brauchen wir noch zwei Begriffe.

Definition 4.71. Sei Q ein Kreis mit Mittelpunkt O. Fir einen Punkt P # O definieren wir die Polare
von P (geschrieben als Polave(P)) als diejenige Gerade, die senkrecht auf dem Halbstrahle O? steht und
durch den Bildpunkt P’ von P bei Spiegelung am Kreis  verliuft.

Sei umgekehrt g eine Gerade, die nicht durch O verliuft. Dann definieren wir den Pol von g (geschrieben
als Pol(g)) als denjenigen Punkt P, fiir den g = Polave(P).
Es ergibt sich spéter jeweils aus dem Kontext, auf welchen Kreis € sich diese Konstruktion bezieht.

Fiir einen Punkt P auflerhalb von Q verlduft PBolave(P) durch die beiden Beriihrpunkte der Tangenten
von P an den Kreis £2; und wir wollen uns schrittweise einige dquivalente Beschreibungen erarbeiten.

Der folgende Satz hat unter der Bezeichnung Dualitétsprinzip allerhochste Bedeutung erlangt.

Satz 4.72. Seien P und Q zwei Punkte ungleich O. Dann liegt P auf der Polaren zu Q genau dann, wenn
Q auf der Polaren zu P liegt.

Beweis. Die Bildpunkte von P und @) bei Spiegelung am Kreis nennen wir P’ bzw. @’. Sei @ € Rolare(P).
Wir wollen zeigen, dal P € Rolare(Q).

Wir errichten in Q" die Senkrechte zum Strahl @ Diese mufl den Strahl O? schneiden (warum ?),
und den Schnittpunkt"nennen wir P. Die Behauptung wiirde sich ergeben, wenn wir gezeigt hétten, daf
|OP| = |OP|. Wegen Ahnlichkeit der Dreiecke A OP'Q und A OQ'P ist

|OP|-|OP'| =10Q'| - |0Q),

und nach Definition der Spiegelung am Kreis ist |OP| - [OP'| = |0Q| - |0Q’|, also ist tatsiichlich |OP| =
|OP|. Damit ist der Beweis des Dualitéitsprinzips vollendet. O
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Als eine Anwendung nehmen wir zwei verschiedene Punkte R, S und fragen nach dem Pol der Geraden RS
(unter den Zusatzannahmen R # O, S # O, und RS verlduft nicht durch O). Wir gelangen zur Vermutung,
dal Pol(RS) = Polave(R) N Polare(S) gelten konnte, unter der Zusatzannahme, daff Polare(R) und
Polare(S) nicht-parallel sind. (Es ist gerade der Vorteil der projektiven Geometrie, dafl all diese listigen
Zusatzannahmen sich in Luft auflgsen.)

Um diese Vermutung zu priifen, definieren wir {T'} := Polare(R) N Polare(S). Dann ist T € Polare(R),
also R € Polare(T'). Und analog haben wir T € Polare(S), also S € Polave(T'). Nun ist aber Polave(T')
eine Gerade, und die verschiedenen Punkte R und S liegen darauf, also ist Polave(7) = RS. Das ist nach
Definition aber gleichbedeutend mit 7" = Pol(RS). Damit ist die Vermutung Pol(RS) = Polare(R) N
Polare(S) bestitigt.

Wir kommen zu einer weiteren Beschreibung von Polaren.

Satz 4.73. Seien A, B, C, D vier verschiedene Punkte auf einem Kreis Q. Wir bilden alle drei Schnitt-
punkte von Geradenpaaren:

{P}:=ABNCD, {Q} := AC N BD, {R} = ADN BC.
Dann gilt

Polare(P) = QR, Polare(Q) = RP, Polare(R) = PQ.

Beweis. Die Tangenten an 2 in den Punkten A, B, C, D nennen wir t4, tp, tc, tp. Dann setzen wir
{X}:=tantp, {Y}:=tpNte,
was Punkte auflerhalb des Kreises 2 sind. Aus der Definition der Polaren haben wir direkt
AD = Polave(X), BC = Polare(Y).
Wegen R € AD, R € BC folgt dann also
R € Polare(X), R € Polare(Y),
und das Dualitétsprinzip macht daraus
X € Polare(R), Y € Polare(R),

was dann direkt XY = Polare(R) impliziert.

Nun wéhlen wir einen Punkt A; auf €2, der in der Ndhe von A liegt, und einen Punkt D; auf Q, der
in der N#he von D liegt. Wir wenden das Theorem von Pascal auf das Sehnensechseck AA; BDD,C' an,
und dann lassen wir A; nach A konvergieren, und D; nach D. Die Schnitte gegeniiberliegender Seiten in
diesem Sehnensechseck konvergieren dann zu

tantp ={X}, ABNDC = {P}, BDNCA={Q},

also sind X, P, @ kollinear.
Analog wenden wir das Theorem von Pascal auf das (entartete) Sehnensechseck ABBDCC' an, und die
Schnitte gegeniiberliegender Seiten sind dann

ABNDC ={P}, tgntc={Y}, BDNCA={Q},

und demzufolge sind P, Y, @ kollinear. Zusammen mit dem vorigen Ergebnis heifit dies, dal P, @, X, Y
auf einer Geraden liegen, also PQ = XY als Gleichheit von Geraden, und somit PQ = Polare(R). Die
anderen beiden Identititen Polare(P) = QR und Polare(Q) = RP beweisen sich analog. O

Ubungsaufgabe 4.10. Sei ein Punkt auferhalb eines Kreises gegeben. Konstruieren Sie die Tangenten
von diesem Punkt an den Kreis, aber nur mit Lineal.
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4.11 Harmonien und Doppelverhiltnisse der Punkte

Fiir vier paarweise verschiedene Punkte A, B, C', D auf derselben Geraden ist das Doppelverhéltnis der
Punktepaare (C, D) und (A, B) erklért als

DV(A, B;C, D) = % : %, (4.3)
und wir rechnen schnell nach, dafl
DV(B,A;C,D) = m, (4.4)
DV(C, D; A, B) = DV(A, B; C, D). (4.5)
Gleichung (4.3) legt dann fiir paarweise verschiedene Punkte A, B, C, D die Definitionen
DV(A4,A;C, D) = 1, DV(A, B; B; D) = o, DV(A, B; A, D) =0
(und #hnliche daraus sich mittels (4.4) und (4.5) ergebende) nahe. Hierbei vereinbaren wir, daf§ +00 = —o0.

Wir unternehmen keinen Versuch, den Ausdruck DV zu definieren, wenn drei der Argumente derselbe
Punkt sind.

Definition 4.74. Zwei Punktepaare (A, B) und (C, D) auf derselben Geraden heiffen harmonisch genau
dann, wenn

DV(A,B;C,D) = —1.
Man sagt auch, daff diese beiden Paare (zueinander) harmonisch liegen.

Wenn die Paare (A, B), (U, V) zueinander harmonisch liegen, dann ist einer der Punkte U,V innerhalb
der Strecke AB, der andere auflerhalb, und wir haben dann

|AU|  |AV]

\UB|  |VB|

als Gleichheit von Quotienten traditioneller Streckenldngen. Das passiert hdufiger als gedacht:
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Satz 4.75. Sei N\ ABC' ein Dreieck; die Innenwinkelhalbierende bei C' schneide die Strecke AB in U, und
die Aufenwinkelhalbierende bei C schneide die Gerade AB in V.

Dann liegen (A, B) und (U, V) zueinander harmonisch.

Beweis. Aus Satz 4.36 haben wir |AU| : |[UB| = |AC| : | BC|. Weiterhin ist (mit &hnlicher Argumentation
wie im Beweis zu Satz 4.306)

AV F(AAVCO)  $]AC] - dist(V,AC)  |AC|

\VB|  F(AVBC)  1|BC|-dist(V,BC) |BC|’

also gilt tatséchlich |[AU| : |[UB| = |AV| : |V B]. O

Satz 4.76. Sei P ein Punkt auflerhalb des Kreises 2, g eine Sekante durch P, die Q in den Punkten A
und B schneiden mdge, und sei {Q} := g N Polare(P).

Dann sind (A, B) und (P, Q) harmonische Punktepaare.

Polare(P)

Beweis. Sei P’ der Bildpunkt von P bei Spiegelung an Q. Es ist dann, gemé&f} der Definition der Spiegelung
am Kreis,

|OA|  |OP'|

0P|~ OA]"

|OP|-|OP'| =r* = |OAJ?
also folgt die Ahnlichkeit A AOP’ ~ A POA, denn beide Dreiecke haben den Winkel bei O gemeinsam.

Dann ergibt sich aber

|AP'|  |PA|
JOP'| — |OA|

Weiterhin ist

(4.6)

|OB|  |OP'|
loP| — |OB|’

|OP|-|OP'| = r* = |OBJ?
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also folgt die Ahnlichkeit A BOP’' ~ A POB, denn beide Dreiecke haben den Winkel bei O gemeinsam.
Dann ergibt sich aber

|BP'|  |PB|
loP'| 0B’

Division von (4.6) durch diese Gleichung verschafft uns dann

|AP'|  |PA]
|BP'|  |PB|’

denn |OA| = |OB]. Also ist die Gerade PP’ die Aulenwinkelhalbierende zum Winkel bei P’ am Dreieck
A AP’'B. Weil die Gerade P’Q senkrecht auf der Geraden PP’ steht, mufl dann P’Q die Innenwinkelhal-
bierende am Eckpunkt P’ des Dreiecks A AP’B sein, denn bei jedem Dreieck stehen an jeder Ecke die
Innenwinkelhalbierende und die Auflenwinkelhalbierende aufeinander senkrecht.

Nun brauchen wir blofl noch Satz 4.75 bemiihen. O

Wenn (A, B), (P, P') zueinander harmonisch liegen, dann ist offenkundig

“1=DV(A,B;P,P') = DV(B, A; P,P') = DV(A, B; P', P) = DV(P', P; A, B) = ... .,
wegen der Rechenregeln (4.4), (4.5). Damit erdffnet sich uns eine zweite Variante, Polaren zu definieren.
Satz 4.77. Sei P # O, P & Q. Zu jeder Sekante g von ), die durch P wverliuft, bestimmen wir den

eindeutigen Punkt P' auf g, fir den (P, P") harmonisch liegt zu g N €.

Dann bildet die Menge aller Punkte P', die man mit dieser Konstruktion erhdlt bei Variation der Sekante
g, eine Gerade, und diese Gerade ist gleich der Polaren von P.

Hierbei spielt es keine Rolle, ob P innerhalb oder auflerhalb von ) liegt. Erwdhnenswert bleibt auch:
anstelle des Kreises ) konnen wir auch einen beliebigen Kegelschnitt nehmen, und die Menge der entste-
henden P’ ist jedesmal eine Gerade, die wir dann die Polare von P taufen.

4.12 Noch mehr Harmonie und Dualitit $¢

Wir wollen einen zweiten Beweis von Satz 4.73 geben, der es vermeidet, das Theorem von Pascal zu
bemiihen. Stattdessen verwenden wir einen etwas elementareren Satz.

Ein (vollstindiges) Viereck entsteht, indem man sich vier Punkte in allgemeiner Lage vorgibt (das heifit:
die vier Punkte sind paarweise verschieden, und keine drei davon sind auf einer gemeinsamen Geraden),
und anschlielend alle Verbindungsgeraden bildet. Das sind sechs Stiick, von denen typischerweise zwei als
Diagonalen bezeichnet werden.

Ein vollstandiges Vierseit entsteht auf umgekehrtem Wege: man wéhlt vier Geraden in allgemeiner Lage
(das heift: die vier Geraden sind paarweise verschieden, keine drei davon gehen durch einen gemeinsamen
Punkt, und keine zwei sind zueinander parallel), und anschliefend werden alle Schnittpunkte gebildet
(sechs Stiick).

Satz 4.78. Die Geraden a, b, ¢, d mdgen ein vollstindiges Vierseit erzeugen. Dann setzen wir

{U}:=anb, {V}:=ang, {W}:=and,
{U'} :=cnd, {(V'}:=bnd, {W'}:=bne.

AnschliefSend sei
{P} =VV' NnWW, {Q}y =WW'nUU, {R}:=UU'NVV'.

Dann sind die Punktepare (U,U’) und (Q, R) in harmonischer Lage, die Punktepaare (V,V') und (R, P)
auch, und die Punktepaare (W, W') und (P, Q) ebenfalls.
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Beweis. Das Theorem von Ceva, angewandt auf das Dreieck A WW'U und den Ecktransversalenschnitt-
punkt U’, gibt uns
\wv v’ [W'Q)

Vo, vw] lew) Tt

Hierbei spielt es keine Rolle, ob U’ innerhalb oder aulerhalb des Dreiecks liegt. Das Theorem von Menelaos,
ebenfalls angewandt auf das Dreieck A WW'U, mit der Geraden VV'P, liefert

wv) o) w'el
vl [(v'w'] [PW] '

Division beider Gleichungen bringt uns dann

w'Ql WP _
QW] [PW]

also DV(W’', W; @, P) = —1. Das wollten wir zeigen. O

-1

)

Satz 4.79 (Vgl. Satz 4.73). Sei ABCD ein Sehnenviereck im Kreis Q. Wir definieren { K} := ABNCD,
{L}:=ACNBD, {M}:= AD N BC. Dann gilt Polave(M) = LK.

Beweis. Wir haben ein vollstdndiges Vierseit aus den Geraden a = DBL, b= AKB,c= DKC,d = ACL.
Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.78 haben wir dann

U=B, V=D, W=1L, U=c, V=4 W =K.
Weiterhin ist {R} := UU' NVV' = BCNDA = {M}, sowie
{P}:=VV' NnWW'=ADN LK, {Q} =WW'NUU' =LK N BC.

Satz 4.78 besagt nun, dafl (B,C) und (Q, M) ein harmonisches Punktepaar bilden. Also liegt, wegen
Satz 4.77, () auf der Polaren von M.

Satz 4.78 besagt aber auch, dafi (D, A) und (M, P) ein harmonisches Punktepaare bilden. Wir wenden
Satz 4.77 erneut an und bekommen, daf} jetzt P auf der Polaren von M liegt.

Weil die Polare aber eine Gerade ist, ist demnach PBolave(M) = PQ, und per Definition ist PQ = LK,
als Gleichheit von Geraden. O
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Lemma 4.80. Seien (A, B) und (C, D) harmonische Punktepaare, und sei M der Mittelpunkt von CD.
Dann gilt
e [AB|-|AM] = [AC|- |AD),
o |[MA| |MB]=|MC|*=|MD|*.
Beweis. Wir haben |[AM | = 1(|AC|+|AD]) und |AC] : |CB] = —|AD] : | DB| aus Harmoniegriinden,
woraus wir |AC| - |BD| = |AD] - |CB] erhalten. Dann ist die erste Behauptung dquivalent zu
|AB| - |AC| + |AB] - |AD| =2|AC]| - |AD|,
|AB| - [AC| + [AB] - LADJ [AC] - ([AB| + [BD]) + ([AB| + [BC]) - |[AD],
= [AC|-|BD| +[BC| - |AD],
—[AC]- LBDJ = [BC| - [AD],
[AC| - |BD] = [AD] - |CB],

1o

und dies hatten wir aber vorausgesetzt. Und die zweite Behauptung ergibt sich wie folgt:
[MA] - |MB) = |MA] - (IMA] + |AB]) = |MAJ* - | AC] - | AD]
= (e + LCAJ)2 ~ |AC|-|AD|
= |MC|*+2|MC|-|CA] 4+ |CAJ* — |AC| - |AD|
= [MCJ? +2|CM] - |AC| + |AC)* + |AC] - | DA|
= [MCJ* + [AC] - (2/CM] + |AC] + [ DA])
= [MC* + [4AC] - (|CD] + |DA] + |AC]) = [MC*.
Und offenkundig ist |MD|*> = |MC|?, denn M ist der Mittelpunkt von CD. O

Ganz nebenbei haben wir damit auch gezeigt, daB M auBerhalb der Strecke AB liegen muf (ansonsten
bekémen wir einen Vorzeichenwiderspruch in der zweiten Behauptung).
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4.13 Der wahrscheinlich eleganteste Beweis des
Theorems von Pascal &

Zur Abrundung beweisen wir das berithmte Theorem von Pascal ein weiteres Mal. Der originale Beweis
(1639) von Pascal ist verloren gegangen, und im Laufe der Zeit wurden verschiedene Beweise angegeben.

Uberraschend ist, daf der folgende Beweis erst 1993 durch van Yzeren [18] entdeckt wurde, basierend auf
(nicht ganz so eleganten) Betrachtungen in [3].

Beweis. Siehe Abbildung 4.10. Das Sechseck (nicht unbedingt konvex) sei AgA; As Az A4 As. Wir setzen
{Po} := AgA1 N Az Ay, {P1}:= A1 Ay N Ay As, {P2} := A A3 N A5 Ap.
Wir betrachten noch den Umkreis von A AP As. Dieser schneidet die Gerade PyA; auflerdem noch in
By, und die Gerade PyA4 auflerdem noch in Bj.
Wir wollen zeigen, dafl die Dreiecke A ByB1 Py und A Ay A3 P, auseinander durch Streckung am Zentrum
Py hervorgehen. Zu diesem Zwecke weisen wir nach, dafl entsprechende Kanten zueinander parallel sind.
Wir betreiben Winkeljagd und verwenden ausgiebig Satz 4.23 und (4.1):
ZAleAg = 4A1A4A3 mod 180°
= ZA1A4Bl mod 1800
= ZAlBQBl mod 1800,

also ist AgAs || BoB1 wegen der Umkehrung des Stufenwinkelsatzes.

Weiterhin haben wir

/AP By = ZA1P;B; mod 180°
=/A1A4B;  mod 180°
= /A A4A3  mod 180°
= /A1AyA3  mod 180°
= /A AP, mod 180°
= /PiA>sP>, mod 180°,

also ist P1 By || PoAs wegen der Umkehrung des Wechselwinkelsatzes, und dann auch P> As || Py B;.
Schlie3lich ist

LAsP1By = ZA4P1By  mod 180°
= /A4A1By mod 180°
= /A4A1 Ay  mod 180°
= LA4A5A9  mod 180°
= /LA4As P, mod 180°
= /PiAsP>, mod 180°,
also BoPy || A5P, (Umkehrung des Wechselwinkelsatzes), und deshalb auch AgP2 || BoP;. Demnach

gehen die Dreiecke A AgAs P, und A ByBy Py tatsichlich durch Streckung auseinander hervor, und das
Streckzentrum muf} der Schnittpunkt von AgBy und A3B; sein, also Fy. O

Wir beobachten:

e Wenn man geniigend viele Sehnenvierecke hat, dann lassen sich viele Sachverhalte beweisen (vgl.
Satz 4.29).

e Mathematik erfordert Phantasie. Wie soll man blof} auf die Idee kommen, ausgerechnet den Umkreis
von A\ APy A einzuzeichnen 7 Und anschlieSend die Punkte By und B; einzufithren ? Das diirfte
wesentlich dazu beigetragen haben, dafl dieser Beweis iiber 350 Jahre hinweg nicht entdeckt wurde.

In [18] schreibt van Yzeren, wie er auf diesen Weg gefunden hat. Es klingt so, als ob er eigentlich andere
Dinge untersuchen wollte und dann das Theorem von Pascal nur aus Versehen bewiesen hat. Das passiert
in der Mathematik o6fter.
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|

Abbildung 4.10: Zum Beweis des Theorems von Pascal
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Kapitel 5

Die Eulersche Polyederformel

5.1 Allgemeines @

Zuerst wollen wir erkldren, was ein Polyeder ist.

Definition 5.1. Ein Polyeder P ist eine beschrdnkte, abgeschlossene und zusammenhdngende Punktmenge
im R3, deren Rand gebildet wird von endlich vielen ebenen Flichenstiicken, die ihrerseits Polygone sind.

Beispiele dafiir sind Quader, Prismen, Pyramiden und alles, was man durch (endlich oft wiederholtes)
zusammenhiingendes Aneinanderfiigen von diesen Korpern erhilt. Kegel, Zylinder, (Halb—)Kugeln sind
keine Polyeder.

Die Anzahl der Ecken, Flichen, Kanten eines Polyeders bezeichnen wir immer mit £, F, K; und die
Eulersche Polyederformel wird uns mitteilen, daf} es einen Zusammenhang zwischen diesen 3 Zahlen gibt
(zumindest dann, wenn das Polyeder konvex ist). Hierbei unternehmen wir keinen Versuch, die Begriffe
»Ecke“,  Flache“,  ,Kante“ logisch prazise zu definieren und begniigen uns mit der naheliegenden anschau-
lichen Interpretation.

Wenn wir nichts anderes erwihnen, ist ein Polyeder immer konvex (also insbesondere ohne Durchbohrun-
gen (préziser: ohne Durchstanzungen) und ohne Hohlrdume). Man iiberlegt sich fiir konvexe Polyeder:

e jede Fliche wird von mindestens 3 Kanten begrenzt,
e an jeder Ecke stoflen mindestens 3 Kanten zusammen,

o fiir jede Ecke gilt: all die Flachenwinkel, die diese Ecke als Scheitelpunkt haben, addieren sich zu
weniger als 360° (hierfiir brauchen wir die Konvexitit, wie man sich iiberlegt, wenn man zwei Quader
wie ein T iibereinanderbaut).

Wir nennen eine Ecke n-wertig, wenn an ihr genau n Kanten zusammenstoflen. Offenkundig ist dann
n > 3, und es gibt genau n Flicheninnenwinkel, die diese Ecke als Scheitelpunkt haben.

Wir beginnen mit einer kleinen Beobachtung.

Lemma 5.2. Sei P ein Polyeder mit E Ecken, K Kanten und F Flichen.

e Wenn jede seiner Fldchen ein Dreieck ist, dann gilt 3F = 2K.

o Wenn jede seiner Ecken dreiwertig ist, dann gilt 3E = 2K.

Beweis. e Wir gehen zu jeder Fliache und fragen sie: ,, Wieviele Kanten begrenzen dich 7“ und addieren
alle Antworten auf. Das ergibt 3F. Dabei wird jede Kante zweimal gezihlt, denn jede Kante ist die
Schnittmenge von genau zwei Flichen. Also ist 3F = 2K.

e Wir gehen zu jeder Ecke und fragen sie nach ihrer Wertigkeit und addieren alle Antworten auf.
Das ergibt 3E. Dabei wird jede Kante zweimal gezéihlt, denn jede Kante hat genau zwei Endpunkte
(Ecken). Also ist 3F = 2K.

O

103
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In jedem e haben wir die Technik des doppelten Abzihlens verwendet. Diese ist so leistungsstark, dafl wir
sie noch 6fter anwenden werden.

Satz 5.3. Die Anzahlen der Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke, ...unter den Flichen eines Polyeders nennen
wir F3, F4, F5, P
Dann ist
> F=F, > iF; = 2K, 3F < 2K.
j=3 j=3
Die Anzahlen der dreiwertigen Ecken, vierwertigen FEcken, fiinfwertigen Ecken, ... unter den Ecken eines

Polyeders nennen wir s, Fy, Es5, .. ..

Dann st
> E;=E, > JE; =2K, 3E < 2K.
Jj=3 j=3
Beweisidee. Sehr &hnlich zum vorigen Lemma. O

Bemerkung 5.4. Man beobachte die Dualitdt Ecken <+ Fldchen,

e auf der Ebene der Bezeichnungen,

e auf der Ebene der Beweisfiihrung.

Es folgt das Hauptergebnis dieses Kapitels.

Theorem 5.5 (Eulersche Polyederformel). Fiir jedes konvexe Polyeder P mit E Ecken, K Kanten,
F Flichen gilt E — K + F = 2.

Beweis. Wir wihlen eine Kugel X grofl genug, die P in ihrem Inneren enthélt. Vom Mittelpunkt der Kugel
projizieren wir die Ecken, Flichen und Kanten von P auf die Kugel. Weil das Polyeder P konvex ist, hat
die Bildfigur " auf der Kugel keine einander kreuzenden Kanten.

Wir wihlen auf X einen Punkt aus, der keine Ecke oder Kante von P’ ist, und ernennen ihn zum Nordpol
N der Kugel, und sein Antipode heifit Stidpol S der Kugel.

Jetzt projizieren wir P’ stereographisch auf eine Ebene. Das bedeutet folgendes: Wir wihlen eine waage-
rechte Ebene und legen die Kugel X darauf, soda8 S unten ist. Jeder Punkt X (# N) auf der Kugel wird
auf die Ebene dadurch projiziert, dal man den Schnittpunkt X’ des Strahls ﬁ mit der Ebene ermittelt.
Dieser Punkt X' ist das Bild von X € X bei der stereographischen Projektion von X auf die Ebene.

In der Ebene entsteht ein sogenannter Graph' mit E Ecken und K Kanten, der F —1 Teilflichen einschliefit
und von einer unbeschrénkten Fliche umschlossen wird. Dieser Graph hat zwei wichtige Eigenschaften.
Er ist

zusammenhingend: das heifit, dal man von jeder seiner Ecken zu jeder anderen Ecke entlang von
Kanten laufen kann,

planar: das heifit, daf§ keine zwei seiner Kanten einander kreuzen. An dieser Stelle verwenden wir die
Konvexitéit von P.

Wir wollen zeigen, dafl E — K 4+ F = 2. Der Beweis wird einfacher, wenn wir allgemein zeigen, daf fiir
jeden planaren zusammenhingenden Graphen mit E(> 1) Ecken und K Kanten, der F' — 1 Teilflichen
der Ebene einschlieit, gilt, dal £ — K + F = 2.

Dies ist deshalb allgemeiner, weil nicht jeder solche Graph auf dem Wege unserer beiden Projektionen aus
einem Polyeder erhalten werden kann (man denke an den Buchstaben X mit E =5, K =4, F —1 =0,
bei dem es vier einwertige Ecken gibt).

LGraphen sind iibrigens ein ganz wichtiges Konzept in der Informatik. Dort wird das, was wir hier als Ecken auffiihren,
Knoten genannt. Wir bleiben trotzdem beim Begriff Ecken.
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Der Beweis verlduft wie folgt: wir starten mit einem zusammenhéngenden planaren Graphen (mit E > 1),
bei dem wir den Wert von F — K + F' nicht kennen. Wir bauen ihn schrittweise ab, sodaf} er immer
planar und zusammenhiingend bleibt (und auch die Eigenschaft E > 1 bleibt erhalten), sodafl wihrend
des Abbauens der Ausdruck F — K + F invariant bleibt. Dies machen wir solange, bis der Graph ,,sehr
einfach“ ist.

Wir brauchen noch den Begriff des Zyklus in einem Graphen: dies sind Ecken X1, X, ..., X,, (mindestens
3 Stiick, keine zwei von diesen n Ecken sind gleich), sodaf} es eine Kante X7 X5 gibt, und eine Kante X5 X3,
..., eine Kante X,,_1X,,, und schliellich eine Kante X, X;.

Fall 1: es ist K > 1, und der Graph enthilt einen Zyklus

Dieser Zyklus enthélt mindestens drei Kanten. Wenn wir genau eine Kante des Zyklus entfernen,
dann bleibt der Graph zusammenhiingend (denn wir kénnen ja noch ,andersrum laufen®). Es sinkt
K um eins, und die Eckenzahl E bleibt gleich. Weiterhin sinkt F' um eins, denn es sind jetzt
zwei Flachenstiicke ,,zusammengewachsen“. Eines von diesen liegt im ,, Innengebiet* des Zyklus, das
andere im ,,Auflengebiet“. Also dndert sich £ — K + F nicht. Offenkundig ist immer noch £ > 1.

Fall 2: es ist K > 1, und der Graph enthilt keinen Zyklus

Dann mufl der Graph eine einwertige Ecke haben. Das begriinden wir so: angenommen, jede Ecke
hiitte mindestens die Wertigkeit Zwei (die Wertigkeit Null kann nicht auftreten, weil dies der Zu-
sammenhangseigenschaft des Graphen widerspréiche). Dann wihlen wir irgendeine Ecke und eine
beliebige der von ihr startenden Kanten. Diese Kante laufen wir entlang und kommen zur néchsten
Ecke, welche ihrerseits mindestens die Wertigkeit Zwei hat. Von dieser neuen Ecke laufen wir entlang
einer Kante weiter, wobei die bereits durchlaufenen Kanten verboten sind. In diesem Stile laufen wir
immer weiter (wenn es an einer Ecke mehrere Wahlmoglichkeiten der Wegfortsetzung gibt, nehmen
wie eine beliebige von diesen Wahlméglichkeiten), und die jemals zuvor durchlaufenen Kanten sind
fiir immer verboten. Wenn wir an einer Ecke ankommen, sind genau zwei Fille moglich:

an dieser Ecke waren wir frither schon einmal: das kann nicht sein, denn dann hétte der
Graph einen Zyklus, was aber ausgeschlossen wurde.

an dieser Ecke waren wir nie zuvor: dann kénnen wir von dieser Ecke aus aber weiterlaufen,
denn diese Ecke hat mindestens die Wertigkeit zwei, und beim Ankommen an dieser neuen
Ecke ist erst eine Kante verbraucht.

Es tritt beim Durchlaufen des Graphen also immer der zweite Fall ein, niemals der erste. Also kénnen
wir den Graphen unendlich weit durchlaufen. Aber der Graph hat blofl endlich viele Ecken. Das ist
ein Widerspruch.

Also gibt es eine Ecke der Wertigkeit Eins. Diese Ecke entfernen wir, und damit zwangsldufig auch
die zu dieser Ecke hinfithrende Kante. Es sinken E' und K um eins, aber F bleibt gleich. Also &ndert
sich ' — K + F nicht. Offenkundig ist immer noch F > 1.

Fall 3: es ist K =0

Nach dem Abbauschritt von Fall 1 bzw. Fall 2 ist jeweils E > 1, also kann jetzt nicht £ = 0 sein.
Also ist £ > 1. Weil der Graph aber zusammenhéngend ist, ist £ > 2 unmoglich. Also ist £ = 1.
Dann besteht der Graph aus genau einer Ecke, demzufolge auch keiner Kante, und es ist F = 1.
Folglichist? E— K+ F=1-0+1=2.

In den Abbauschritten der beiden Félle 1 und 2 wird K jeweils um eins reduziert, also kommen wir nach
endlich vielen Schritten tatsdchlich im Fall 3 an. Das vollendet den Beweis der Eulerschen Polyederformel.
O

Beispiel:

Tetraeder: F =4, K =6, F =4,
Wiirfel: £ =8, K =12, F =6,
Oktaeder: £ =6, K =12, FF =38.

?Dies ist eine der wenigen Stellen der Mathematik, wo man die Erkenntnis 1 + 1 = 2 explizit bendtigt.
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Ubungsaufgabe 5.1. Die Oberfliche eines Fufballs setzt sich aus regelmifigen Finfecken und regelmdifi-
gen Sechsecken zusammen. An jeder Ecke stoffen genau zwei Sechsecke und genau ein Finfeck zusammen.
Man bestimme die Anzahl der Fiinfecke und der Sechsecke.?

Loésung:
Es ist nach unseren bisherigen Darlegungen offenkundig
E=F;, F=F+F, EFE-K+F=2 2K=3FE, 2K=>5F;+606F;.

Dieses Gleichungssystem l&8t sich nicht eindeutig nach F5 und Fg auflosen. Also verwenden wir erneut
die Technik des doppelten Abzédhlens: an jeder Ecke sitzt genau ein Fiinfeck, und jedes Fiinfeck hat genau
fiinf Ecken (ach was). Also ist

E = 5F5.

An jeder Ecke sitzen genau zwei Sechsecke, und jedes Sechseck hat genau sechs Ecken. Wir zihlen wieder
doppelt ab und finden

2F = 6F5.
Es folgt jetzt
2=FE— K+ F5+ Fg

3 E E
—F-—p4+ =4+ =
g Tt
_E
30’

also £ = 60, F5 = 12, Fg = 20.
Also sind es genau zwolf Fiinfecke und zwanzig Sechsecke.
[

Die folgende Aufgabe ist bekanntgeworden als Formel von Descartes und dquivalent zur Eulerschen Po-
lyederformel, welche vielleicht besser nach Descartes benannt werden kénnte, da dieser ein Jahrhundert
eher lebte:

Ubungsaufgabe 5.2. Fiir ein konvezes Polyeder wollen wir unter dem Defektwinkel einer Ecke X denje-
nigen Winkel verstehen, der sich ergibt, wenn man die Summe aller Flicheninnenwinkel mit Scheitelpunkt
X won 360° abzieht (bei einem Quader hat jede Ecke also einen Defektwinkel von 90°).

Zeigen Sie, daff dann die Summe der Defektwinkel aller Ecken stets 720° betrdgt.
Definition 5.6. Ein konvexes Polyeder heif$t platonischer Korper, wenn folgendes gilt:

e jede seiner Flichen ist ein regelmdfSiges Polygon,
e alle seine Flichen sind zueinander kongruent,

o alle seine Ecken haben die gleiche Wertigkeit.

Der folgende Satz ist einer der Hohepunkte der Geometrie von Euklid.

Theorem 5.7. Es gibt genau fiinf Sorten von platonischen Korpern: Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Ikosa-
eder, Dodekaeder.

Beweis. Angenommen, es gidbe platonische Korper. Sei P ein solcher.

Jede Ecke von P hat als Wertigkeit mindestens Drei. Regelméfige Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke, Sechsecke
haben die Innenwinkelgroflien 60°, 90°, 108°, 120°. Die Innenwinkel an einer Ecke ergeben zusammen
weniger als 360°. Also kann eine Flidche von P kein Sechseck, Siebeneck, Achteck, ... sein, sondern nur
ein regelméfliges Dreieck, oder ein Quadrat, oder ein regelméfliges Fiinfeck. Und an einer Ecke kénnen
lediglich folgende Fléchen anstoflen:

3 Diese Aufgabe ist der ersten Runde des Bundeswettbewerbs Mathematik 1983 entlehnt. Die damalige Aufgabenstellung
war wie folgt (beide Aufgaben sind nicht dquivalent, wie man nach einiger Zeit erkennt ! ):

Die Oberfldche eines Fuflballs setzt sich aus schwarzen Fiinfecken und weiflen Sechsecken zusammen. An die Seiten eines
jeden Fiinfecks grenzen lauter Sechsecke, wéhrend an die Seiten jedes Sechsecks abwechselnd Fiinfecke und Sechsecke grenzen.
Man bestimme aus diesen Angaben iiber den Fufiball die Anzahl seiner Fiinfecke und seiner Sechsecke.
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drei regelméflige Dreiecke,
vier regelméflige Dreiecke,
fiinf regelméflige Dreiecke,
drei Quadrate,

drei regelmiiflige Fiinfecke.

Wir diskutieren die Falle nacheinander:

1.

Jetzt ist F = E3 und F' = F5. Weiterhin ist 2K = 3F5 und 2K = 3FEj3, also F'= FE = %K, und somit
2=F K+F*2K K+2K*1K
n 3 37 37

woraus wir K = 6 und F = F = 4 erzielen.

Jetzt ist E = E4 und F' = F3. Weiterhin ist 2K = 3F3 und 2K = 4F}, also
1

-K

1 2
2=E-K+F= KK+ K=K

2 3
also K =12, F =6, ' =8.

Jetzt ist E = E5 und ' = F3. Weiterhin ist 2K = 3F3 und 2K = 5F5, also
2 2 1
2=F-K+F=-K-K+-K=—K
* 5 * 3 157
also K =30, F =12, F = 20.

Jetzt ist F = E3 und F' = F;. Weiterhin ist 2K = 4F, und 2K = 3FE3, also
2:E—K+F=2K—K+1K:1K,
3 2 6
also K =12, F =8, ' =6.

Jetzt ist £ = E3 und F' = F5. Weiterhin ist 2K = 5F5 und 2K = 3Fj3, also

1
K

2 2
2=F-K+F=3K-K+ K=K,

3 5
also K =30, F =20, F = 12.

Dies sind alle moglichen Konfigurationen von platonischen Korpern. Es bleibt noch zu zeigen, dafl es
diese Korper tatséichlich gibt, was wir dadurch erledigen, dafl wir deren Konstruktion skizzieren. Die
Kantenlénge sei dabei jeweils a.

1.

Wir stellen vier gleichseitige Dreiecke der Kantenldnge a zu einer dreiseitigen Pyramide zusammen
und bekommen das Tetraeder (,, Vierflichner®).

Wir nehmen ein Quadrat der Kantenléinge a und errichten dariiber eine vierseitige Pyramide, deren
Manteldreiecke jeweils gleichseitige Dreiecke der Kantenléinge a sind. Dies ist auf eindeutige Weise
moglich. Zwei solcher vierseitigen Pyramiden fiigen wir an den Grundflichenquadraten aneinander.
Dieser Korper heifit Oktaeder (,, Achtfliichner®).

Die Konstruktion verlduft jetzt sinngeméf so: zwei , fiinfzackige Kronen“ werden so angeordnet, daf3
ihre Zacken ,ineinander greifen“. Dieser Ring aus zehn Dreiecken wird oben und unten abgeschlossen
durch zwei fiinfseitige Pyramiden, und es entsteht das Ikosaeder (,,Zwanzigflichner*).

Wir nehmen einen Wiirfel der Kantenlédnge a, auch bekannt als Hexaeder (,,Sechsflachner®).

Sinngeméaf: Wir fiigen sechs regelmiflige Fiinfecke zu einer ,Bliite“ zusammen; ein Fiinfeck als
,,Blittengrund*“, die anderen als Bliitenblétter. Zwei solcher Bliiten fiigen wir an ihren ,,Oberseiten*
zusammen. Es entsteht ein Dodekaeder (,,Zwolfflichner).

O
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Ubungsaufgabe 5.3. Zeigen Sie auf exakte Weise (z.B. mittels analytischer Geometrie), daf die ange-
deuteten Konstruktionen von Ikosaeder und Dodekaeder tatsdchlich durchfiihrbar sind.

Ubungsaufgabe 5.4. Wenn wir die Flichenmittelpunkte eines platonischen Kérpers als Ecken eines
neuen Polyeders wdhlen, erhalten wir einen dualen platonischen Korper. Ermitteln Sie, wer zu wem dual
ist, und beweisen Sie, dafS diese Konstruktion tatsdchlich funktioniert.

5.2 Weiterfiihrende Aspekte 3t

Bei Polyedern gibt es unterschiedliche Typen von Eigenschaften: einerseits geometrische Eigenschaften
wie Aussagen iiber Streckenldngen, Winkel, Parallelitdten.

Andererseits gibt es Eigenschaften, die nicht geometrischer Natur sind, wie z.B. die Zahlen der FEcken,
Flichen, Winkel, oder die Art, wie die Flichen sich zu einem Polyeder ,,zusammenfiigen“. In diesem Sinne
wéren ein Wiirfel und ein vierseitiges Prisma mit trapezformiger Grundfléiche , gleich®.

Das sollten wir genauer fassen:

Definition 5.8. Zwei Polyeder P1 und P2 heiffen isomorph, wenn es zwischen ihnen Bijektionen ®p,
®p, D der Ecken, Flichen, Kanten gibt, mit folgenden Figenschaften:

o Wenn Ay eine Fliche von Py ist, dann ist (A1) eine Fliche von Po, und zwar mit genau so vielen
Ecken wie A;.

e Wenn Ay und By Flichen von Py sind, die einander in der Kante ki schneiden, dann schneiden
Dp(Ay) und ®p(By) einander in der Kante @ (ky).

e Wenn ki1 und my zwei Kanten von Py sind, die einander in der Ecke e1 schneiden, dann schneiden
D (k1) und ®r(my) einander in der Ecke ®p(er).

Damit konnen wir jetzt die oben angedeuteten ,anderen Eigenschaften“ wenigstens etwas sauberer defi-
nieren:

Definition 5.9. Fine Polyedereigenschaft, die sich nicht dndert, wenn man ein Polyeder durch ein iso-
morphes Polyeder austauscht, heifst topologische Eigenschaft.

Ohne Beweis geben wir an:

Satz 5.10. Die Eckenzahl, die Flichenzahl, die Kantenzahl eines Polyeders sind topologische Figenschaf-
ten. Die Wertigkeit einer Ecke ist auch eine topologische Figenschaft. Die Konvezitit ist es nicht.

Fiir eine weitere topologische Eigenschaft miissen wir etwas ausholen. Wir stellen uns einen Quader vor,
und auf seiner Hiille zeichnen wir einen Streckenzug ein, der sich schliefit, aber der sich nicht selbst iiber-
kreuzt. Dann zerlegt dieser Streckenzug die Quaderhiille in zwei Teile, die voneinander getrennt sind.
Wenn z.B. der Streckenzug ,,um den Quader herumlduft”, dann gibt es eine ,linke Hiillenhélfte* und eine
yrechte Hiillenhélfte® (fiir geeignete Definitionen der Begriffe links/rechts). Wenn z.B. der Streckenzug
innerhalb einer Quaderfliche verbleibt, dann wird die Quaderhiille in einen ,inneren* und einen ,,dufle-
ren“ Teil zerlegt. Wichtig ist: man kann nicht vom einen Hiillenteil in den anderen gelangen, ohne den
Streckenzug zu iiberqueren. In diesem Sinne gibt es zwei getrennte Flichenstiicke.

Wenn andererseits ein plattenformiger Quader gegeben ist, in den wir ein prismatisches Loch hineinstan-
zen, dann kann man mit etwas Phantasie den sich schlieBenden Streckenzug so positionieren, daf} die
Polyederhiille nicht in zwei Teile zerfallt.

Definition 5.11. Ein Polyeder ist vom Geschlecht Null, wenn jeder auf der Oberfliche des Polyeders
gezeichnete Streckenzug (der sich schliefit, aber nicht sich selbst iiberkreuzt) die Oberfliche des Polyeders
in zwei getrennte Fldchenstiicke zerlegt.

Ein Polyeder ist vom Geschlecht n, wenn n die grofite Zahl von auf der Oberfliche gezeichneten
Streckenziigen (die sich schliefen, die sich nicht iberkreuzen, die noch dazu auch einander nicht kreu-
zen) ist, die bei geeigneter Positionierung die Oberfliche des Polyeders nicht in getrennte einfach zusam-
menhdngende Fldchenstiicke zerlegen.



5.2. WEITERFUHRENDE ASPEKTE 3¢ 109

Ein plattenformiger Quader, in den genau n prismatische Locher hineingestanzt sind, die einander weder
beriihren noch iiberlappen, hat das Geschlecht n.

Man iiberlegt sich, dafl konvexe Polyeder das Geschlecht Null haben miissen.

Definition 5.12 (EULERcharakteristik). Die Eulercharakteristik eines Polyeders P mit E Ecken, F
Flichen und K Kanten ist definiert als x(P) :=E — K + F.

Ohne Beweis geben wir an:

Satz 5.13 (Eulersche Polyederformel). Fiir ein Polyeder P mit Geschlecht g ist x(P) =2 — 2g.
Das Geschlecht eines Polyeders ist eine topologische Eigenschaft.
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Kapitel 6

Fragmente der
projektiven Geometrie

6.1 Grundideen. Uberlegungen zur Axiomatik

Wir listen einige Geometrien auf.

e Die euklidische Geometrie haben wir im Kapitel 4 ausfiihrlich behandelt (beschrinkt auf die ebene
Geometrie, auch Planimetrie genannt).

e Die affine Geometrie kann (etwas unpriizise formuliert) erhalten werden, indem man in der euklidi-
schen Geometrie auf die Begriffe , Winkel“ und ,,Streckenldnge“ verzichtet. Wir konzentrieren uns
hier auf diejenigen affinen Geometrien, die durch reelle Vektorrdume erzeugt werden. Das hat die
Konsequenz, dafl wir den Begriff des Teilverhéltnisses weiterhin verwenden kénnen. Ein typischer
Satz einer solchen affinen Geometrie ist der Strahlensatz: Seien g; und g2 zwei parallele Geraden in
einer Ebene, in der noch ein Punkt O liegt (weder auf g1 noch auf g5). Drei Geraden a, b, ¢ durch
O schneiden g1 bzw. g2 in Al, Bl, Cl bzw. AQ, BQ, 02. Dann ist TV(Al, Bl; Cl) = TV(AQ, BQ; CQ)
Dies wiirde auch dann noch gelten, wenn wir auf g; und go ,,Einheitslingen® definiert héitten, die
sunterschiedlich lang“ wiren. In diesem Sinne halten wir am Teilverhéltnisbegriff (pro Gerade) fest,
verzichten aber auf den Léngenbegriff von Strecken (und damit auch auf den Begriff der Kongru-
enz). In der Sprache der linearen Algebra: die affine Geometrie verwendet lediglich die beiden Vek-
torraumoperationen im R?; aber die euklidische Geometrie verwendet zusitzlich noch die Begriffe
»okalarprodukt® und ,,Norm*.

e In der projektiven Geometrie (der Ebene und des Raumes) verzichtet man zusitzlich noch auf
den Begriff der Parallelitit (und auf die Relation ,zwischen* fiir Punktetripel auf Geraden). Zum
Ausgleich ergénzt man die affine Ebene bzw. den affinen Raum um unendlich ferne Elemente.

Im Folgenden soll eine Variante der projektiven Geometrie in der Ebene vorgestellt werden, wobei wir uns
auf ,anschauliche“ Konfigurationen konzentrieren wollen. Fiir abstraktere Zugénge verweisen wir auf [2];
und hoherdimensionale Varianten behandeln wir ebenfalls nur am Rande.

Definition 6.1 (Fernpunkt, Ferngerade). Sei g eine Gerade in einer affinen Ebene €,y . Die Menge
aller zu g parallelen Geraden nennen wir [g]. Dieser Klasse ordnen wir einen unendlich fernen Punkt oo,
(Fernpunkt) zu, und wir vereinbaren, dafi je zwei belicbige (verschiedene) Geraden aus der Aquivalenz-
klasse [g] sich genau im Punkt oo, schneiden. Die Menge

{o0g: g ist Gerade in der affinen Ebene camn}

aller Fernpunkte heifft unendlich ferne Gerade (Ferngerade).

Die projektive Ebene ¢ wird definiert als die Vereinigungsmenge von allen affinen Punkten in €,m, und
allen Fernpunkten.

Ein Punkt heifit projektiver Punkt, wenn er affiner Punkt oder Fernpunkt ist.

Eine Gerade heifst projektive Gerade, wenn sie affine Gerade oder Ferngerade ist.

111



112 KAPITEL 6. FRAGMENTE DER PROJEKTIVEN GEOMETRIE

Wir erzielen damit:

e durch je zwei verschiedene projektive Punkte geht genau eine projektive Gerade,

e je zwei verschiedene projektive Geraden schneiden einander in genau einem Punkte.

Ein Vorteil ist jetzt, dafl wir nicht mehr zu unterscheiden haben, ob zwei Geraden parallel zueinander sind
oder nicht. Ein Nachteil ist, dafl wir keine ,,zwischen“~Relation mehr haben: Seien A, B, C verschiedene
Punkte auf einer affinen Geraden g, wobei C' = oo,. Dann lé8t sich nicht entscheiden, ob A zwischen B,
C liegt, oder B zwischen A, C.

Im Unterschied zur Spiegelung am Kreis (vgl. Abschnitt 4.9) ergéinzen wir jetzt die affine Ebene nicht
blof um einen unendlich fernen Punkt, sondern um unendlich viele davon.

Ein entscheidender Aspekt der (hier vorgestellten Variante der) projektiven Geometrie besteht darin, dafl
alle projektiven Punkte gleichberechtigt sind (egal ob affiner Punkt oder Fernpunkt), und analoges gilt
fiir die Geraden.

Wir iiberlegen uns, wie ein Axiomensystem aussehen kénnte, wobei unsere Betrachtungen vom Hilbertsy-
stem starten mogen. Zunéchst ist klar, dal das Parallelenaxiom gegenstandslos und iiberfliissig wird. Da
wir keine Streckenlidngen mehr betrachten wollen, sondern nur noch Teilverhéltnisse (wenn iiberhaupt),
entfallen alle Kongruenzaxiome, und auch das archimedische Axiom. Mangels ,,zwischen“—Relation konnen
auch die Anordnungsaxiome nicht mehr aufrechterhalten werden. Ubrig bleiben héchstens die Inziden-
zaxiome und das Vollstdndigkeitsaxiom, auf das wir aber auch noch verzichten.

Definition 6.2. Eine Struktur mit den Grundbegriffen ,Punkt®, ,Gerade®, ,Inzidenz“, heiffit projektive
Ebene, wenn folgende Aziome erfiillt sind.
o Wenn A und B zwei verschiedene Punkte sind, so gibt es genau eine Gerade, die mit A und mit B
inzidiert.
o Wenn a und b zwei verschiedene Geraden sind, so gibt es genau einen Punkt, der mit a und mit b
inzidiert.
o Jede Gerade inzidiert mit mindestens drei verschiedenen Punkten.

e Fs gibt mindestens zwei verschiedene Geraden.

In dieser Definition sind projektive Ebenen, die nur endlich viele Punkte besitzen, ausdriicklich erlaubt.
Viele Anwendungen dazu (z.B. in der Kryptographie) finden sich in [2].

Definition 6.3 (Punktreihe, Geradenbiischel, Grundgebilde). Sei A ein Punkt in einer projektiven
Ebene. Die Menge g(A) aller Geraden, die mit A inzidieren, heifit Geradenbiischel mit Trigerpunkt A.

Sei a eine Gerade in einer projektiven Ebene. Die Menge P(a) aller Punkte, die mit a inzidieren, heifst
Punktreihe mit Trégergeraden a.

Geradenbiischel und Punktreihen heiffen Grundgebilde.

Fiir Inzidenz von Punkt und Gerade verwenden wir die Zeichen € bzw. > mit naheliegender Bedeutung.

Definition 6.4 (elementarprojektive Abbildungen). Folgende Abbildungen heiffen elementarprojek-
tive Abbildungen:

e die Projektion von einem Geradenbiischel g(A) auf eine Punktreihe P(b) (wobei die Gerade b nicht
mit dem Punkt A inzidiert), gemdfS der Vorschrift

g(A) — P(b),
c— Q, mit Q €c, Q€D

e die Projektion von einer Punktreihe P(a) auf ein Geradenbiischel g(B) (wobei der Punkt B nicht
mit der Geraden a inzidiert), gemdf$ der Vorschrift

P(A) = g(B),
C —q, mit ¢g>C, q> B.
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Definition 6.5 (projektive Abbildungen). Seien X und Y zwei Grundgebilde in einer projektiven
Ebene. Wir sagen, daff X und Y zueinander in projektiver Relation stehen, wenn es eine Komposition
von elementarprojektiven Abbildungen g¢ibt, die X bijektiv auf Y abbildet. Eine solche zusammengesetzte
Abbildung heif$t projektive Abbildung.

Offenkundig muf} die erwéihnte Komposition eine Abfolge von elementarprojektiven Abbildungen sein, die
»typwechselnd“ angeordnet sind.

Beispiele fiir projektive Abbildungen kommen im néchsten Abschnitt. Siehe Bemerkung 6.12.

Die Beziehungen zwischen Grundgebilden, die durch projektive Abbildungen und die Schnittoperationen
(zwei Geraden ergeben genau einen Punkt, zwei Punkte ergeben genau eine Gerade), entstehen, werden
in der sogenannten synthetischen projektiven Geometrie untersucht.

Es bietet sich an, hier die Begriffe Synthese und Analyse niher zu beschreiben.

Die Synthese (= Zusammensetzung, Zusammenfiigung, Verkniipfung) ist eine Arbeitsmethode der Wissen-
schaften, bei der elementare Dinge zusammengefiigt werden zu neuen Dingen. In der Chemie z.B. versteht
man darunter die Herstellung komplizierter Verbindungen aus einfachen Grundstoffen. In der Musik (syn-
thesizer) die Erzeugung von Klingen, Melodien und Harmonien aus einfachen elektronischen Schaltungen.
In der Geometrie ist damit gemeint, dafl einfache Grundbegriffe (Punkt, Gerade, Inzidenz) als gegeben
angenommen werden (ihre ,innere Natur® wird also nicht weiter studiert); und anschlieend wird unter-
sucht, welche Lagebeziehungen geschlufifolgert werden kénnen. Siehe [12] fiir einen traditionellen Zugang,
lesenswert auch wegen des Kapitels iiber die historische Entwicklung der projektiven Geometrie.

Die Analyse (= Auflésung) ist eine umgekehrte Arbeitsmethode, bei der ein Objekt in seine Einzelbe-
standteile zerlegt wird; und diese werden dann systematisch untersucht. Zum Beispiel dienen chemische
Analysen dazu, herauszufinden, woraus sich eine unbekannte Stoffprobe zusammensetzt. In der Geometrie
bedeutet Analyse, daf man die Frage stellt, was die ,innere Natur“ eines geometrischen Objektes (z.B.
einer Gerade oder eines Kreises) sei; und als Antwort ergibt sich: Geraden und Kreise sind Losungsmengen
von Systemen linearer oder nichtlinearer Gleichungen, wobei sich diese Gleichungen auf vorher eingefiihrte
Koordinatensysteme beziehen. In diesem Sinne benutzt die analytische Geometrie algebraische Begriffe
(Vektorraum, Koérper) dazu, um geometrische Objekte zu definieren und zu untersuchen.

6.2 Homogene Koordinaten und Punktbasen

Ab jetzt praktizieren wir nur noch analytische Geometrie, und insbesondere konzentrieren wir uns auf ein
konkretes Modell einer projektiven Ebene. Dazu statten wir die affine Ebene mit Fernelementen aus und
fiihren ein Koordinatensystem ein wie folgt:

Definition 6.6. Im Raum R3 = {(x¢,z1,22)": x; € R} sei O = (0,0,0)" der bliche Ursprung und
Eaffin \= {(1,1‘1,$2)T2 xr1,T2 € R}

sei eine affine Ebene. Deren projektiver Abschluf$ (entstanden durch Hinzufigen von Fernelementen) sei
e. Jedem Punkt A= (1,a1,a2)" € €ammn ordnen wir die Gerade OA C R? zu,

OA = {(t,tal,tag)—r: teR}.

Und jedem Fernpunkt A € € mit A = oo, wobei g = {(1,tg1,tg2)" : t € R}, ordnen wir die Gerade
{(OatglthQ)T: t e R} ZU.

Auf diese Weise entsteht eine Bijektion zwischen der Menge der projektiven Punkte in € und der Menge
aller Geraden im R3 durch O. Ein Richtungsvektor (xo,x1,72)" (mit Linge # 0) einer solchen Geraden
heifit Tripel [xq: 21 : 22] von homogenen Koordinaten des der Gerade zugeordneten projektiven Punktes in
E.

Ein affiner Punkt (1,71,22)" aus € hat also die homogenen Koordinaten [1: 1 : 5], aber auch die Ko-
ordinaten [7:7x1:7x2]. Ein Fernpunkt in Richtung von obiger Geraden g hat homogene Koordinaten
[0: g1 :9g2], aber auch [0:13¢; : 13¢g2].

Ein Tripel homogener Koordinaten (beziiglich des hier festgewihlten Koordinatensystems) bestimmt al-
so genau einen projektiven Punkt, aber nicht umgekehrt. Die homogenen Koordinaten [0:0:0] kénnen
offenkundig nie auftreten.
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Wir schreiben [z : 271 : 23] ~ [yo:y1: y2], wenn es ein t € R\ {0} gibt mit t(zo, 21, 22) = (Yo, Y1, Y2).

In diesem Sinne kénnten wir die reelle projektive Ebene RP? definieren als

RP? := (R3\ {o})/ ~.

Wir bemerken nebenbei, daf es iiblich ist, n—dimensionale projektive Raume {iber einem Korper K zu
definieren als KP" := (K"*1\ {0})/ ~.

Lemma 6.7. Seien A und B zwei verschiedene Punkte in der projektiven Ebene e, mit den homogenen
Koordinaten [ag : a1 : az] und [bg : by : ba]. Dann besteht die projektive Gerade durch die Punkte A, B genau
aus allen Punkten X in e, deren homogene Koordinaten [xo:x1 :x2] enthalten sind in der Menge

{[zo : 1 : 2]t (w0, 21, 32) = a(ao, a1, a2) + Blbo, b1, b2), (o, B) € R?\ {o}}.

Sei (co, c1,c2) € R3\ {0} ein (bis auf skalare Vielfache eindeutig bestimmtes) Tripel, fiir das Z?:O cja; =
Z?:o ¢;bj = 0. Dann ist

CoXo 4+ c1x1 + coxo ; 0, (1‘0, T, 1'2) S RB \ {0}

die Gleichung fiir die homogenen Koordinaten [xo: 1 : 2] der Punkte X auf der Verbindungsgeraden der
projektiven Punkte A und B.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Zu jeder projektiven Geraden in e gehort genau eine Ebene durch O, und diese Korrespondenz sieht
folgendermaflen aus: Sei g eine affine Gerade in €. Dann gibt es genau eine Ebene durch g und O. Und
wenn g die Ferngerade in ¢ ist, dann verlduft die gesuchte Ebene durch O und ist parallel zu e,m,. Der
erwahnte Vektor c¢ ist Normalenvektor auf der konstruierten Ebene durch O.

Im Gegensatz zur affinen Geometrie lautet die Gleichung einer projektiven Geraden jetzt also 7i - & = 0;
es gibt demnach kein Absolutglied. Das motiviert die Bezeichnung homogene Koordinaten.

Bevor wir weitere geometrische Objekte studieren, sollten wir uns einige Gedanken machen iiber Ko-
ordinatensysteme. Bekanntlich gibt es im affinen Raum R"™ nicht nur das kanonische Koordinatensy-
stem (bestehend aus dem Ursprung O = (0,...,0)" und den Einheitsvektoren &; = (1,0,...,0)", ...,
€, = (0,...,0,1)T), sondern noch beliebige weitere Koordinatensysteme. Diese werden gegeben durch
n + 1 Punkte Py, ..., P,11, und zwar wie folgt. Wir starten mit einem n—dimensionalen affinen Raum.
In diesem wéhlen wir n + 1 Punkte in allgemeiner Lage (also: keine zwei sind gleich, keine drei liegen auf
einer gemeinsamen Geraden, keine vier in einer gemeinsamen Ebene, usw). Einen der Punkte, Py, ernen-
nen wir zum Ursprung. Mit diesem und den anderen Punkten P; definieren wir Basisvektoren Ej = O—PJ>
SchlieBlich ordnen wir dem Punkt P, die Koordinaten (0,...,0)" zu, und die restlichen P; bekommen
die Koordinaten (0,...,0,1,0,..., 0)T in naheliegender Weise. Auf diesem Wege wird der n—dimensionale
affine Raum isomorph zum R".

Diese Verfahrensweise wollen wir jetzt fiir projektive Raume RP™ wiederholen. Es wird sich nach einiger
Zeit ergeben, dafl jetzt n + 2 Punkte in allgemeiner Lage vorgegeben werden miissen.

Jeder Punkt des RP™ ist gleich einem eindimensionalen Unterraum des Vektorraums R'*T™.

Sei also P € RP", dann gibt es ein € R (bis auf skalare Vielfache eindeutig bestimmt), sodafl
P~ {tj: t € R} =: Ry.

Mit der Standardbasis €y, €1, ..., €, des R'*" kénnen wir p eindeutig darstellen als p = >°7_ p;é;,
und wir schreiben [po:pi: ... :py] als die homogenen Koordinaten von P. Jeder €; erzeugt genau einen
eindimensionalen Unterraum des R!™" némlich Ré; := {t€;: t € R}. Dieser Unterraum ist gleich einem
Punkte F; des RP".
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Leider ist diese Konstruktion nicht eindeutig umkehrbar: wenn Punkte By, Bi, ..., B, aus dem projektiven
Raum RP™ gegeben sind, dann sind diese (gemif obiger Merkregel) gleich eindimensionalen Unterrdumen
jo des R'*™, aber hieraus bekommen wir einen solchen Vektor 5]— nicht mehr eindeutig ermittelt, sondern
nur bis auf skalare Vielfache. Damit sind dann die homogenen Koordinaten [pg : --- : py,] nicht mehr
bestimmbar, denn jedes p; kann mit einem skalaren Faktor gestreckt worden sein (und insbesondere kann
dieser Faktor von j abhéngen).

—

Der Ausweg liegt darin, noch einen weiteren Punkt B, 11 = IRE_;HH hinzuzunehmen, wobei 5n+1 = Z?:o b;
gelten soll.

Die Bestimmung der Koordinaten eines Punktes P € RP" in Bezug auf eine Punktbasis (By, Bi, ..., Bnt+1)
verlduft dann wie folgt: die Punkte (By,..., B,t1) sollen im RP™ in allgemeiner Lage liegen. Das heifit:

wir schreiben B; = jo mit bis auf skalare Vielfache eindeutig bestimmten (_)'j, Dann sollen jeweils n + 1
der Vektoren b; im R'*™ linear unabhéngig sein.

Aus dem eindimensionalen linearen Unterraum B,;; C R'*" wihlen wir einen Vektor (# 0) aus und
nennen ihn b, 1. Dies ist (abgesehen von skalaren Vielfachen) eindeutig moglich. Anschliefilend ermitteln

wir auf eindeutige Weise Vektoren 50 € By, ..., l;n € B,, sodaf} 5n+1 = 50 + -4 gn Nun ist P = Rp
mit einem Vektor p, der bis auf einen skalaren Faktor eindeutig festgelegt ist. Wir kénnen p nach der
Basis (50, e I_;n) entwickeln: p' = pogo 4+ -+ pngn, und die homogenen Koordinaten von P sind dann
[po : + - : pn). Diese sind eindeutig, bis auf einen gemeinsamen skalaren Faktor.

Die Punkte By, Bi, ..., B, haben die homogenen Koordinaten [1:0:...:0], [0:1:0:...:0], ...,
[0:...:0:1], und der Punkt B,4+; hat die homogenen Koordinaten [1:1: ... :1]. Deshalb wird Bj,4+1

auch Finheitspunkt genannt.

Abbildung 6.1: Eine projektive Gerade mit coord(By) = [1:0], coord(By) = [0: 1] und coord(Bs) = [1:1].

Bemerkung 6.8. Wir rechnen schnell nach, daf$ die homogenen Koordinaten von P nur von der Punktba-
sis abhdngen, aber nicht von der Wahl der Isomorphie RP™ ~ (R"1\{0})/ ~ : denn sei C' € RO+ x(1+n)
eine regulire Matrix, und seien l;j = ng fir 5 = 0,...,n neue Basisvektoren fiir die Riume By, ...,
B,,. Dann ist fir den Vektor BnJrl = anJrl tatsdchlich Bn+1 = Z?:o B]—, und wir finden dann, dafs

Cp= Z?:o pjl;j, also hat Cp dieselben homogenen Koordinaten wie p.
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6.3 Projektive Doppelverhiltnisse

Definition 6.9 (Doppelverhéltnis). Seien P, By, Bi, By verschiedene Punkte auf einer projektiven
Geraden g, und die homogenen Koordinaten von P beziiglich der Punktbasis (Bo, B1, Ba) seien [po:p1].
Dann definieren wir das (projektive) Doppelverhiltnis als

pP1

DV(P, By; By, B1) =
Po

Satz 6.10. Wenn P, By, By, Bs affine Punkte auf der Geraden g sind, dann ist das projektive Doppel-
verhdltnis gleich dem Doppelverhiltnis gemdf3 Definition 2.15 und (4.3).

Beweis. Der Beweis geschieht durch Rechnen.

Mit dem Ursprung O (auBerhalb von g) haben wir
—— - — - —— - - - o - -
OBy = tobo, OB = t1b1, OB3 = tabo, ba = by + b1, OP = tp(pobo + p1b1).

Es liegt By auf der Geraden durch By und B, also

— —
OBQ = OéOBl + (1 - OZ)OB() = OBO + OéBoBl,
tQ(gO + 51) = Oétlgl —+ (1 — Oé)togo,
fOlghCh 1l—a= tg/to und o = tg/tl.
Weiterhin liegt P auf der Geraden durch By und Bj, also

OP = OB, + (1 — B)OBy = OBy + 3BoB,.
tp(pogo + p1b1) = Btaby + (1 — B)tobo,

—
folglich 1 — 8 = t,po/to und 8 = t,p1/t1. Die Gerade ByB; statten wir mit dem Richtungsvektor BoBy
aus. Dann ergibt sich fiir das Doppelverhiltnis gemé8 (4.3), dafl

) __ |PBo] |PBi]  |PBo| [BiBo]+ |BoB2] B -1+«
DV(P By Bo B) = {5 5T [BiBs] ~ 1BoBa]  LPBol % BoBr) ~ o —5+1

ﬁ 1—a_tpp1/t1.t2/t0_1£

1-8 « topo/to ta/ti  po

Das wollten wir zeigen. O

Wir beobachten, daf3 die Lage von O fiir den Wert des Doppelverhiltnisses keine Rolle spielt. Das ist die
geometrische Interpretation von Bemerkung 6.8.

Wir haben jetzt Doppelverhiltnisse fiir vier verschiedene Punkte aus einer Punktreihe definiert. Als
néchstes bereiten wir die Definition des Doppelverhéltnisses fiir vier verschiedene Geraden aus einem
Geradenbiischel vor.

Satz 6.11. Sei M ein projektiver Punkt der Ebene €, und sei g(M) das Geradenbiischel mit Trigerpunkt
M. Seien weiterhin a, b, ¢, d vier verschiedene Geraden aus diesem Geradenbiischel. Weiterhin seien gy
und go zwei verschiedene Geraden, die nicht mit M inzidieren. Wir definieren A; als Schnittpunkt von a
und g;, B; als Schnittpunkt von b und g;, C; als Schnitt von c und g;; und schliefilich D; als Schnittpunkt
von d und g;.

Dann ist DV(Al, Bl; Cl, Dl) = DV(AQ, BQ; CQ, DQ)
Bemerkung 6.12. Die , Zentralprojektion mit Zentrum M “, die die Gerade g1 auf g2 dergestalt abbildet,

daf Ay auf Ay abgebildet wird usw. (vgl. Abbildung 6.2), ist ein Beispiel fiir eine projektive Abbildung
gemdfs Definition 6.5. Diese Abbildung ist zusammengesetzt aus zwei elementarprojektiven Abbildungen.

Beweisskizze zu Satz 6.11. Man kénnte den Beweis mit den Methoden der analytischen Geometrie fithren,
aber zur Abwechslung gehen wir zuriick zur Elementargeometrie.
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Fall 1: M ist ein Fernpunkt: Dann sind a, b, ¢, d parallele Geraden. Und weil g; und go nicht mit M
inzidieren, sind g; und g affine Geraden, die zu den anderen nicht parallel sind. Dann ergibt sich
die Behauptung aus dem Strahlensatz.

Fall 2: M ist ein affiner Punkt, und die A4;, ..., D; sind affine Punkte: Dann ist keine der Ge-
raden ¢1, g2 die Ferngerade, und keine von beiden ist parallel zu den Geraden a, b, ¢, d. Siehe
Abbildung 6.2.

Abbildung 6.2: Eine Zentralprojektion mit Zentrum M

Wir nehmen an, daf§ die Punkte A;, By, C1, D; in dieser Reihenfolge auf der Geraden g; liegen,
und wir bezeichnen die Winkel am Punkt M wie in der Zeichnung. Dann ist

_ ~[AG]  [AD] [AGh] L |ALDy|
DV(Ay, By;Cy, Dy) = G5 (DB~ 1B —IDiB)]
31ALCy[ dist(M, g1)  §[A1Dy|dist(M, g1)
11C1 By |dist(M, g1) ~ 3| Dy By | dist(M, g1)
SIMA |- [MC|-sin(k+A)  3[MA|-[MDy|-sin(s + X+ p)

~ 3IMCi|-[MBy|-sin(A) " 3[MDy|- [MBi]-sin(\ + p)
_sin(k+A)  sin(k + X+ p)
~ sin(A) T sin(A+p)

und wenn wir das Doppelverhéltnis der zweiten Punktegarnitur ausgerechnet hétten, wéren wir auf
genau das Gleiche gekommen.

Falls Ay, ..., D; in einer anderen Reihenfolge auf g; liegen, oder falls M zwischen den Geraden g¢;
und gs liegen sollte (in dem Sinne, dafl M zwischen A; und A, liegt, oder zwischen By und Bs, oder
.. ), rechnet man analog.

Fall 3: M ist ein affiner Punkt, und einer der Punkte A, ..., D; ist ein Fernpunkt: Das be-
deutet, dafl eine der Geraden g;, go die Ferngerade ist, oder eine dieser Geraden ist parallel zu
a oder b oder ¢ oder d. Diesen Fall iiberlassen wir den Leserinnen und Lesern.

Damit soll die Beweisskizze hier beendet sein. O

Durch Nachmessen in Abbildung 6.2 macht man sich plausibel, daf3 die Zentralprojektion bei M das
Teilverhéltnis TV(-, ;) nicht erhilt. Zum Beispiel ist |41 B1| < |B1D1|, aber |A2Ba| > |B2Ds|.

Damit kénnen wir jetzt festlegen:
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Definition 6.13 (Doppelverhiltnis fiir Geradenbiischel). Das Doppelverhiltnis von vier verschie-
denen Geraden aus einem Geradenbiischel ist gleich dem Doppelverhdltnis der vier Schnittpunkte der
genannten Geraden mit einer beliebigen weiteren Geraden, die nicht zum Geradenbiischel gehort.

Also bewahren die elementarprojektiven Abbildungen das Doppelverhéltnis, und folglich bewahren auch
die projektiven Abbildungen (definiert in Definition 6.5) das Doppelverhéltnis.

Die bisherigen Betrachtungen beziehen sich auf die projektive Ebene; und damit soll die folgende Definition
motiviert sein.

Definition 6.14 (Projektivitét). Fine Abbildung vom RP™ in sich heifit Projektivitéit, wenn sie bijektiv
ist, geradentreu und doppelverhdiltnistreu.

Das bedeutet: je drei verschiedene Punkte auf einer Geraden werden auf drei verschiedene Punkte abge-
bildet, die wieder auf einer Geraden liegen; und fir je vier verschiedene Punkte auf einer Geraden ist das
Doppelverhdiltnis der Bildpunkte gleich dem Doppelverhdltnis der Originalpunkte.

Ohne Beweis (da nicht weiter verwendet) geben wir an:

Satz 6.15. Sei 2 eine Projektivitit im RP™, und sei (Bo, B1, ..., Bny1) eine Punktbasis in diesem Raum,
beztiglich der wir alle Punkte mit homogenen Koordinaten beschreiben. Dann gibt es eine invertierbare

Matriz A € RUTM>XA+1) = sodaf folgendes gilt: wenn [o:x1: ... :xy,] die homogenen Koordinaten von
X € RP™ sind und [yo:y1: ... :yn] die homogenen Koordinaten von'Y := 24(X), dann ist

Yo o

Y1 T

L =A

Yn Ln

Die Matrixz A ist bis auf einen skalaren Faktor eindeutig bestimmd.

Umgekehrt gilt: jede invertierbare Matrix A erzeugt auf diesem Wege eine Projektivitdt .

6.4 Quadratische Kurven @

Wir erinnern an die Lineare Algebra: Jede quadratische Kurve ist definiert als Losungsmenge zu einer
Gleichung

2 2
> aima; + Y bz feo =0,  (v1,m2) €R?,
j=1

ij=1

und typische Beispiele fiir quadratische Kurven sind Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln und weitere Sonderfille
(die gesamte Ebene, Geradenpaare, Einzelpunkte, die leere Menge).

Um solche quadratischen Kurven im Lichte der projektiven Geometrie zu betrachten, gehen wir zuriick
zu Definition 6.6, verwenden xy = 1, woraus dann

2 2
2 2
E Qi TiTj + E bjSC()SCj + coxy = 0, (1‘1,1‘2) eR R 9 =1
4,j=1 Jj=1
wird.

Definition 6.16 (projektive quadratische Kurve). Eine (projektive) quadratische Kurve im RP?
besteht aus allen Punkten X mit homogenen Koordinaten [xq: x1 : xo|, fir die

2
E Qi TqT5 = 0
%,j=0

gilt. Hierbei sind die a;; € R fest, mit a;; = aj;. Wir schreiben diese Gleichung auch als x" Az = 0,
z = (zo,x1,22)" #(0,0,0)7.
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Ein Vorteil ist jetzt, dal wir keine Terme von niederer Ordnung mehr zu verwalten haben.

Die homogenen Koordinaten eines Punktes sind sowieso nur bis auf Vielfache eindeutig; und [0:0: 0] kann
nie auftreten. Also kénnen wir noch kiinstlich die Gleichung

x%—l—xf—i—x%—lzo

hinzunehmen. Um (wenig interessante) Sonderfiille auszuschlieen, wollen wir annehmen, dafl die Abbil-
dung

Q: R*\ {0} — R?,
Q:xwr (2" Az,2Tz —1)T
iiberall eine Jacobi-Matrix mit vollem Rang hat. Dann definiert Q(x) £ 0 cine Kurve im R3, wegen des

Satzes iiber implizite Funktionen. Wir stellen uns nun vor, daf§ ein Teilchen diese Kurve entlang fliegt und
zur Zeit ¢ am Ort x(t) ist. Dann ist

Qz(t) =0, teR,
d
el — R
3 @®)) =0, teR,
= 22 () Az (t) = 0, 22" ()2 (t) = 0.
Damit sollte motiviert sein:

Definition 6.17 (Tangente). Sei eine quadratische Kurve Q0 durch die Gleichung x" Ax = 0 gegeben,
und sei x,] Az, = 0 fiir ein x, € R*\ {0}. Dann bilden alle Punkte X € RP? mit homogenen Koordinaten
[xo: 271 : 2] und

zJ Az =0
die Tangente an ) im Punkt X,.

Um sprachliche Schwerfilligkeiten zu umgehen, vereinbaren wir: ab jetzt bezeichnen wir Punkte im RP?
mit Grofibuchstaben, und ihre homogenen Koordinaten mit den zugehorigen Kleinbuchstaben. Die qua-
dratische Kurve heifit immer 2, und sie wird immer mit der symmetrischen Matrix A beschrieben.

Sei ) eine quadratische Kurve und Y € RP?. Ein Punkt X auf Q heit Tangenberihrpunkt beziiglich Y,
wenn Y auf der Tangenten an 2 im Punkt X liegt.

Seien Y und 2 gegeben. Wir suchen jetzt alle Tangentenberiihrpunkte beziiglich Y. Sei X, € € ein solcher.
Dann ist ] Az, = 0 und z] Ay = 0, also auch y " Az, =0, bzw. (Ay) "z, = 0.

Definition 6.18 (Polare). Sei Y € RP? mit Ay # 0. Dann heifit die Menge
{X eRP?*: (Ay)'z =0}
die Polare zu Y beziiglich Q.

Gemifl Lemma 6.7 ist die Polare eine Gerade im RP?. Wir haben somit gezeigt: wenn es iiberhaupt
Tangentenberithrpunkte beziiglich Y gibt, dann liegen sie auf der Polaren zu Y beziiglich (2.

Umgekehrt legen wir fest:
Definition 6.19 (Pol). Sei eine Gerade g im RP? gegeben durch die Gleichung n'x = 0, mit n =

(no,n1,m2)" # (0,0,0)T. Wenn es ein y € R*\ {0} gibt mit Ay = n, dann heifit Y der Pol von g
beziiglich 2.

In den fiir uns interessanten Fillen (Ellipse, Parabel, Hyperbel) ist A immer invertierbar, also hat dann
jede Gerade genau einen Pol.

Satz 6.20. Wenn eine Gerade eine quadratische Kurve in drei verschiedenen Punkten schneidet, dann
ist die gesamte Gerade in der quadratischen Kurve enthalten.
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Beweis. Die drei Punkte seien P, @, R. Dann ist (wegen Lemma 6.7)

pTAp=0, q'Ag=0, rTAr=0, r=ap+pq (ap)#(0,0).
Wegen R # P und R # Q ist sogar o # 0 und B # 0. Somit folgt ¢ Ap = pTAq = 0, also auch
(vp + 0q) TA(vp + 6q) = 0 fiir jegliche (v, ) € R2. O
Genauso zeigt man: niemals kann eine Tangente eine quadratische Kurve in genau zwei Punkten beriihren
(auch wenn es so scheint, daf dies bei der Hyperbel doch moglich wiire — es klappt wirklich nicht !).

Satz 6.21. Wenn A invertierbar ist und Y & 2, dann gibt es von Y hdchstens zwei Tangenten an €.

Beweis. Sonst hdtten wir drei verschiedene Tangentenberiithrpunkte P, Q, R:
p Ap =0, q"Aq =0, rT Ar =0,
p Ay =0, q Ay =0, rT Ay = 0.
Es liegt R auf der Geraden zwischen P und @, und es folgt wie im vorigen Beweis, da p"Aq¢ = 0, und

die Geraden von P nach @ ist in  enthalten. Aber Y & Q, also ist Y nicht auf der Geraden von P nach
@, also sind p, ¢, y linear unabhingig. Dann haben wir

(Ap)'p=0,  (Ap)Tg=0,  (Ap)Ty =0,
also Ap = 0. Weil A invertierbar ist, wére dann auch p = 0, was aber unzuléssig ist. Widerspruch. O

Theorem 6.22 (Dualitétsprinzip fiir Polaren). Seien P und Q aus RP2. Dann liegt P auf der Polaren
zu Q genau dann, wenn Q auf der Polaren zu P liegt.

Beweis. Weil die Matrix A symmetrisch ist, sind die Gleichungen ¢"Ap = 0 und p'Aqg = 0 zueinander
dquivalent. n

Dies ist nichts anderes als Satz 4.72 im Gewande der projektiven Geometrie, jetzt aber mit einem Beweis
hart an der Grenze zur Banalitidt. Es fillt auf, dal die damalige Voraussetzung, dafl P und @ nicht im
Kreismittelpunkt liegen mogen, jetzt verschwunden ist (die Polare zum Kreismittelpunkt ist einfach die
Ferngerade, das ist alles). Und wir haben die Beweise fiir die Fiille von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln
gleich mit erledigt.

Es folgen zwei weitere Hohepunkte der projektiven Geometrie.

Theorem 6.23 (Pascal, allgemeinste Version). Sei Q eine quadratische Kurve mit requlirer Matriz
A. FEs seien sechs verschiedene projektive Punkte A, B, C, D, E, F gegeben, die mit S inzidieren. Die
Verbindungsgerade von A und B mdge gap heiffen, usw. Wir definieren die Schnittpunkte

{U} :==gcp Ngra, {V}:=gapNgEr, {W} :=gpc NgEF. (6.1)
Dann inzidieren die Punkte U, V., W mil einer gemeinsamen projektiven Geraden.

Ein moglicher Beweis dazu besteht in ausgiebigem Rechnen.

Interessant ist, dal man durch konsequentes Austauschen der Begriffe
Punkt +— Gerade, Schnittpunkt <— Verbindungsgerade

ein weiteres grofles Theorem bekommen kann. Dieses Dualitéitsprinzip hatten wir schon in den Definitio-
nen 6.2, 6.4, 6.13 anklingen lassen.

Theorem 6.24 (Brianchon). Sei Q eine quadratische Kurve mit regulirer Matriz A. Es seien sechs
verschiedene projektive Geraden a, b, c, d, e, f gegeben, die ) tangieren. Der Schnittpunkt von a und b
moge Py heiffen, usw. Wir definieren die Verbindungsgeraden

U= gP.qPsa> V1= JPapPeys W = gPy Pey-

Dann inzidieren die Geraden u, v, w mit einem gemeinsamen projektiven Punkt.



6.5. WEITERFUHRENDE ASPEKTE 3¢ 121

Kleinbuchstaben bezeichnen hier keine homogenen Koordinaten, sondern Geraden. Deshalb die andere
Schriftart.

Ein Beweis konnte in ausgiebigem Rechnen bestehen. Interessanter ist es aber, die Dualitéit von Pol und
Polare konsequent auszunutzen.

Beweis. Die Pole zu a, b, ¢, d, e, f mégen A, B, C, D, E, F heiflen. Dies sind genau die Berithrpunkte
dieser Tangenten an ). Mit naheliegenden Operatoren ol und Polare haben wir dann

P, € a="Polare(A) = A € Polave(Pyyp),

P,, € b ="Polave(B) — B € Polave(Pyyp),
also ist gap = Polare(P,p). Analog fiir die anderen fiinf Punkte (P, usw.). Das Tangentensechseck wird
durch die Polaritédtsabbildung also auf ein Sehnensechseck abgebildet.
Wir definieren Punkte U, V, W wie in (6.1). Dann ist

U € gop = Polare(P.q) — P.; € Polare(U),
U € gra = Polave(Py,) = Pyq € Polare(V),

also ist Polave(U) = gp,,p;, = u. Analog folgt Polare(V) = v und Polare(W) = w.

Wegen des Theorems von Pascal liegen U, V', W auf einer gemeinsamen Geraden, die wir h nennen. Wir
setzen dann

H :=Pol(h).
Dann ist

U € h =%olave(H) = H € Polare(U) = u,
V € h =Polave(H) = H € Polave(V) = v,
W e h = Polave(H) = H e Polare(W) = w.

Also gehen die Geraden u, v, w alle durch denselben Punkt H. Das wollten wir zeigen. O

6.5 Weiterfithrende Aspekte 3*

Auf einem Kegelschnitt seien fiinf verschiedene Punkte gegeben. Ein weiterer Punkt der Ebene kann nur
dann zu diesem Kegelschnitt gehoren, wenn die im Theorem von Pascal genannten Seitenschnittpunkte
auf einer Geraden liegen. Dies fiihrt dann dazu, daf} jeder Kegelschnitt durch fiinf vorgegebene Punkte
schon eindeutig bestimmt ist. Ein synthetischer Beweis dazu kann in [12] nachgelesen werden.

Weiterhin gilt: seien A, B, C, D vier verschiedene feste Punkte auf einem Kegelschnitt, und sei P ein
beweglicher Punkt auf diesem Kegelschnitt. Dann hat das Doppelverhiltnis der Geraden PA, PB, PC,
PD immer denselben Wert.
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Kapitel 7

Fragmente eines Modells der
hyperbolischen Geometrie

7.1 Definitionen

Wir préasentieren das KLEINsche Modell der hyperbolischen Geometrie, wobei unsere Darstellung teilwei-
se [3] folgt. Als entscheidend wird sich herausstellen, dafi das Parallelenaxiom nicht gilt, und die iiberra-
schenden Konsequenzen daraus werden wir uns anschauen. Die Grundbegriffe und abgeleiteten Begriffe
sind:

h—Punkt: Ein Punkt der euklidischen Ebene heifit h-Punkt genau dann, wenn er im Inneren des Ein-
heitskreises liegt (also auch nicht auf der Einheitskreislinie).

h—Ebene: Das ist die Menge aller h—Punkte.

Randpunkt: Ein euklidischer Punkt heifit Randpunkt, wenn er auf dem Einheitskreise liegt. Ein Rand-
punkt kann niemals h—Punkt sein.

h—Gerade: Das ist eine Sehne im Einheitskreis, ohne ihre beiden Randpunkte. Jede h—Gerade zerlegt
die h-Ebene in zwei h—Halbebenen.

Verkniipfung (Inzidenz): Ein h-Punkt liegt auf einer h-Geraden, wenn er es auch im euklidischen
Sinne tut.

Zwischenrelation: Ein h-Punkt auf einer h-Geraden liegt zwischen zwei anderen Punkten auf dieser
h—Geraden, wenn dies auch euklidisch so ist.

h—Strecke: Wie im Euklidischen

h—Dreieck: Drei h—Punkte, die nicht auf einer h—Geraden liegen, bilden die Eckpunkte eines h—Dreiecks,
und die drei Kanten des Dreiecks sind die drei h—Strecken zwischen den drei Eckpunkten.

h—Halbstrahl: Ein h-Punkt auf einer h—Geraden zerlegt diese auf natiirliche Weise in zwei h—
Halbstrahlen.

h—Winkel: Dieser abgeleitete Begriff wird wie im Axiomensystem von Hilbert definiert.

h—Kongruenz: Zwei Teilmengen der h-Ebene heiflen h-kongruent, wenn die eine durch eine endliche
Komposition von Polarenspiegelungen auf die andere abgebildet werden kann. Die leere Komposition
ist erlaubt.

h-—rechte Winkel: Ein Winkel ist ein h-rechter Winkel, wenn der eine Schenkel mit seinem Bild bei
Polarenspiegelung am anderen Schenkel eine h-Gerade ergibt.

Die hierbei verwendete Polarenspiegelung ist folgendermaflen definiert:

123
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Definition 7.1 (Polarenspiegelung). Sei Q) der Einheitskreis mit Mittelpunkt O. Sei g eine Gerade,
die Q2 in zwei Punkten schneidet, und sei G := Bol(g).

Falls A # G ein (projektiver) Punkt der Ebene ist, so definieren wir den Bildpunkt A’ := PS,(A) von A
bei der Polarenspiegelung an g wie folgt:

falls A € g: dann sei A’ := A.
falls A & g: dann sei {A,} := gNAG, und wir definieren A" durch die Forderung DV(A, A"; G, Ay) = —1.

Ubungsaufgabe: Wo liegt G, wenn g durch den Ursprung verliuft ?
Wo liegt A’ in folgenden Situationen:

o A ist der Mittelpunkt der Strecke G—Ag.
o Ay liegt zwischen A und G.

o G liegt zwischen A und A,.

o AG ist parallel zu g.

e g verlauft durch O.

Wir erkennen:

Lemma 7.2. Die Polarenspiegelung an g ist eine bijektive Abbildung der projektiven Ebene, aus der man
vorher den Punkt G entfernt hat. Die einzigen Fizpunkte von PS, sind die Punkte auf g. Die inverse
Abbildung zu PS, ist wieder gleich PS, (es ist also PS, eine Involution).

Etwas tiefliegender ist schon:

Lemma 7.3. Die Polarenspiegelung an g bildet die Einheitskreislinie auf sich ab, und die beiden von der
h—Geraden g erzeugten beiden h—Halbebenen werden jeweils auf die andere abgebildet.

Beweisskizze. Die erste Behauptung ist genau die Aussage von Satz 4.76. Die zweite Behauptung ergibt
sich dann aus Stetigkeitsbetrachtungen. O

Entscheidend fiir alle weiteren Betrachtungen sind nun die folgenden beiden Sitze, die nicht nur in der
h—Ebene gelten, sondern in der gesamten euklidischen Ebene:

Satz 7.4. Jede Polarenspiegelung ist geradentreu.

Beweis. Der Fall, daf3 die Polare g durch O verliuft, sei den Leserinnen und Lesern {iberlassen.

Sei ab jetzt g eine Polare nicht durch O, und sei h eine weitere (euklidische) Gerade der Ebene. Wir wollen
zeigen, dafl PS,(h) wieder eine Gerade ist. Falls h || g, dann ergibt sich dies aus dem Strahlensatz.

Also sei ab jetzt h nichtparallel zu g. Wir setzen {C'} := g N h, und wir wihlen einen beliebigen festen
Punkt A # C auf h. Fiir einen beweglichen Punkt B € AC ist dann zu zeigen, dal B’ := PS,(B) jedesmal
wieder auf A'C” liegt, mit A’ := PS,(A) und C” := PS,(C). Weil C auf der Polaren g liegt, ist C' = C.
Nach Definition von A’ ist DV(A, A"; G, A,) = —1. Wir definieren {B,} := ¢N BG, und {B} = CA'NBG.
Jetzt projizieren wir die Gerade AG per Zentralprojektion am Zentrum C' auf die Gerade BG. Dabei wird
abgebildet wie folgt:

A~ B, A B, G G, A, By.

Wegen des Satzes 6.11 ist dann DV(A, A"; G, 4y) = DV(B,B;G,Bg). Also muB B gleich dem gesuch-
ten Bildpunkt B’ sein (denn auf der Geraden BG gibt es genau einen Punkt B’ der das gewiinschte
Doppelverhéltnis verwirklicht). O
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Abbildung 7.1: Polarenspiegelungen sind geradentreu.

Satz 7.5. Jede Polarenspiegelung ist doppelverhiltnistreu.

Beweis. Seien auf einer Geraden h vier verschiedene Punkte A, B, C, D gegeben. Bei Polarenspiegelung
an einer Polaren g werden diese Punkte auf A’, B/, C', D’ abgebildet, die gemifl des vorigen Satzes auf
einer Geraden ' liegen.

Andererseits ergeben sich A’, B’, C’, D', indem man die Gerade h zentral auf die Gerade h’ projiziert,
mit Zentrum G. Wegen des Satzes 6.11 haben wir dann DV(A, B;C, D) = DV(A’, B’;C', D’). O

Wir benétigen noch eine Invarianzaussage:

Satz 7.6. Jede Polarenspiegelung ist in der h—Ebene der Zwischenrelation treu. Das heif§t: seien A, B,
C wverschiedene h—Punkte auf einer h—Geraden, wobei B zwischen A und C' liegen mdge. Dann liegt auch
B’ zwischen A" und C".

Beweis. Die h-Gerade durch A, B, C mége h heilen, und ihre Randpunkte (die keine h—Punkte sind)
seien U und V. Wir wihlen die Bezeichnungen so, da U, A, B, C, V in dieser Reihenfolge auf derjenigen
euklidischen Geraden liegen, welche die h—Gerade h ,,auf sich tragt®.

Dann hat werden die Randpunkte U und V' durch PS, auf die Randpunkte von h’ abgebildet. Diese
Randpunkte nennen wir U’ und V.

Esist DV(U, B; A, V) negativ, denn A liegt auf der euklidischen Strecke U B, aber V liegt aulerhalb dieser
euklidischen Strecke. Wegen der Doppelverhiltnistreue ist dann auch DV(U’, B’; A’ V') < 0, also liegt
einer der beiden Punkte A’, V' auf der euklidischen Strecke U’B’, der andere nicht. Dieser auswirtige
Punkt mufl aber V' sein, denn V' ist zwangsldufig ein Randpunkt. Also liegen die Punkte U’, A’, B’, V'
in genau dieser Reihenfolge auf derjenigen euklidischen Geraden, welche die h—Gerade b’ auf sich triigt.
Also liegt A’ zwischen U’ und B’.

Analog zeigt man, dal C’ zwischen B’ und V' liegt. Dann mufl B’ zwischen A’ und C’ gelegen sein. [
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Die Polarenspiegelung kann mit Zirkel und Lineal folgendermafien bewerkstelligt werden:

e gegeben: der Einheitskreis €2, eine euklidische Gerade g, welche €2 in genau zwei Punkten schneidet,
ein h-Punkt A

o gesucht: A" :=PS,(A)
e Sei U ein beliebiger der beiden Schnittpunkte von g mit .
e Sei V der andere Schnittpunkt der euklidischen Geraden U A mit .

e Sei V' :=PS,(V) der andere Schnittpunkt der Geraden VG mit €, wobei G := Pol(g). Die Gerade
VG ist eindeutig bestimmt, weil G auflerhalb von € liegt.

e Dann ist {4’} =UV' N AG.

Denn es liegt A auf der euklidischen Geraden durch U und V, also liegt (wegen der Geradentreue) A’
auf der euklidischen Geraden durch PS,(U) und PSy(V). Es ist aber PSy(U) = U wegen U € g, und
PS,(V) = V', nach Definition von V’. Also liegt A’ auf der euklidischen Geraden durch U und V’. Es
liegt A’ (definitionsgeméB) aber auch auf der euklidischen Geraden durch A und G. Man {iberlegt sich,
da UV’ und AG tatsichlich zwei verschiedene Geraden sind: denn sonst liegen U, V, V', A, G alle auf
derselben Geraden. Diese schneidet den Kreis in drei Punkten U, V', V/, von denen also (mindestens) zwei
derselbe Punkt sein miissen. Es ist aber V' # U, denn U A ist eine Sekante von €2, keine Tangente. Die
Gerade GU ist jedoch eine Tangente an €2 (denn die Polare g ist definiert als die Verbindungsgerade der
beiden Tangentenberiihrpunkte von G an Q). Also wire U =V = V' der einzige gemeinsame Punkt der
Geraden GA mit 2. Widerspruch.

Abbildung 7.2: Eine Konstruktion der Polarenspiegelung mit Zirkel und Lineal



7.2. GRUNDKONSTRUKTIONEN 127

7.2 Grundkonstruktionen

Gesucht ist jeweils eine einzige Polarenspiegelung, welche die verlangte Abbildung bewerkstelligt. Das
bedeutet, dal wir die Polare g finden wollen:

eine h—Gerade h auf eine h—Gerade k abzubilden: seien h und k verschiedene h—Geraden. Die
Randpunkte von h seien U, V; und die Randpunkte von k seien U’, V'. Angenommen, die eukli-
dischen Geraden UV und U’V’ schneiden einander in einem Punkte aulerhalb von Q. Wir kénnen
die Taufe der Randpunkte so vornehmen, dal UVV’'U’ ein konvexes (insbesondere: nicht—iiber-
schlagenes) Sehnenviereck ist. Dessen Diagonalen UV’ und U’V schneiden einander im Innern des
Sehnenvierecks, also auch im Innern des Kreises. Wir definieren dann {G} := UU’' N VV' und
g = Polare(G). Das ist die gesuchte Polare. Um zu zeigen, dafl g den Kreis Q tatséchlich in zwei
Punkten schneidet, verweisen wir auf Satz 4.73, aus dem sich ergibt, dafi Polare(G) durch den
Diagonalenschnittpunkt verlaufen muf. Dieser liegt aber im Kreisinnern.

Angenommen, die euklidischen Geraden UV und U’V schneiden einander in einem Punkte innerhalb
von §2. Dann wihlen wir die Bezeichnung der Randpunkte dergestalt, daf3 jetzt UU'VV”’ ein konvexes
Sehnenviereck ist, und setzen erneut {G} :=UU' NVV".

Angenommen, die euklidischen Geraden UV und UV’ schneiden einander auf dem Einheitskreise.
(Dieser Fall sei eine Ubungsaufgabe.)

einen h—Punkt A auf einen h—Punkt B abzubilden: die euklidische Gerade AB nennen wir h, und
dann setzen wir H := QPol(h). Dieser Punkt liegt auBlerhalb von Q, denn h schneidet €2 in zwei
Punkten. Den Pol der gesuchten Geraden g nennen wir G. Wegen G € AB = h = ‘Polave(H)
ist dann auch H € Polare(G) = g. Die gesuchte Gerade g verlduft also durch H. Die euklidische
Gerade durch A und H schneidet 2 in zwei Punkten. Einen von diesen nennen wir C, und wir
konnen erreichen, daf§ A zwischen C und H liegt. Analog: die euklidische Gerade durch B und H
schneidet 2 in zwei Punkten, und wir nennen denjenigen von ihnen D, fiir den B zwischen H und
D liegt.
Die gesuchte Polarenspiegelung (wenn es sie denn gibt) bildet die Gerade H A auf die Gerade H B ab.
Es ist H zwar kein h-Punkt, aber man kann sich iiberlegen (Ubungsaufgabe), da8 die Zwischentreue
auch jetzt gelten muf. Also wird C' auf D abgebildet, und G mufl auf der Geraden CD liegen.

Also definieren wir {K} := ABNCD, und K ist der Kandidat fiir den gesuchten Punkt G. Wegen
K € AB = h =*Polare(H) ergibt sich dann H € Polave(K) =: k.

Nach Satz 4.76 ist DV(C, D; K, kNCD) = —1. Wegen der Doppelverhiltnistreue der Zentralprojek-
tion mit Zentrum H ist dann auch DV (A, B; K,k N AB) = —1. Also erfiillt k die Bedingungen an
das gesuchte g, und wir konnen ¢ := k setzen.

Abbildung 7.3: Einen h—Punkt A auf einen h—Punkt B abzubilden
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eine h—Strecke_A_B auf eine h—Gerade h durch A zu drehen: das soll bedeuten: Gre_geberist eine
h—Strecke AB und eine h—Gerade durch A. Gesucht ist ein Punkt C' auf h, sodal AB = AC, und
insbesondere suchen wir eine Polare g, soda8 PS, diese Abbildung bewirkt.

Aus der ersten Grundkonstruktion wissen wir, wie die h—-Gerade AB auf die h—Gerade h abgebildet
werden kann (dafiir gibt es zwei Losungen). Die dabei konstruierte Polare g verlduft durch den
euklidischen Punkt A, wie man sich iiberlegt. Das ist die gesuchte Polare.

Abbildung 7.4: Zwei h-kongruente h—Strecken, und zwei h-rechte h-Winkel

Mit diesen Abbildungseigenschaften konnen wir jetzt typische Grundkonstruktionen verwirklichen:

eine h—Senkrechte zu errichten: gegeben sei eine h-Gerade h und ein h-Punkt A (der auf h liegen
kann oder auch nicht). Gesucht ist eine h—Gerade g, die mit h einen h-rechten Winkel einschlief3t,
und die durch A verlduft.

Um g zu konstruieren, nehmen wir die euklidische Gerade durch A und Bol(h). Deren Einschrinkung
auf das Kreisinnere ist dann g.

eine h—Strecke anzutragen: gegeben ist eine h-Strecke AB, eine h-Gerade h, und ein h-Punkt C auf
h. Gesucht ist D € h mit CD = AB.

Zur Losung bilden wir A mittels einer Polarenspiegelung auf C ab, wobei B zu B; gesendet wird.
AnschlieSend drehen wir die h—Strecke C'B; auf die h—Gerade h.

einen h—Winkel anzutragen: sinngemifl wie beim Antragen von h—Strecken.

eine h—Strecke zu h—halbieren: vgl. Skizze.
Man beobachte, dafl es moglich ist, eine h—Strecke immer wieder an sich selbst anzutragen, ohne jemals
die h-Ebene zu verlassen.

Ubungsaufgabe: Man beweise, dafi die angedeuteten Konstruktionen wirklich das verlangte geometrische
Objekt liefern. Man erdrtere Durchfihrbarkeit, Ezxistenz und Findeutigkeit.
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Abbildung 7.5: Eine h—Strecke zu h—halbieren

7.3 Das h—Modell und die Axiome der absoluten Geometrie

Wir skizzieren jetzt, warum das dargelegte h-Modell die Axiome der absoluten Geometrie erfiillt, vgl
Abschnitt 1.3. Fiir die Axiomgruppe I (Inzidenzaxiome) und die Axiomgruppe II ist dies praktisch offen-
sichtlich, weil die Inzidenz und die Zwischen—Relation wie in der euklidischen Geometrie definiert werden.

Fiir die Axiomgruppe IIT ist mehr Aufwand nétig. Im Axiom III.1 wird die Existenz der Streckenantra-
gung gefordert; dies haben wir als eine Grundkonstruktion verwirklicht. Die Eindeutigkeit der Strecken-
antragung wird im Axiom III.1 nicht verlangt, aber wir kénnen sie schnell zeigen (und uns damit den
Beweis von Axiom II1.5 vereinfachen). Denn sonst géibe es eine h-Gerade und Punkte A, B, C' darauf, die
paarweise verschieden sind, mit B zwischen A und C, soda3 AB = AC. Es giibe also eine Abfolge von
Polarenspiegelungen, die abbildet wie folgt:

A A, B—C.

(Wir diirfen nicht annehmen, daf} eine einzelne Polarenspiegelung bereits so abbildet !). Wir nehmen noch
die Randpunkte U und V der Geraden hinzu, und wir wihlen die Benennungen so, dafl die Punkte in der
Reihenfolge UABCYV auf der euklidischen Tragergeraden liegen. Die genannte Abfolge von Polarenspiege-
lungen ist zwischentreu (denn jede einzelne Polarenspiegelung ist zwischentreu), also haben wir auch die
Abbildungseigenschaften U — U und V' +— V. Nun ist aber die Zusammensetzung der Polarenspiegelungen
auch doppelverhéltnistreu, also DV(U, A; B,V) = DV(U, A; C, V), im Widerspruch zu B # C.

Die mittels Polarenspiegelungen definierte Kongruenzrelation ist eine Aquivalenzrelation, denn Polaren-
spiegelungen sind Involutionen. Das beweist das Axiom III.2. Die Kompatibilitdt des Streckenantragens
mit der Kongruenz (Axiom IIL.3) ergibt sich aus der Doppelverhéltnistreue. Die Eindeutigkeit des Win-
kelantragens (Axiom III.4) beweist man dhnlich wie die Eindeutigkeit des Streckenantragens iiber die
Doppelverhiltnistreue.

Im Axiom IIL5 wird eine abgeschwiichte Version des Kongruenzsatzes SWS gefordert. Vorausgesetzt sei
AB = A'B', AC = A'C" und ZBAC = /B'A'C’. Das heifit, es gibt eine Abfolge von Polarenspiegelun-
gen, die AB auf A’B’ abbildet. Es gibt weiterhin eine (evtl. andere) Abfolge von Polarenspiegelungen,
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die AC' auf A’C” abbildet, und es gibt eine (evtl. wieder andere) Abfolge von Polarenspiegelungen, die
ZBAC auf ZB'A’C" abbildet. Wir wiiren fertig, wenn es gelinge, eine Abfolge von Polarenspiegelungen
zusammenzubauen, die A ABC auf A A’ B’C”" abbildet. Dies ist tatséichlich moglich: mit Hilfe der Grund-
konstruktionen spiegeln wir erst A auf A’ (und erhalten ein Zwischendreieck A A’B1C4), dann drehen wir
A’B; um A’ auf die Gerade A’B’ (erhalten ein neues Zwischendreieck), usw. Beim Beweis benutzt man
ausgiebig die Transitivitit der Kongruenzrelation und die Eindeutigkeit jeglichen Antragens. Damit ist
die Axiomengruppe III abgehandelt, und fiir die Axiomengruppe V (Stetigkeit) verweisen wir auf [3], wo
eine (dquivalente) Variation der Axiome bewiesen wird.

Das euklidische Parallelenaxiom IV kann offensichtlich nicht gelten.

Ubungsaufgabe 7.1. Wir definieren: eine h-Gerade g steht h-senkrecht auf einer h-Geraden k, wenn
PS, (k) = k. Zeigen Sie: diese Relation ist symmetrisch. winweis: Dustititsprinzip

Die absolute Geometrie umfafit alle Aussagen, die (ohne Riickgriff auf ein konkretes Modell) aus den
Axiomgruppen I, IT, III, V geschluBifolgert werden konnen. Diese Aussagen gelten also in der euklidischen
und der hyperbolischen Geometrie gleichermafien. Beispiele dafiir sind (vgl. [3]):

e Die Dreieckskongruenzsiatze SWS, SWW, SSS, SSW.

e Wenn zwei verschiedene Geraden mit einer dritten Geraden kongruente Wechselwinkel bilden, dann
schneiden sie einander nicht.

e In einem Dreieck kann hochstens ein Innenwinkel nichtspitz sein (wir definieren einen Winkel als
spitz, wenn er in einem rechten Winkel echt enthalten ist).

e In einem spitzwinkligen Dreieck liegt jede Hohe innerhalb des Dreiecks; in einem nichtspitzwinkligen
Dreieck die von der Ecke mit dem grofiten Innenwinkel ausgehende.

e Die drei Innenwinkelhalbierenden schneiden einander im Dreiecksinnern.
e In einem Dreieck liegt der groflere Winkel der grofieren Seite gegeniiber; und umgekehrt.

e Die Dreiecksungleichung gilt.

Die schulbekannten Aussagen iiber Winkel an geschnittenen Parallelen, die Strahlenétze, der Satz iiber
die Innenwinkel am Dreieck benttigen alle das euklidische Parallelenaxiom und sind deshalb in der abso-
luten Geometrie im Allgemeinen falsch. Das Konzept von #hnlichen Dreiecken kann ohne das euklidische
Parallelenaxiom gar nicht eingefithrt werden.

Ubungsaufgabe 7.2. Man konstruiere ein h-gleichseitiges h-Dreieck, das nicht euklidisch gleichseitig
18t.

7.4 Parallelitdat im h—Modell

Im h—Modell gilt folgende Abwandlung des Parallelenaxioms, wie man schnell erkennt:

IV}, Es sei a eine beliebige h—Gerade und P ein h—Punkt auerhalb von a. Dann gibt es mindestens zwei
h-Geraden, die a nicht schneiden und durch P gehen.

Von einer Parallelititsrelation wiinschen wir uns, daB sie eine Aquivalenzrelation ist (reflexiv, symme-
trisch, transitiv). In der euklidischen Geometrie wird dieser Wunsch uns erfiillt, und jetzt wollen wir uns
anschauen, wie es damit im KLEINschen Modell der hyperbolischen Geometrie aussieht.

Vorher beobachten wir, dafl es in der euklidischen Geometrie mindestens drei Moglichkeiten gibt, die
Parallelitiat zu definieren, und alle genannten Mdoglichkeiten sind zueinander logisch dquivalent:

e zwei euklidische Geraden heiflen parallel zueinander, wenn sie einander nicht in genau einem Punkte
schneiden.

e zwei euklidische Geraden heiflen parallel zueinander, wenn sie beide auf einer dritten Geraden senk-
recht stehen.
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e zwei euklidische Geraden heiflen parallel zueinander, wenn sie iiberall den gleichen Abstand vonein-
ander haben. Das bedeutet: von jedem Punkt der einen Geraden kénnen wir das Lot auf die andere
Gerade fillen. Dann sind alle diese Lotstrecken zueinander kongruent.

Gilt diese Aquivalenz der drei e auch in der h-Geometrie ?

Definition 7.7. Wir sagen, daf$ zwei h—Geraden h—parallel zueinander sind, wenn sie einander nicht in
genau einem Punkte schneiden. Die h—Parallelitit wird unterteilt wie folgt:

Zwei h—Geraden heiffen randparallel, wenn ihre euklidischen Trigergeraden einander in genau einem
Punkte schneiden, der auf dem FEinheitskreise liegt.

Zwei h—Geraden heiffen iiberparallel, wenn ihre euklidischen Trigergeraden euklidisch-parallel sind, oder
wenn ihre euklidischen Tragergeraden einander in einem Punkte auferhalb des Finheitskreises schneiden.

Wir beobachten, dafl keine dieser Parallelitdtsrelationen in der h-Geometrie transitiv ist.

Lemma 7.8. Wenn g und k tberparallele h—Geraden sind, so gibt es genau eine dritte h—Gerade, auf der
g und k h—senkrecht stehen.

Wenn g und k randparallele h—Geraden sind, so gibt es keine einzige dritte h—Gerade, auf der g und k
h-senkrecht stiinden.

Beweis. Seien g und k iiberparallel, und sei A der Schnittpunkt der euklidischen Trégergeraden von g und
k. Dann ist A auflerhalb des Kreises, und die Polare von A ist eine solche gewiinschte Gerade.

Und Polare(A) ist die einzige solche Gerade, denn: sei ¢ eine h—Gerade, auf der g und k h-—senkrecht
stehen. Dann ist PS,(¢) = €. Also verlduft ¢ durch Pol(g). Weiterhin ist PSi(¢) = ¢, also mufl ¢ auch
durch PBol(k) verlaufen. Es sind aber PBol(g) und Pol(k) verschiedene Punkte, denn g # k. Also ist £ durch
diese beiden Punkte eindeutig bestimmt.

Seien jetzt g und k randparallel zueinander. Eine gemeinsame h—Senkrechte ¢ miifite dann durch Pol(g) =:
G und Pol(k) =: G verlaufen. Sei U der gemeinsame Randpunkt von g und k. Dann ist U € Polare(G),
also G € Polare(U). Und analog K € Polare(U). Die Polare von U ist aber gleich der Tangenten in U an
den Kreis, also ist die gemeinsame h—Senkrechte ¢ von g und k gleich der Tangenten an U. Diese Tangente
ist aber keine h—Gerade. O

Analog zeigt man, daf} es keine gemeinsame h—Senkechte von g und k geben kann, wenn g und k einander
in der h-Ebene schneiden.

Wir halten schnell fest:

Korollar 7.9. Es gibt keine h—Rechtecke (wenn man diese definiert als Vierecke mit vier rechten Innen-
winkeln,).

Und wir haben auch gezeigt:

Lemma 7.10. Wenn zwei verschiedene h-Geraden g und k eine dritte h-Gerade zur gemeinsamen h—
Senkrechten haben, dann sind g und k tberparallel, und umgekehrt.

Zum dritten e zitieren wir aus [3]: bekanntlich gilt in der euklidischen Geometrie folgendes. Sei eine Gerade
g gegeben. Die Menge aller Punkte, die von g einen festen vorgegebenen Abstand hat, ist ein Geradenpaar.
Im h—Modell gilt stattdessen: sei eine h—Gerade g gegeben, und ein h-Punkt P auflerhalb von g. Dann ist
die Menge aller h-Punkte, deren h—Lote auf g h-kongruent zum h-Lot von P auf g sind, eine euklidische
Ellipse, die durch die beiden Randpunkte verlauft.

Fiir das h-Modell finden wir in [3] auch eine biologische Interpretation. Wir stellen uns die Einheitskreis-
scheibe als Bierdeckel vor, und darauf gibt es eine Population von Wanzen, deren Geometrieverstandnis
sich durch das Konzept der h-Kongruenz ausdriickt. Wir haben gesehen, dafl das wiederholte h—Antragen
einer Strecke an sich selbst unbegrenzt moglich ist, und insbesondere wird der Einheitskreis dabei nie
erreicht. In diesem Sinne ist der Bierdeckelrand fiir die Wanzen das Ende des Universums (also unendlich
weit entfernt), und das AuBere des Einheitskreises ist dann ,,iiberunendlich® weit entfernt.

Wir {iberlegen uns jetzt, wie fiir die Bierdeckelwanzenkinder ein schulischer Geometrieunterricht ausséhe.
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Eine einzelne Polarenspiegelung kann als eine h—Spiegelung angesehen werden. Die einzigen Fixpunkte
einer h—Spiegelung sind die Punkte auf der Polaren. Die einzigen Fixgeraden sind die h-Geraden h-
senkrecht auf der Polaren, und natiirlich die Polare selbst.

Die Komposition von zwei h—Spiegelungen, deren Achsen einander in einem h—Punkt schneiden, kann als
eine h—Drehung (um den Schnittpunkt) bezeichnet werden. Der einzige Fixpunkt ist das Drehzentrum.
Wenn man zwei verschiedene h-Punkte A und B wihlt, und sdmtliche Bildpunkte ermittelt, die durch
h-Drehung von B um A erhalten werden koénnen, dann entsteht ein h—Kreis um den Mittelpunkt A
durch den Punkt B. Dieser ist allerdings gleich einer euklidischen Ellipsen, wobei A nicht der euklidische
Schnittpunkt der Ellipsenachsen ist. Diese h—Kreise sind die einzigen Fixgebilde der h-Drehung.

Eine h-Drehung, bei der die Achsen der beiden zugrundeliegenden h—Spiegelungen h—orthogonal zuein-
ander sind, heiflit h—Punktspiegelung. In der euklidischen Geometrie ergibt die Komposition von drei
Punktspiegelungen wieder eine Punktspiegelung. Dies ist in der h—Geometrie falsch.

Die Komposition von zwei h—Spiegelungen, deren Achsen {iberparallel sind, wollen wir als eine h—
Verschiebung bezeichnen. Eine solche Abbildung hat keinen Fixpunkt. Die einzige Fixgerade ist die ge-
meinsame h—Senkrechte der beiden Polaren, und wir vereinbaren die Sprechweise, daf§ die h—Verschiebung
entlang der gemeinsamen Senkrechten erfolgt. Weitere Fixgebilde bestehen aus den ,,Punkten gleichen
Abstands® zur gemeinsamen Senkrechten (wir hatten oben schon ausgefiihrt, dafi dies euklidische Ellip-
sen sind). Die Komposition zweier h—Verschiebungen ist nicht unbedingt wieder eine h—Verschiebung (es
koénnte auch eine h—Drehung herauskommen oder eine Grenzdrehung). Im Unterschied zur euklidischen
Geometrie ist die Menge aller h—Verschiebungen also keine Gruppe ! Allerdings ergibt die Menge aller
h—Verschiebungen entlang derselben h—Geraden eine abelsche Gruppe.

Die Komposition von zwei h-Spiegelungen, deren Achsen randparallel sind, bezeichnen wir als eine Grenz-
drehung. Zu diesem Abbildungstyp gibt es keine Entsprechung in der euklidischen Geometrie. Wenn
man die Achsen der beteiligten h—Spiegelungen minimal stért, dann wandert der Achsenschnittpunkt in
den Einheitskreis oder heraus, und in diesem Sinne kann die Grenzdrehung als eine Zwischenform von
h—Drehung und h—Verschiebung angesehen werden. Das Fixgebilde einer solchen Grenzdrehung ist ein
Horozyklus, das ist eine Ellipse mit kurzer Achse gleich der euklidischen Strecke zwischen dem Kreis-
mittelpunkt und dem gemeinsamen Randpunkt der beiden Spiegelungsachsen, und die lange Achse wird
durch die Forderung bestimmt, dal der Kriimmungskreis der Ellipse am Randpunkt gleich dem Einheits-
kreis ist. Alle Grenzdrehungen mit selbem Randpunkt haben denselben Horozyklus.

SchlieBlich kann eine h—Schubspiegelung als eine Komposition von drei h—Spiegelungen erzeugt werden.
Dies sind dann alle Kongruenzabbildungen der h—Geometrie: h—Spiegelung, h—Verschiebung, h-Drehung,
h—Schubspiegelung (vgl. Satz 2.10).

In der euklidischen Geometrie kann man eine Gerade als einen Kreis ansehen, dessen Mittelpunkt unendlich
weit entfernt ist, und der unendlich grolen Radius hat. Eine solcher unendlich grofi gewordener Kreis ist in
der h—Geometrie aber keine h—Gerade, sondern ein Horozyklus. Es gibt noch einen weiteren Unterschied zur
euklidischen Geometrie: die ,,beiden unendlich fernen Punkte* einer euklidischen Geraden kann man (von
einem Standpunkt neben der Geraden aus) anpeilen, und der Winkel zwischen den beiden Peilstrahlen ist
gleich zwei rechten Winkeln. Im Gegensatz dazu ist in der h—-Geometrie der Winkel zwischen den beiden
Peilstrahlen zu den beiden Randpunkten echt kleiner als zwei rechte Winkel. Die beiden Peilstrahlen
kann man als Asymptoten der h—Geraden ansehen, genauso wie ein Hyperbelbogen zwei Asymptoten hat.
Deshalb wird die h-Geometrie auch als hyperbolische Geometrie bezeichnet.

Wenn die Geometriezeichenblétter geradlinig berandete Vierecke sind, dann konnen die vier Innenwinkel
keine Rechtecke sein. Wir definieren einige spezielle h—Vierecke: ein h—Viereck, dessen Diagonalen einan-
der h-halbieren, heiffit h—Parallelogramm. Wenn man eine h—Strecke an einem Punkt auferhalb dieser
h-Strecke h—punktspiegelt, dann erhélt man ein h—Parallelogramm. Ein h-Parallelogramm, dessen Diago-
nalen h-kongruent sind, heifit h—Rechteck. Wenn die Diagonalen eines h—Parallelogramms h—senkrecht
sind, dann reden wir von einem h—Rhombus. Ein h-Rechteck, das gleichzeitig h-Rhombus ist, heif}t
h—Quadrat.

Wir erhalten fiir h-Rechtecke: die Verbindungsgeraden von h-Mittelpunkten gegeniiberliegender h-—
Rechteckskanten sind die eindeutig bestimmten gemeinsamen h—Senkrechten dieser Kanten, und bei Po-
larenspiegelung an diesen Verbindungsgeraden wird das Rechteck auf sich abgebildet. Gegeniiberliegende
Kanten sind also h—kongruent. Jede solche Verbindungsgerade zerlegt das h-Rechteck in zwei h—Vierecke,
von denen jedes ein ,,gleichschenklig—rechtwinkliges h—Trapez* ist. Die vier Innenwinkel eines h—Rechtecks
sind zueinander h-kongruent, aber keine rechten Winkel.



7.4. PARALLELITAT IM H-MODELL 133

Wir erhalten fiir h—-Rhomben: bei Polarenspiegelung an jeder der beiden Diagonalen wird das h—-Rhombus
auf sich abgebildet. Die Diagonalen h—halbieren also die Innenwinkel. Alle vier Kanten sind zueinander
h-kongruent.

Es ist eine Lingenfestlegung fiir h-Strecken maoglich. Sei eine h-Strecke AB gegeben, und seien U, V
die Randpunkte der Geraden AB. Dann kann die Linge von AB durch |InDV(A, B;U, V)| definiert
werden, mit In als natiirlichem Logarithmus. Diese Begriffsbildung verhalt sich auf natiirliche Weise: es
gilt ndmlich sowohl die Invarianz bei Kongruenz als auch die Kompatibilitéit beim Streckenantragen. Diese
beiden Forderungen bestimmen das Lingenfunktional eindeutig (bis auf Skalierungsfaktoren).

In der h—Geometrie gilt auch der Kongruenzsatz WWW. Es kann also keine zueinander h—ahnlichen,
aber h-nicht-kongruenten Dreiecke geben. Dreiecke mit gleicher Innenwinkelsumme sind zerlegungsgleich
(man kann also eines der Dreiecke in Einzelteile zerlegen, diese neu h-kongruent zusammenfiigen und
bekommt das andere Dreieck). Diese Konzept der Zerlegungsiiquivalenz gestattet die Einfithrung eines
Flacheninhaltsfunktionals. Hierbei haben h-kongruente h-Polygone den gleichen h-Flacheninhalt, und
bei Zerlegung eines h—Polygons in kleinere h—Polygone ist die Summe der h—Fliacheninhalte der kleineren
h—Polygone gleich dem h—Fliacheninhalt des Ausgangspolygons.

Eine h-Winkelmessung kann ebenfalls definiert werden. In jedem h-Dreieck ist die Summe der Innen-
winkelgroflen echt weniger als 180°, und die Differenz zu 180° ist proportional zum h-Flacheninhalt des
h—Dreiecks. Damit wird die Fldcheninhaltsermittlung fiir allgemeine h—Polygone mit n Ecken sehr einfach:
der h-Flicheninhalt eines solchen h—Polygons ist gleich der Differenz der Innenwinkelsumme zu (n—2)-180°
(bis auf einen Proportionalitidtsfaktor, der das Fldcheninhaltsfunktional eindeutig bestimmt).

Es gilt auch ein h-Thalessatz: der h-Winkel im h-Halbkreis ist stets kleiner als ein h-rechter Winkel.
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Anhang A

Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe A.1. Gegeben sei folgendes Modell einer Geometrie: Punkte sind die 4 Warter AMT,
DOM, ORT, RAD. Geraden sind die 6 Buchstaben A, D, M, O, R, T. Fin Punkt ist mit einer Geraden
verkniipft, wenn der entsprechende Geradenbuchstabe im Punktwort enthalten ist.

1. Man zeige, daf$ die Axziome der Gruppe I erfillt sind.
2. Man finde einen Schnittbegriff fir Geraden, sodafl auch das Parallelenaziom IV erfillt ist.

Ubungsaufgabe A.2. Erginzen Sie eine der Skizzen zu einem Beweis des Satzes von Pythagoras (und
beweisen Sie gleich dessen Umkehrung).

Entscheidend hierbei ist: Thr Beweis soll mathematisch korrekt sein (also logisch wasserdicht), aber trotz-
dem schiilertauglich prdsentiert.

Abbildung A.1: Der Satz des Pythagoras
Ubungsaufgabe A.3. Wir definieren im kartesischen R?: eine Bewegung ist eine Abbildung der Form
x — Az + b, mit A als orthogonaler Matriz und b € R%. Zwei Dreiecke heifien kongruent, wenn es eine

Bewegung gibt, die das eine auf das andere abbildet.

135



136 ANHANG A. UBUNGSAUFGABEN

Beweisen Sie (mit den dblichen Anforderungen), dafi die Kongruenz eine Aquivalenzrelation ist, und den
Kongruenzsatz WSW.

Ubungsaufgabe A.4. Seien ABC und A’ B'C’ Dreiecke in der Ebene, sodaf8 die Geraden AA’', BB' und
CC" einander in einem Punkt der Ebene schneiden. Sei P der Schnittpunkt von AB und A’B’. Sei Q der
Schnittpunkt von AC und A’C’. Sei R der Schnittpunkt von BC und B'C’.

Zeigen Sie unter Zuhilfenahme der Vektorrechnung (mit den dblichen Anforderungen), daff P, Q, R auf
einer Geraden liegen.

Bei dieser Aufgabe sei vorausgesetzt, dafS alle erwdhnten Schnittpunkte auch eindeutig existieren.

Ubungsaufgabe A.5. Gegeben sei ein kreisformiges Tablett, auf dem 6 kongruente zylindrische
Biergliser stehen, ohne tiber den Rand des Tabletts hinauszuragen.

Beweisen Sie, dafi dann noch ein siebentes Bierglas (zu den bisherigen Glisern kongruent) Platz auf dem
Tablett hat, ohne dafi auch nur ein Glas iber den Rand des Tabletts hinausragt.

Das Ziel ist hierbei ein mathematisch wasserdichter Beweis (also keine Formulierungen der Art irgendwie
so geht es“), der kurz, sehr gut verstindlich und offensichtlich korrekt ist.

Ubungsaufgabe A.6. Ein Viereck ABCD heifit Tangentenviereck, wenn es einen Inkreis besitzt, also
einen Kreis im Innern des Vierecks, der die Gerade AB zwischen A und B beriihrt, und die Gerade BC
zwischen B und C, und entsprechend fiir die Gerade CD und die Gerade DA.

Sei ABCD ein konvezes Viereck.
Zeigen Sie: dieses Viereck ist ein Tangentenviereck genau dann, wenn fir die Kantenlingen gilt: |AB|+

|CD| = |BC| + |DA.

Ubungsaufgabe A.7. Gegeben seien zwei Kreise wy und wy (mit positiven Radien) in der Ebene. Kon-
struieren Sie mit Zirkel und Lineal alle Geraden, die Tangenten an wi und we sind. Zeigen Sie, daf$ alle
mdaglichen Lagebeziehungen beriicksichtigt wurden.

I"Jbungsaufgab_e A.8. Sei ABC ein Dreieck. Der Inkreis beriihre die Kante BC im Punkte P, und der
an der Kante BC' anliegende Ankreis des Dreiecks beriihre die Kante BC in Q.

Zeigen Sie, daf$ dann |BP| = |QC].
Ubungsaufgabe A.9. (10. Mathematik—Olympiade 1970/71, Klassenstufe 8, Bezirksrunde)
Zeigen Sie fir jedes spitzwinklige Dreieck: die Hohen sind die Winkelhalbierenden des HohenfufSpunktdrei-

ecks.

Als Folgerung schieben wir gleich hinterher:

Ubungsaufgabe A.10. (35. Mathematik—Olympiade 1995/96, Klassenstufe 10, Landesrunde)

Beweisen Sie, dafl in jedem spitzwinkligen Dreieck ABC der Héhenschnittpunkt H von allen drei Seiten
des Dreiecks DEF' gleich grofle Abstinde hat, wobei D, E, F die Fuflpunkte der Hohen sind.

Der Versuch, die folgende Extremalaufgabe mit den Methoden der Differentialrechnung zu lésen, fiithrt
hochstwahrscheinlich nirgendwohin.

Ubungsaufgabe A.11. (Problem von Fagnano (1682-1766))

Schreibe einem spitzwinkligen Dreieck ABC' ein Dreieck UVW mit mdglichst kleinem Umfang ein (hierbei
sollen U, V., W auf jeweils einer Dreieckskante liegen).

Ubungsaufgabe A.12. Zeigen Sie: in jedem Dreieck schneiden die Mittelsenkrechten die Winkelhalbie-
renden der ihnen gegeniiberliegenden Winkel auf dem Umkreis.

Ubungsaufgabe A.13. Zeigen Sie: spiegelt man den Hohenschnittpunkt an einer Dreiecksseite, so erhilt
man einen Punkt auf dem Umbkreis.

Ubungsaufgabe A.14. Bestimmen Sie, in welchem Verhiltnis ein Hohenfufipunkt die Kante teilt, auf
der er liegt.

Ubungsaufgabe A.15. Zeigen Sie fiir jedes Dreieck: wenn man die Verbindungsgerade zwischen Um-
kreismittelpunkt und einer Ecke an der durch diese Ecke verlaufenden Winkelhalbierenden spiegelt, dann
erhdlt man eine Hohe des Dreiecks.
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Ubungsaufgabe A.16. Es sei H der Hohenschnittpunkt des spitzwinkligen Dreiecks N\ ABC'. Durch
Spiegelung an einem Kreis mit Mittelpunkt H mdgen die Punkte A, B, C abgebildet werden auf A’, B’,
.

Zeige, dafi H der Inkreismittelpunkt des Dreiecks /N A'B'C’ ist.

Ubungsaufgabe A.17. Gegeben seien zwei Punkte und eine Gerade. Konstruieren Sie (ohne die Spie-
gelung am Kreis zu bemiihen) einen Kreis, der durch jeden der beiden Punkte verliuft und der die Gerade
beriihrt.

Ubungsaufgabe A.18. Gegeben seien zwei Geraden und ein Punkt. Konstruieren Sie (ohne die Spie-
gelung am Kreis zu bemiihen) einen Kreis, der jede der beiden Geraden berihrt und der durch den Punkt
verlduft.

Ubungsaufgabe A.19. Fiir ein konvexes Polyeder wollen wir unter dem Defektwinkel einer Ecke X
denjenigen Winkel verstehen, der sich ergibt, wenn man die Summe aller Flicheninnenwinkel mit Schei-
telpunkt X von 360° abzieht (bei einem Quader hat jede Ecke also einen Defektwinkel von 90°).

Zeigen Sie, daff dann die Summe der Defektwinkel aller Ecken stets 720° betrdigt.

Ubungsaufgabe A.20. Zeigen Sie auf exakte Weise (z.B. mittels analytischer Geometrie), dafy die
angedeuteten Konstruktionen von Ikosaeder und Dodekaeder tatsichlich durchfiihrbar sind.

Ubungsaufgabe A.21. Wenn wir die Flichenmittelpunkte eines platonischen Korpers als Ecken eines
neuen Polyeders wdhlen, erhalten wir einen dualen platonischen Korper. Ermitteln Sie, wer zu wem dual
ist, und beweisen Sie, dafS diese Konstruktion tatsdichlich funktioniert.

Ubungsaufgabe A.22. Zeigen Sie fiir konvexe Polyeder:

Wenn das Polyeder keine Vierecksfiichen und keine Finfecksflichen besitzt, dann hat es mindestens vier
Dreiecksflichen.

Wenn das Polyeder keine vierwertigen Ecken und keine fiinfwertigen Ecken besitzt, dann hat es mindestens
vier dreiwertige Fcken.

Wenn das Polyeder keine Dreiecksflichen und keine Finfecksflichen besitzt, dann hat es mindestens sechs
Vierecksflichen.

Wenn das Polyeder keine dreiwertigen Ecken und keine finfwertigen Ecken besitzt, dann hat es mindestens
sechs vierwertige Ecken.

Wenn das Polyeder keine Dreiecksfiichen und keine Vierecksflichen besitzt, dann hat es mindestens zwdlf
Fiinfecksflichen.

Wenn das Polyeder keine dreiwertigen Ecken und keine vierwertigen Ecken besitzt, dann hat es mindestens
2wolf finfwertige Ecken.

Ubungsaufgabe A.23. Die Seitenflichen eines konvezen Polyeders seien Quadrate oder regelmifige
Sechsecke. Wieviele Quadrate muj$ es haben ? Wieviele Secksecke kann es hichstens geben ?

Ubungsaufgabe A.24. Fir welche natiirlichen Zahlen K gibt es ein konvezes Polyeder mit genau K
Kanten ¢

Ubungsaufgabe A.25. Wir definieren: eine h-Gerade g steht h-senkrecht auf einer h-Geraden k wenn
PSy(k) = k. Zeigen Sie: diese Relation ist symmetrisch. winweis: Dustitatsprinzip

Ubungsaufgabe A.26. Man konstruiere ein h—gleichseitiges h-Dreieck, das nicht euklidisch gleichseitig
1st.
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Quellennachweis der Abbildungen

Abbildung 4: Frontispiz von [(]

Abbildung 3.1: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:ConicSections_ajl.svg abgerufen am
13.11.2010. Autor: Egm6322.s09.lapetina (public domain)

Abbildung 3.3: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:ConicSection_ellipse.PNG abgerufen
am 13.11.2010. Autor: ja.wiki user Tsukapee (public domain)

Abbildung 3.5: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:ConicSection foci.png abgerufen am
13.11.2010. Autor: ja.wiki user Tsukapee (public domain)

Abbildung 3.6: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:ConicSection hyperbola.PNG abgeru-
fen am 13.11.2010. Autor: ja.wiki user Tsukapee (public domain)

Abbildung 3.8: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:ConicSection foci2.png  abgerufen
am 13.11.2010. Autor: ja.wiki user Tsukapee (public domain)

Abbildung 3.9: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:ConicSection_parabola.PNG abgeru-
fen am 13.11.2010. Autor: ja.wiki user Tsukapee (public domain)

Abbildung 3.11: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Focus_and Directrix2.png abgerufen
am 13.11.2010. Autor: ja.wiki user Tsukapee (public domain)

Alle anderen sind entweder handgemalt oder mit geogebra und gimp erstellt.
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