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Kapitel 1

Mehrdimensionale
Differentialrechnung

1 Der Raum R"; Skalarfelder; Vektorfelder

Wir betrachten in diesem Kapitel jetzt Funktionen f: R™ — R™.

Beispiel 1.1.  (a) lineare Abbildungen wie in HM I:

f(z) = Ax, A e R™",

(b) f: B2 R mit f(z,) = 2° + 97,
(c) f:R3 — R wie etwa Temperatur, Druck, Konzentration (im Raum,),

(d) f: R® — R3® wie etwa Windgeschwindigkeit, elektrostatisches Kraftfeld, Gravitationskraftfeld (im
Raum),

(e) die VAN DER WAALSsche Zustandsgleichung eines Gases: seien p der Druck, t die Temperatur und
v das Molvolumen, R die allgemeine Gaskonstante und a,b gasspezifische Konstanten. Dann ist
R-t a

2

— n(t.v) =
p p(’”) 'U_b v

und p: [tk tgr] X [k, vgr] — R bzw. priziser — (0,00). Hierbei sind tiy und tg, die kleinste bzw.
grofite jemals uns interessierende Temperatur, analog vy und vg.

Bemerkung 1.2. Eine Funktion f: R"™ — R heifft Skalarfeld und eine Funktion f: R"™ — R™ (mit
m > 2) nennt man Vektorfeld. Allgemein redet man von Feldern.

Beispiel 1.3. Das Vektorfeld f(x,y) = (Z) kann veranschaulicht werden wie in Abbildung 1.1. Beispiele
fiir Skalarfelder finden sich in Abbildungen 1.2-1.6.

Im weiteren Kapitelverlauf bestehen unsere Ziele darin, folgende Begriffe zu verstehen:

e Stetigkeit von Feldern,
e Ableitungen von Feldern,
e Extremwertaufgaben fiir Skalarfelder (und wie man sie 16st),

e Integration.
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N

Abbildung 1.1: Das Vektorfeld f(z,y) = ( ) An jedem Punkt mit den Koordinaten (;) wird ein Pfeil mit

den Koordinaten (;) angeheftet.
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Abbildung 1.2: Links: die skalare Funktion f(z,y) = 22 — 32 iiber dem Quadrat [—2,2] x [-2,2]. Die
Héhe ist zusitzlich farblich kodiert: je heller die Graphik ist, umso gréfier ist dort f(z,y). Rechts: die
skalare Funktion f(z,y) = 1/(z% 4+ y?) iiber dem Quadrat [—2,2] x [~2,2]. Man sieht die Polstelle fiir
(z,y)" = (0,0)". Vergleiche auch Beispiel 2.8.
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Abbildung 1.3: Links: die skalare Funktion f(x,y) = sin(z + y) iiber dem Quadrat [—6, 6] x [—6, 6]. Die
Hohe ist zusétzlich farblich kodiert. Rechts ist ein Hohenlinienplot derselben Funktion: entlang einer jede
einfarbigen Linie ist f jeweils konstant.

Abbildung 1.4: Links: die skalare Funktion f(z,y) = sin(z? + y?) iiber dem Quadrat [—3,3] x [-3,3].
Rechts ist der zugehorige Hohenlinienplot. Man beachte, dafl die ,,Jahresringe® nach auflen immer enger
aneinanderriicken.
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Abbildung 1.5: Links: die skalare Funktion f(z,y) = 545 iiber dem Quadrat [-2,2] x [-2,2]. Die
farbigen Linien sind Geraden, die in den Graphen eingezeichnet sind, und dort hat f jeweils den gleichen
Wert. Rechts siecht man den Graphen derselben Funktion in der Draufsicht. Diese Funktion ist unstetig
im Nullpunkt. Siehe auch die néichste Abbildung und Beispiel 2.11.
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Abbildung 1.6: Links ist der Hohenlinienplot zur Funktion f(x,y) = % Rechts ist der Graph zur

stetigen Funktion f(z,y) = %@2 Siehe auch Beispiel 2.12.
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2 Folgen im R"; Stetigkeit

Fiir die versprochene Stetigkeit benstigen wir den Begriff einer Folge (und den dazugehérigen Konver-
genzbegriff).

Erinnerung: Eine Funktion f: R — R heifit stetig in ™ € R, falls fiir alle Folgen () jen in R mit lim; o0 z; = 2*
gilt, daB f(z;) — f(x*) gilt fiir j — oo, oder anders geschrieben:

lim_f(z) = f( Jim)) = f(a").

Definition 2.1. Eine Abbildung a: N — R™ heifit Folge im R™. Wir schreiben a; anstatt a(j), wobei

j € N, oder noch besser aV, a®, a® da 2.B. agg) die zweite Komponente des dritten Folgenglieds
(3) noy
a'?) € R™ ist.

Beispiel 2.2. (a) Seial) = (f/jz) fiir 7 € N. Das ergibt die Folge

(1) () () ()

(b) Seia?) = (23,35,45)" fir j € N. Das ergibt die Folge

2 4 6 8
31, (6], (9], [12],
4 8 12 16

(c) Seia) = (4,1/5)7 fir j € N. Das ergibt die Folge

(1) B () ()

(d) Sei eine Folge (a(j))jeN gegeben durch das Bildungsgesetz

=) () () (5)-6)-6)- () (5) )

Das Prinzip hinter dieser Folge kann man durch Veranschaulichung in einem Koordinatensystem
erraten.

Bemerkung 2.3. Sei (a(j))jeN eine Folge im R™. Fiir jedes k = 1,...,n ist dann (ag))jeN eine Folge
in R, die k—te Koordinatenfolge genannt wird. Im Unterbeispiel (b) von Beispiel 2.2 ist (agj))jeN =
(4,8,12,16,...), und im Unterbeispiel (c) ist (agj))jeN =(1,2,3,...).
Definition 2.4. Sei (a\9));cy eine Folge im R™.
(a) Die Folge (")) en heifit beschriinkt genau dann, wenn jede ihrer Koordinatenfolgen (a,(cj))jeN be-
schrankt ist, firk=1,...,n.

(b) Wenn jede Koordinatenfolge (a,(cj))jeN konvergent ist mit Grenzwert aj, := limj_, o a,(cj), dann nennen
wir die Folge (a")) ey konvergent, und es ist

(4) *

lim; o0 a3 aj

lim ) = =:a”.
. *
limj_y o0 ay} Ay,

Beispiel 2.5. Wir illustrieren diese Begriffe anhand Beispiel 2.2.

(a) Diese Folge ist beschrinkt und konvergent mit Grenzwert a* = (Z%) = (8).

(b) Diese Folge ist weder beschrinkt noch konvergent.

(¢) Diese Folge ist weder beschrinkt noch konvergent, da ihre erste Koordinatenfolge weder beschrinkt
noch konvergent ist. Es reicht nicht aus, daf§ die zweite Koordinatenfolge konvergiert.
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(d) Diese Folge ist beschrinkt, aber sie konvergiert nicht.
Satz 2.6. Sei (a(j))jeN eine Folge im R™. Dann gilt:

(a) Die Folge (a9));en ist beschrinkt genau dann, wenn es eine Zahl M > 0 gibt mit [aW)| < M fir
jedes j € N. (Wir erinnern an die Schreibweise |a\9)| := \/(agj))2 +oe (aé”)?.)

(b) Die Folge (7)) ey ist konvergent mit Grenzwert a* € R™ genau dann, wenn es zu jedem positiven
e ein J. € N gibt mit |aV) — a*| < ¢ fiir jedes 7 > J. (vgl. HM I).

(¢c) Wenn die Folge (")) en konvergiert, dann ist sie auch beschrinkt. Die Umkehrung ist im Allge-
meinen falsch.

Definition 2.7. Sei D C R"™ eine Menge, und sei f: D — R™ eine Funktion. Sei z* € D ein Punkt.

(a) Es heifit [ stetig in * genau dann, wenn fir jede Folge (x(j))jeN mit lim; o0 ) = 2* und 9 € D
(fir jedes j € N) gilt, daff lim;_, o fz) = flimj o0 z0)) = f(z*).

(b) Die Funktion f heifit stetig in D genau dann, wenn [ stetig in x* ist, fir alle z* € D.

Beispiel 2.8. Sei f: R?2 — R gegeben durch

e @) #0007,
f(xvy) T {O * . (x,y)T:(O,O)T.
)T

Wir wollen diese Funktion auf Stetigkeit in einem Punkt (x*,y*)" untersuchen. Siehe auch Abbildung 1.2.

Fall 1: (z*,y*)" # (0,0)". Sei (ZZ;) eine Folge im R? mit Grenzwert (x*,y*)". Dann ist (zéj;) # (g)
sobald j oberhalb einer gewissen Zahl Ny liegt, und es ist lim;_ oo ((29))2 4+ (y))?) = (2*)? + (y*)? #

0, also ist auch

. . 1 1
lim f(z¥,y¥)) = lim = f(z*,y"),
J—0o0

1o (@2 4+ ()2~ (@) + (y)?
also ist f stetig im Punkt (z*,y*)7.

Fall 2: (z*,y*)" = (0,0)". Wir wihlen eine spezielle Folge, nimlich

() = (35

und dann gilt (;E;;) — (8) fiir 3 — oo, und es ist
() 1 _ 7

J J

fiir j — oo. Also ist f nicht stetig im Punkt (z*,y*)" = (0,0)".
Bemerkung 2.9. Sei D CR"”, f: D — R™ und x* € D. Dann gilt:
f ist stetig in x*
<= fiir jede Folge (2\9));en in D mit 29) — x* (wobei j — oo) gilt f(z9)) — f(z*) (wobei j — o0)
<= fiir jede Folge (x));en in D mit 29 — x* (wobei j — oo) gilt f(z)), — f(a*)y fir alle
k=1,....,m.

Deshalb konzentrieren wir uns im Folgenden auf Funktionen mit Werten in R' anstatt R™.
Satz 2.10 (Baukastenprinzip). Es seien D C R", a* € D und f,g: D — R beide stetig in x*. Dann
qgilt:

(a) f+g, f—g, [-g sind stetig in z*.

(b) Wenn g(x*) # 0 ist, dann ist g stetig in T*.
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(c) Ist U C R eine Umgebung von y* := f(x*) und ist h: U — R stetig, so ist die zusammengesetzte
Funktion ho f in x* stetig.

Beispiel 2.11. (Siehe auch Abbildung 1.5.) Wir betrachten die Funktion f: R? — R, gegeben durch

= L @) £0,07,
f(z,y) {0 @) = (0.0

Es ist f stetig im Punkt (z*,y*)" # (0,0)7, denn dort sind die beiden Funktionen
1
(z,y) = 212 und (v,y) = oy
stetig (siehe Beispiel 2.8), gemdf8 des Baukastenprinzips also auch ihr Produkt.
Jedoch ist f nicht stetig im Punkt (z*,y*)" = (0,0)T. Um das zu zeigen, betrachten wir Punkte (z;,y;)" =

(%, %)T Die Folge (z,y;);jen dieser Punkte konvergiert zum Grenzwert (z*,y*)T = (0,0)7, allerdings ist

1.1 1
: A SRR S|
fin Smowi) = fim 2= fim = i 5 =5 #0=70.0)

also ist f micht stetig in (0,0)7, wie angekiindigt.

Beispiel 2.12. (Siehe auch den rechten Teil von Abbildung 1.6.) Wir wandeln den Zihler des letzten
Beispiels ein wenig ab und betrachten die Funktion g: R?> — R, die gegeben ist durch

F @) 0,07,
gz, y) =4 o+ ( . ( )T
0 (zy) =(0,0)".
Nach Baukastenprinzip und vorigem Beispiel ist g stetig an jedem Punkt auflerhalb des Ursprungs. Aber

g ist auch stetig im Ursprung (0,0)7, denn sei (xj,yj)jTeN irgendeine Folge, die gegen (0,0)T konvergiert.
Dann gilt im;_o |y;| = 0 und es ist

23y; 2lyi| _ @]lysl
0 < lg(zs,u))l = |52 | = S5 < 5= =y,
Vityi| ity o
also 0 < limjoo|g(zy,y5)] < limjsee ly;| = 0, woraus wir lim;_o |g(zj,y;)] = 0 folgern, also

lim; o0 g(zj,y5) =0 = g(0,0).

Definition 2.13. Sei D CR", f: D — R™ und x* € D. Wenn fiir alle Folgen (x(j))jeN in D mit 2 —
x* (wobei j — 00) der Grenzwert lim;_, o f(2\9)) ewistiert, und wenn er immer derselbe Grenzwert ist,
dann schreibt man fir diesen Grenzwert den Ausdruck limg, .« f(z).

Bemerkung 2.14. Dann gilt: die Funktion f ist stetig in x* genau dann, wenn lim, .« f(x) = f(z*).

Wie in HM 1T gilt:

Satz 2.15. Ist D C R™ abgeschlossen und beschrdankt, und ist f: D — R stetig in D, so nimmt f auf D
sein Minimum und sein Mazimum an. Das heifit, es gibt Punkte x, und x* in D mit

géigf(y) = flz.) < f2) < f(a¥) = I;leagf(y), fir alle x € D.

3 Partielle Ableitungen; Gradient; h6here Ableitungen

Unser Ziel ist es, den bisher bekannten Ableitungsbegriff auf Funktionen f: R™ — R™ zu iibertragen.

In HM I hatten wir vereinbart:

Flag) = Tim L8 =F@0) o +h]z— f(wo)

T—xo T — X9 h—0

Jetzt gibt es aber zwei kleine Probleme:
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technisches Problem: wir brauchen in allen Richtungen Platz im Definitionsgebiet D¢ um den Punkt
2o herum, um den Limes bilden zu kénnen. Es darf zg nicht auf dem Rand von Dy liegen.

Hauptproblem: es gibt keine Division durch Vektoren (und es wird auch nie eine geben). Fiir z, o € R™
und n > 2 ist Division durch x — x¢ € R™ nicht moglich !

Definition 3.1. (a) Firz* € R™ undr > 0 ist K(a*,r) :={x € R": | — z*| < r} die (offene) Kugel
um x* mit Radius r.
(b) Die Menge D C R™ heifit offen, wenn fiir jedes ©* € D ein Radius € > 0 existiert mit K (x*,¢) C D.

(¢) Die Menge D C R™ heifst abgeschlossen, wenn die Komplementmenge R™ \ D offen ist.

Bemerkung 3.2. Offen bedeutet: jeder Punkt in D ist ganz von D wmgeben; jeder Punkt von D liegt im
Innern von D. Insbesondere enthalten offene Mengen keine Randpunkte.

Satz 3.3. Eine Menge D C R™ ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede Folge (x(j))jeN in R™, die in
D wverbleibt und einen Grenzwert besitzt, gilt, daf$ dieser Grenzwert in D liegt. Anders formuliert: wenn
@ e D fiir alle j € N und wenn lim;_, o ) existiert, dann ist lim;_, o 2@ e D.

Anschaulich gesprochen: wenn eine Menge D abgeschlossen ist, dann ist der gesamte Rand von D ein
Teilmenge von D.

Beispiel 3.4. Seien a, b € R" mit ap, < by, fir alle k=1,...,n.
(a) Die Menge [a,b] :=={x € R": ap, <z, <b,Vk=1,...,n} heifst abgeschlossenes Intervall in R".
(b) Die Menge (a,b) :={x € R": ap, < xp, < b, Vk=1,...,n} heifft offenes Intervall in R™.
(¢) Die Menge {x € R™: a), < xp, <bp, Vk=1,...,n} ist weder offen noch abgeschlossen.

Warnung: Mengen sind keine Tiiren ! Die meisten Mengen sind weder offen noch abgeschlossen.

Damit sind alle Begriffe bereitgelegt fiir die Behandlung des technischen Problems, und wir kiimmern
jetzt um das Hauptproblem.

Beispiel 3.5. Sei f: R? — R gegeben durch f(x,y) = x -, und wir wihlen einen Punkt (z*,y*)" € R2,

(a) Wir fizieren y = y* und lassen lediglich x beweglich. Wir erhalten dann eine Funktion g: R — R
mit der Gleichung g(x) = x - e¥ . Die Ableitung (wie in HM I) von g ist

g/(x*) =¥ (: lim f(.%'* +h,y*) — f(x*ay*)) .

h—0 h

(b) Wir fizieren © = x* und lassen lediglich y beweglich. Wir erhalten dann eine Funktion k: R — R
mit der Gleichung k(y) = «* - e¥. Die Ableitung (wie in HM I) von k ist

h—0 h

Man nennt g'(x*) =: %(x*,y*) und K (y*) =: g—i(x*,y*) die partielle Ableitung nach x bzw. nach

y von f.
Allgemeiner vereinbaren wir:

Definition 3.6. Sei D C R" eine offene Menge, sei f: D — R™ eine Funktion, k € {1,2,...,n}, und ey,
sei der k—te Finheitsvektor im R™.

(a) Seix* € D. Wenn der Grenzwert

o £@" R ) — f(a)
h—0 h

existiert, so heiffit f im Punkt x* partiell nach xj differenzierbar. Der Grenzwert heiffit partielle
Ableitung von f nach zy in z*. Schreibweisen:

af

(") oder Opf(x™) oder fu, (z").
ka
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(b) Sei x* € D. Ist f in x* partiell nach xy, differenzierbar fiir jedes k = 1,...,n, so heifst f in a*
partiell differenzierbar.

(c¢) Ist f fiir jedes ©* € D partiell differenzierbar, so heifst f partiell differenzierbar in D.

(d) Ist f partiell differenzierbar in D und sind die Ableitungen O1f, ..., Onf stetig im Punkt x* € D,
so heifsit f stetig partiell differenzierbar in x*.

Bemerkung 3.7. (a) Partielles Differenzieren nach der Variablen xj, bedeutet: alle anderen Variablen
werden als feste Parameter betrachtet. Wir leiten wie in HM I nach der einzigen noch beweglichen
Variablen . ab.

(b) Das bedeutet: alle Ableitungsregeln aus HM I konnen direkt ibernommen werden.

(¢) Wenn wir eine Funktion f: D — R™ haben, also

fi
r=1:1
Jm
dann gilt
O f1
af Ok f2
oy | |7
akfm

da Limiten komponentenweise gebildet werden. Also betrachten jetzt meist nur noch Funktionen
f:D—R.

Beispiel 3.8. (a) Sei f(x,y) = 2%y — 22%y? fiir (z,y) € R* = Dy. Dann folgt

0} 2 2 0] 3 2
— 4 _ 4 .
= 3z°y Ty~ = 7y

(b) Sei g(z,y,z) = we™* Y fir (z,y,2) € R3 = Dy. Dann

9]
a_g(if, y,z) = "V 4 ety L = (1+ xz)e””eryz,
x
0
a_g(fﬂ, y,2) = we” T 2y = 2pyem Y
Y
ag Tz+ 2 2 xrz+ 2
a—(z,y,z):xe Yo.x =gt
z
Eine anschauliche Interpretation lautet: Oy f(z1,...,2,) bezeichnet die Anderungsrate von f, wenn die

Variable xj variiert wird und alle anderen Variablen konstant bleiben.
Beispiel 3.9 (van der Waals’sche Zustandsgleichung). Wir haben

R'tfi

3¢

— n(t.v) =
p p(’”) 'U_b v

Oyp: die partielle Ableitung % gibt an, mit welcher Rate der Druck p sich dndert, wenn das Volumen v
sich dandert, aber die Temperatur t konstant bleibt (isotherme Zustandsinderung®):

dp Rt 2a
—(t,v) = ——5 + —.
ov (v="0)2 3
Bei einem idealen Gas ist a = b = 0, und wir bekommen O,p = —ff < 0, was plausibel erscheint,

denn bei Ausdehnung des Gefifles sollte der Druck im Gefiff sinken; und wenn wir das Gefdfs
zusammendriicken, dann sollte der Druck darin steigen.
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O¢p: die partielle Ableitung % gibt an, mit welcher Rate der Druck p sich dndert, wenn die Temperatur
t sich dndert, aber das Volumen v konstant bleibt (isochore Zustandsinderung®):

dp R
a(tav) - ’U—b.

Bei einem idealen Gas bekommen wir Oyp = % > 0, was auch plausibel erscheint, denn das Heizen
eines Gefifies (wobei man die Ausdehnung des Gefifles verhindert) steigert den Druck im Gefifs.

Wir kehren zuriick zu Beispiel 2.11.

Beispiel 3.10. Wir betrachten die Funktion f: R? — R, gegeben durch

[ )T A 007
f(x,y)_{0+ :(x,y)T: 0 .

—~~
(=)
~

—

Dann haben wir im Ursprung

of . f(h,0) = £(0,0) o kb9 .

20,0y = 1im LN TS — lim 0 =
Oz (0,0) 50 h hso h B0 0=9,
of . f(0,h) — £(0,0) . —O,L‘Q—O )

90,0y = 1im L1 I8 — lim 0 =
Ay (0,0) Hs0 h hso R B0 0=9,

also ist f im Ursprung partiell differenzierbar. Aber aus Beispiel 2.11 wissen wir, daf f im Punkt (0,0)7
nicht stetig ist | Die partielle Differenzierbarkeit ist also keine stirkere Eigenschaft als die Stetigkeit !

Beachte: die partiellen Ableitungen O, f und Oy f sind nicht stetig, also ist f im Punkt (0, 0)" nicht stetig
partiell differenzierbar. Das sehen wir so: fir (z,y)" # (0,0)7 gilt
2

af( ) y(@?+y?) —ay- 20wy’ +yP—22% P —aty
P, .T — = = .
8:0 ’y (1.2 +y2)2 (1.2 +y2)2 (SCQ +y2)2

Wir betrachten eine Folge (v;,y;)" = (1/4,1/j%)7, fir j € N. Dann haben wir die Konvergenz
(zj,y;)" — (0,0)7 (wobei j — 00), und es ist

of (5 — 70" #=-1 -1 of
(g, y) = 2 R — — =-1#0=—=-(0,0).
ox (jiz+ji4)2]4 (1—}—].%)2 1 ox
Definition 3.11. Sei D C R"™ eine offene Menge.
(a) Sei f: D — R partiell differenzierbar in x € D. Der Vektor
Vf(x) :=grad f(x) := (g—fl(x), g—gg;(x), . %(m))

heiffit Gradient von f in x.

(b) Sei f: D — R™ partiell differenzierbar in x € D. Die Matrix

6] 0 6]
g—fll(x) g—;‘;(x) . %I—fi(x)
GO - CONMMTRI +=1C)
Jy(z) = . :
Ofum Ofum T
6%51(30) 6%52(30) .. aan(ac)

heifit Jacobi-Matrix von f in x.

Bemerkung 3.12. (a) Fir f: D — R™ gilt
Vfi(x)
V fa(z)
Jf(x) = .

 fon(2)
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0.8

-1.4 1.2

Abbildung 1.7: Oben: die skalare Funktion f(x,y) = 4/1 — 22 — y2. Die Hohenlinien sind zweifach ein-
getragen worden: einmal auf der Halbkugelfliiche, und ein weiteres mal im Definitionsbereich M C R2.
Unten sieht man die Hohenlinien in M und einige Gradientenvektoren. Die Gradientenvektoren sind um
den Faktor 6 verkiirzt eingezeichnet, damit die Graphik nicht iiberquillt. In der Niihe des Aquators ist die
Halbkugelfliche steil, und deshalb sind dort die Gradientenvektoren lang. In der Ndhe des Nordpols ist
die Halbkugelfliche vergleichsweise ,,unsteil”, und deshalb sind dort die Gradientenvektoren kurz.
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(b) Wenn f: D — R ist, dann ist Vf eine spezielle 1 x n—Jacobi—Matriz.

(c) Sei D CR™ offen, f: D — R stetig partiell differenzierbar, und x € D. Dann hat der Gradient eine
anschauliche Bedeutung: V f(x) € R™ ist ein Vektor, dessen Richtung angibt, in welche Richtung f
im Punkt x am stdrksten anwdchst. Sein Betrag ist diese grofite Steigung.

Beispiel 3.13. Wir betrachten die obere Kuppe einer Kugel mit Radius 1. Siehe Bild 1.7. Es ist also
f: K(0,1) = R, wobei K(0,1) C R? die Kreisscheibe um den Ursprung mit Radius 1 ist, und f ist
gegeben durch f(x,y) = /1 —a? — y2. Dann haben wir

af af —2x —2y 1
Vf(z,y): (%(zay)v a_y(xvy)> = (2\/1$2y27 2\/1$2y2> m(f'xv*y)'

Definition 3.14. Sei D C R™ offen, f: D — R™ ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann
heif$t

. Ok, 0N df2 Ifn
Divergenz von f im Punkt x.
Bemerkung 3.15. (a) Wenn man formal liest
9.
ox1
9
Oxa

o)

Oxy

( ,Nabla—Operator<), so ist dann

) (h
divf<x>=<v,f><x>=< s >=Z§—ﬁ'
k=1

agn fn

(b) Anschauliche Bedeutung der Divergenz: Sei f ein Flufl von etwas (z.B. ein Materialfluf, ein elek-
trischer Strom, ein magnetisches Feld,. .. ). Dann beschreibt div f(x) die Menge der Grifle, die im
Punkt x verschwindet bzw. entsteht. Die Gleichung div f(x) = 0 besagt dann, daf das fliefende
Material erhalten bleibt (,alles was irgendwo reinfliefst, fliefit auch wieder raus®).

Wir kommen jetzt zu hoheren Ableitungen.

Definition 3.16. Sei D C R™ offen, f: D — R sei partiell differenzierbar in D. Wenn é)ank tm Punkt
x € D erneut partiell nach x; differenzierbar ist, so heifst

of 0 (9f
axkaxl T 6xl al'k
partielle Ableitung zweiter Ordnung nach z; und x; von f. Analog definiert man Ableitungen 3., 4., 5.
Ordnunyg.

Beispiel 3.17. Sei f: R? — R, gegeben durch f(z,y) = x3y + xeY. Wir haben dann die partiellen
Ableitungen erster Ordnung

_ﬂ — 32 y _g — 3 Yy
fm_az($5y)_3$y+ea fy—ay(w,y)—l' + xe”.

Und wir haben die Ableitungen zweiter Ordnung

0% f 0% f

= —- = -4 — 3,2 Yy
fou = 55 (2,y) = 6ay, foy = 5 o9 (z,y) = 32" + ¢,
an 2 Yy a2f y
fy:b* ayax(zay)f?’x +€ I fyy* ayQ(zay)f're .
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Wir beobachten fry = fye. Die partiellen Ableitungen dritter Ordnung sind bereits acht Stiick:

fazs = %(fc,y) = 6y, foay = g%;y(w,y) = 6,
fyze = %(%y) = 6z, fyay = %(%y) = e,
fayz = 895683;850 (x,y) = 6z, Jayy = 83;8];2(%’” =Y,
S A = Py

Theorem 3.18 (Satz von Schwarz). Sei D C R"™ offen, f: D — R™ sei p—mal stetig partiell differen-
zierbar in D, das heif$t:

e alle partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung p existieren in D,

e und alle diese Ableitungen sind stetig in x € D.
Dann ist bei den partiellen Ableitungen p—ter Ordnung die Reihenfolge der Differentiationen vertauschbar.

Warnung: Sind die partiellen Ableitungen nicht stetig, dann ist das im Allgemeinen falsch. Man betrachte
z.B. die Funktion

S )T £0,0)7,
fley) = {0 : s (z,y)' =(0,0

Fiir diese Funktion ist fz,(0,0) = —1, aber f,,(0,0) = +1.

4 Totale Differenzierbarkeit

Wir bringen eine neue Idee ins Spiel: das Differenzieren héingt mit der linearen Approximation einer
Funktion zusammen.

Wir erinnern an die HM I: eine Funktion f: R — R ist differenzierbar in einem Punkt x¢ € R genau dann,
wenn wir (fiir « in der Néhe von xg) schreiben konnen

f(x) = f(zo) + f'(xo) - (x — z0) + 7(x),

wobei r(z) ein Rest-Summand ist mit der Eigenschaft lim,_, 4, gﬁ?{)" = 0, siehe Bild 1.8.

Diese Eigenschaft wollen wir jetzt iibertragen auf Funktionen f: R™ — R™. Dann ist f(z) € R™ und
r—x9 € R™.

Definition 4.1. Sei D C R™ offen, f: D — R™, und z* € D.
Die Funktion f heifit in z* (total) differenzierbar, wenn eine Matriz A € R™*" existiert, so dafl
fl@) = fa") + Alx — 2%) +r(z)

gilt mat limy_, ;- L)‘I = 0. Man schreibt dann Df(x*) := A oder g—i(ac*) = A oder f'(z*) := A.

xr
lx—x
Bemerkung 4.2. FEs gibt immer hichstens eine solche Matriz A. Obige Definition ist also sinnvoll.
Beispiel 4.3. Sei f(x,y) = 22 + y?. Wir suchen jetzt die Matriz A. Dazu schreiben wir

flay)=f@" +r -2y +y—y") = (w + (ﬂc—ﬂc*))2 + (y + (y—y*))2

=@+ ()P 2 (@ —2) + 2 (y -y ) + (e -2+ (y—y)
= f" )+ (207 207) (jj _ jj) + ‘ (jj - ;”)
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Abbildung 1.8: Wir zerlegen den Wert f(z) in drei Teile.

Im letzten Summand erkennen wir r(x,y). Das konnen wir so handhaben, denn

G-7)
@yl _ [\y—y

xr—z* x—zx*
Dann ist A = (2z*, 2y*) eine Matriz mit einer Zeile und zwei Spalten, und die Funktion f ist total
differenzierbar fiir alle (z*,y*)" € R2.

Wir haben D f(x*,y*) = (22*,2y*) und beobachten Df = V f.

2

‘ = ‘(;_;)‘ — 0, wenn (z,y) — (z*,y")".

Das ist kein Zufall, wie wir gleich sehen werden.

Satz 4.4. Ist f total differenzierbar in x* € D, so ist [ stetig in x*.
Beweis. Wir rechnen lim,_,,- f(z) einfach aus:
Jim f(@) = lim_ (f(") + Al — 2*) +r(2))

= f@) +A-0+ lim r() = f(z") +0 = f(a"),
denn wir haben

lim |r(z)| = lim Ir(=)l
r—x* T—x* |.I' — ;E*l T—x*
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Satz 4.5. Ist f total differenzierbar x* € D, so ist [ partiell differenzierbar in x* € D mit Df(x*) =
Jp(x*).

Beweis. Sei k € {1,2,...,n}. Dann ist die k-te Spalte von Jy(z*) gleich

of N 1s f(z*thek)*f(:L'*) . '
Iy ) = hs0 h benutze jetzt die Voraussetzung
= lim f(@*) + Df(x*) - (hex) +r(z* + hey) — f(z*)
h—0 h
= lim h-Df(x*)ex  r(z* + heg)
h—0 h h|ek|
T(l‘* + heg)

=Df(z") e, + lim

—_ zweiter Summand ist 0, weil f total diff’bar
h—0 |z* 4 hey, — x*|

=Df(z") - ex,
und das ist aber gleich der k—ten Spalte von D f(zg). O
Bemerkung 4.6. Die Umkehrung ist falsch nach Satz 4.4 und Beispiel 3.10. Andererseits gilt jedoch:

Satz 4.7. Sei D C R" offen, f: D — R™, und x* € D. Ist f im Punkt x* stetig partiell differenzierbar,
so ist f im Punkt x* total differenzierbar, und es gilt Df(z*) = J¢(z*).

Wir haben damit eine erfreuliche Zusammenfassung fiir die Bestimmung der totalen Ableitung einer
Funktion f:

e zuerst bestimmen wir die partiellen Ableitungen,

e dann schauen wir, ob diese stetig sind. Wenn ja, dann ist f total differenzierbar, und esist Df = J;.
Insbesondere erkennen wir:

e ¢s sind keine neuen Differentiationsregeln notig,
e beide Zuginge fithren fiir schone Funktionen auf den gleichen Ableitungsbegriff.

Bemerkung 4.8 (Kettenregel). Sei D C R™ offen, g: D — R™ stetig differenzierbar, G C g(D) offen
und f: G — R? stetig differenzierbar. Dann gilt

D(f og)(z) = Df(g(x)) - Dg(z) € R™",
wobei der - die Multiplikation einer Matriz aus dem R*™ mit einer Matriz aus dem R™*™ bezeichnet.

Beispiel 4.9. Sei f: R? — R gegeben durch f(x,y) = x3y + xe¥ (siehe Beispiel 3.17). Wir suchen

d 2
SUEe).

Dazu geben wir der inneren Funktion einen Namen g, das heifit g: R — R? sei gegeben durch g(t) = (ij)

Dann ist nach Kettenregel

LU, = (o)1) = (DF 0 9) (1) = Vi (a(t)) - D(t)

Aus Beispiel 5.17 wissen wir ¥V f(z,y) = (3z%y + ¥, 23 + xeY), also folgt dann
VHal) - Date) = (36226 + L @ 42 ()
= (3t"+ e’ ) - 2+ (18 + 12”) - 32 = 65 + 2te” + 35 4 3tte!

=965 + 42+ 3t3)e"”.
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Abbildung 1.9: Die Tangente an den Graph der Funktion y = f(x), genommen im Punkt (zo, f(z0))",
hort auf die Gleichung y = f(xo) + f'(x0) - (x — z0). Die Tangente ist diejenige Gerade, die den Graphen
der Funktion f in der Nédhe von zy bestmoglich anndhert. Eine Funktion f ist genau dann im Punkt xg
differenzierbar, wenn es dort eine eindeutig bestimmte Tangente gibt.
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Abbildung 1.10: Die Tangentialebene an den Graph der Funktion y = f(Z), genommen im Punkt
(%9, f(Z0)) ", hort auf die Gleichung y = f(&o) + Vf(Zo) - (¥ — %o). Die Tangentialebene ist diejenige
Ebene, die den Graphen der Funktion f in der Nihe von Zy bestmoglich annihert. Eine Funktion f ist
genau dann im Punkt @y total differenzierbar, wenn es dort eine eindeutig bestimmte Tangentialebene
gibt.

Die sprachlichen Parallelen in den Bildunterschriften sind didaktische Absicht !



Kapitel 2

Matrixrechnung, Determinanten und
Eigenwerte

5 Erinnerungen

Wir erinnern an die Matrixmultiplikation:
Wenn A € R¥*™ und B € R™*", so ist A- B € R¥". Die Berechnung von A - B erfolgt wie in diesem
Beispiel:

3 1 0 1 1 3:-1+1-24+0-3 3:-1+1-14+0-1 ) 4
2 -1 5 2 11=12-1-1-2+5-3 2:-1-1-145-1| =116 6
1 0 1 3 1 1-1+0-24+1-3 1-1+0-1+1-1 4 2

In Zukunft wird der Multiplikationspunkt - oft weggelassen.

Und wir erinnern an die inversen Matrizen: Eine Matrix A € R™*" (also mit quadratischen Abmes-
sungen) heifit invertierbar, falls eine Matrix A=! € R"*" existiert mit AA~! = I, und A~ A = 1T,,.

Wir berechnen die inverse Matrix iiber das Gaufiverfahren: in der linken Hélfte steht die Matrix A, in der
rechten Hélfte beginnen wir mit der Einheitsmatrix, anschlieffend fithren wir Zeilenumformungen durch:

1 2 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 addiere Z1 zu Z3
-1 0 2 0 0 1
1 2 1 1 0 0
~ 10 1 1 0 1 0 addiere —2 - Z5 zu Z; und zu Z3
0 2 3 1 0 1
1 0 -1 1 -2 0
~ [0 1 1 0 1 addiere —1 - Z3 zu Zs; addiere Z3 zu Z;
0 0 1 1 -2 1
1 0 0 2 —4 1
~ [0 1 0 -1 3 -1
0 0 1 1 -2 1

Wenn in der linken Hilfte die Einheitsmatrix verwirklicht wurde, dann steht in der rechten Hélfte die
inverse Matrix A~!.
6 Determinanten
Wann ist eine Matrix A € R?*? invertierbar ? Die Matrix schreiben wir als
a b
A= < d) |
Wenn a und c¢ beide gleich Null wéren, dann hitte A den Rang eins, und damit gébe es keine inverse
Matrix zu A. Also kénnen a und ¢ nicht beide gleich Null sein.

21
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Fall 1: sei a # 0. Dann rechnen wir so:

a b 1 0
<c d ‘ 0 1> ‘ Z5 mal a. Beachte a # 0
O b 1 0 c- 7y von Zy abziehen
ca da 0 a

o[ b 1 0
0 ad — bc —c al’
Wenn ad — bc = 0 sein sollte, dann briiche der Invertierungsversuch an dieser Stelle zusammen, weil

wir in der linken Hélfte an der Stelle rechts unten keine Eins bauen konnen, ohne die Null links
unten wieder zu zerstoren. Sei jetzt also ad — bec # 0 angenommen, und wir setzen die Rechnung

fort:
a b 1 0 b '

<0 ad — be ‘ —c a> ‘ ad —be Zo von Z; abziehen
a 0 1+ adbfbc _ adafbc .

~s (0 ud — be ‘ o . vereinfache
a 0 ad __ab

w ad—be ad=be 71 durch a, Z5 durch ad — be
0 ad — bc —c a

d b

~ <1 0 ad—bc m> )

0 1 ~ ad—bc ad—be

In der rechten Hélfte steht jetzt die inverse Matrix.

Fall 2: sei ¢ # 0. Dann haben wir eine dhnliche Rechnung und das gleiche Ergebnis.

Wir haben also folgenden Satz bewiesen:
Satz 6.1. Sei eine Matriz A € R2*? gegeben,
a b
A= <C d) |
Dann ist diese Matrixz invertierbar genau dann, wenn ad—bc # 0 ist; und in diesem Fall lautet die inverse

Matriz

1 d —b
A7l = .
ad — be (C a )

Definition 6.2. (a) Ist A= (2Y) € R**2, so heifit die Zahl det(A) := ad — bc Determinante von A,

geschrieben als

a b
det(A) oder L d

b) Sei A € R"™ ™. Fiir j,k = 1,...,n entsteht Ay, € R"=Dx=1) qus A durch Streichen der j-ten
J
Zeile und der k—ten Spalte. Zum Beispiel:

1 2 3
T | (O A ()
7 8 9

(c) Ist A € R™*™ und n > 3, so definieren wir rekursiv

det A := Z(—l)k+1a1k det(Ag).
k=1
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Abbildung 2.1: Die beiden Vektoren (%) und (%) leben in der Ebene und spannen dort ein Parallelogramm
auf. Dessen Flicheninhalt ist der Betrag der Determinante |¢%| . Wenn diese Determinante Null ist, dann
ist das Parallelogramm ,,platt*, und die beiden Vektoren sind linear abhéingig. Siehe Satz 6.4.

Abbildung 2.2: Die drei Vektoren (interpretiert als Spalten mit je drei Eintriigen) leben im dreidimen-
sionalen Raum und spannen dort einen Spat auf. Dessen Volumen ist der Betrag der Determinante zu
derjenigen 3 x 3—Matrix, die durch Nebeneinanderstellen der drei Spaltenvektoren entsteht. Wenn diese
Determinante Null ist, dann ist der Spat ,,platt®, die drei Vektoren sind in einer Ebene, sind also linear
abhéngig. Siehe Satz 6.4.

Beispiel 6.3. Wir betrachten

3 0 -1
A= |1 4 2
2 -1 3

Dann bekommen wir

4 2
-1 3

—3.(12+2) —0— (=1 —8) =42 — (—9) = 51.

detA(1)2~3~‘

Dieses Rechenverfahren heifit ,,Entwickeln nach der ersten Zeile.

Satz 6.4. Fine Matriz A € R"*"™ ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0.
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Satz 6.5 (Rechenregeln). Seien A, B € R"*™ und A € R. Dann gilt:
(a) det(AB) = det(A) - det(B),
(b) det(AA) = A" det(A),

(c) wenn A invertierbar ist, so gilt det(A=t) =

det(A) ’
(d) det(AT) = det(A),

(e) wenn A eine untere Dreiecksmatriz ist, das heifit

aill 0 0 e 0
a21 a2 0 e 0
A= |asn aza ass e 01,
an1 an2 an3 o .. Ann
so gilt det(A) = a11 - asa - ass -« ... ann. Analog fiir obere Dreiecksmatrizen.

Beweis. (e): Wir rechnen die Determinante aus durch wiederholtes Entwickeln nach der ersten Zeile:

a99 0 0 . 0
as2 ass 0 . 0
det(A) = (—1)%ay; |@42 a43 Q44 0

Gn2 Gn3 Gn4 o Ann
as3 0 e 0

9 a43 Q44 e 0

:a11~(71) a2 | . . . .| = a1 Q220433 ... UAnn-

an3 An4a . Ann

Die Aussage iiber obere Dreiecksmatrizen folgt aus (d).

(c): Nach (e) gilt det(I,,) = 1, also ist

1= det(I,) = det(A - A1) @ det(A) - det(A™Y),

woraus dann die Behauptung det(A™!) = #(M folgt.

-,

Abbildung 2.3: Es ist det(3d,b) = 2 det(d, b). Siche Bild 2.1 und Satz 6.6 (b) sowie Bemerkung 6.7 (b).
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Abbildung 2.4: Die zweikomponentigen Spaltenvektoren @ und b kénnen zu einer 2 x 2-Matrix nebeneinan-

-,

dergestellt werden, und deren Determinante det(a, b) ist der orientierte Fldcheninhalt des Parallelogramms
OPQR. Die blauen Dreiecke sind kongruent, also haben die Parallelogramme O PQ R und OPQ'R’ densel-
ben Flicheninhalt, und deshalb ist det(d,b) = det(@, b+ £a@). Siche Satz 6.6 (c) sowie Bemerkung 6.7 (b).

Satz 6.6 (Determinanten und Elementarumformungen). Sei A € R™"*™ und ay, die k—te Zeile von

A, firk=1,...,n. Dann gilt fir alle A € R und alle j,k=1,...,n:

(a) Das Vertauschen zweier Zeilen multipliziert die Determinante mit —1.

(b) Das Multiplizieren einer Zeile mit A\ multipliziert die Determinante mit \:

aq aq
aj—1 aj—1

/\a]— =\ Qj =\ det(A)
Aj+1 aj+1

Qn Qn

(¢) Das Addieren des \—Fachen der k—ten Zeile auf die j—Zeile indert den Wert der Determinante nicht,

wenn k # j:
a ay
Gj—1 Gj—1
a; + Aag a; | =det(A).
aj+1 aj+1
429 2%
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Bemerkung 6.7. (a) Zu Teil (b) vergleiche man Satz 6.5, Teil (b).
(b) Wegen Teil (d) aus Satz 6.5 gilt Satz 6.6 genauso auch fir Spaltenumformungen.
(c) Wegen Satz 6.6 gilt allgemeiner als in Definition 6.2, Teil (c):

det(A) = Z(—l)k+jajk det(Ajx), Vji=1,....,n (Entwickeln nach der j—ten Zeile),
k=1

det(A) = Z(—l)k“ajk det(Ajx), Vk=1,...,n (Entwickeln nach der k—ten Spalte).
j=1

Beispiel 6.8.

0 2 -1 0 1 0 o 1 1
0o 0 0 -1 0 s
-1 3 -4 3 4| P 16 (1) s 3 0 | Sy auf S3, S5
-1 2 3 0 0 L0 1 4
1 0 1 1 -1
1 2 0 1 1 9
_ E 3 0 4 Entg.ZAL (_1)8 ) (_1) |3 3 En1f12u.33 ( 1)6 .3 1 2
1 2 3 0 Sy 3
0 0 0 -1
= -3.(3-6)=09.

Die ndchste Determinante bestimmen wir mittels zweier Zeilenvertauschungen, um Dreiecksform zu er-
zielen:

0 -1 3 1 1 2 -1 3
1 2 -1 3 0 -1 3 1
0 0 0 4 =D (=D 0 1 g =1 (=1)-1-4=—4
0 0 1 3 0 0 0 4

[

o
G O
o =

—_

4-Zs auf Za; (—3) - Z3 auf Z1

—20 —23

20 23 2y auf 24

.
ot
o
—oo0oo0 B2 <9<

0

0

1

4 5 6
0 0 0
0

1

4

da offensichtlich der Rang dieser Matriz kleiner ist als 4. Also kann die Determinante nur gleich Null
sein.

Bemerkung 6.9. Fiir A € R3*3 gilt die Regel von Sarrus:

a c a b
d e f d e
g h i g h

=aei+bfg+ cdh — ceg — afh — bdi.

Diese Regel gibt es aber nur fiir 3 x 3—Matrizen !
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7 Eigenwerttheorie

Erinnerung: zu jeder Matrix A € R"*™ gehort eine lineare Abbildung ¢ 4,
oa: R* — R”, pa(x) = Ax.

Beispiel 7.1. Wir betrachten ausgezeichnete Richtungen von linearen Abbildungen: Spiegelung an der
Diagonalen des ersten Quadranten im R2; Drehung im R3; Schrigprojektion auf eine Leinwand.

Siehe Bild 2.5, 2.6, 2.7.

Y oy

f(X)

Abbildung 2.5: Die Spiegelung an der y—Achse.
Definition 7.2. Sei A € R" ™. Eine Zahl X\ € R heifit Eigenwert von A, wenn es einen Vektor x € R™
mit x # 0 gibt, sodafl Az = Az gilt. Dieser Vektor x heifit dann Eigenvektor von A.
Bemerkung 7.3. (a) Seien x und y Eigenvektoren von A zum selben Figenwert \. Dann gilt:

e x +y ist auch ein Eigenvektor von A zum FEigenwert \ (wenn x +y #0),

e ax ist auch ein Eigenvektor von A zum Figenwert A\, wenn o € R und o # 0.
Denn wir haben A(x+y) = Ax+ Ay = Az + Ay = ANz +vy) und auch Alaz) = aAx = adx = M ax).
(b) Sei A € R™*™ und X ein Eigenwert von A. Dann bedeutet Teil (a), dafl
Uy :={xz € R": z ist Figenvektor von A zu A} U {0}
ein Untervektorraum des R™ ist.
Definition 7.4. Die Menge Uy heifst Eigenraum von A zum Eigenwert .
Beispiel 7.5 (Spiegelung an Winkelhalbierender). Wir haben A = ({}), denn die Spalten der

Abbildungsmatriz sind die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren. Die Zeichnung in Bild 2.7 suggeriert
einige Figenwerte und Figenvektoren:

A =+1 mit Eigenvektor x = (i) ,

Ao = —1  mit Eigenvektor y = <_11> .
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Licht

Abbildung 2.6: Licht fillt auf eine Leinwand.

Leinwand

Abbildung 2.7: Die Spiegelung an der Winkelhalbierenden.
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Tatsdchlich st

e D0

ot ()~

Fiir die Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren iiberlegen wir uns: Sei A € R"*". Dann
gilt:

—_

= O

A ist Eigenwert von A

<= Das lineare Gleichungssystem Az = Az hat eine Losung z # 0.

<= Das lineare Gleichungssystem Az = (AI,) - « hat eine Losung x # 0.
<= Das lineare Gleichungssystem (A — AI,,)z = 0 hat eine Losung = # 0.
<= Die Matrix A — \I,, ist nicht invertierbar (vgl. HM I).

<= Esist det(A — A\I,,) = 0.

Wenn wir det(A — AI,,) entwickeln, dann erhalten wir

aip — A ai2 a3 e ain
a21 az — A a3 e azn
det(A — \I,) =| 931 @32 azz — A e @3n | = (Rechnungen)
an1 an2 Gn3 oo Upp — A

=co At 4 F e AT (—D)A
mit gewissen Koeffizienten cg, ¢1, ..., ch—1 € R.

Satz 7.6. Sei A € R™*™. Dann sind die Eigenwerte von A genau die (womdglich komplexen) Nullstellen
des Polynoms p(X\) := det(A — \L,,).

Das Polynom p heifit charakteristisches Polynom von A.

Beispiel 7.7. (a) Wir suchen die Eigenwerte und Eigenvektoren von

-1 -3 -3
A=|-—2 -1 =2
2 3 4

Dazu stellen wir das charakteristische Polynom auf:

oA -3 3 |-1-a -3 -3
det(A—AB)=| -2 —1-x -2 |=| o0 2N 2-A
2 3 4— X 2 3 4— X\
1-A -3 -3 1-a 30
—2-N| 0 1 1 =@2-N] o 1 0
2 3 4— X 2 3 1—A
:(2—)\)(1—)\)‘1>\ 3‘ — (2= (1= \)(=1- ).

0 1

Die FEigenwerte sind also \1 =2, Ao =1 und A3 = —1.

Wir ermitteln jetzt die Eigenvektoren zu Ay = 2, indem wir das LGS (A — 2I3)x = 0 ldosen. Hierfiir
rechnen wir wie folgt:

-3 -3 -3 0 ~1 0 -1 0
2 -3 -2 0|~ (-2 -3 -2 0
2 3 2 0 0 0 0 0
—1 0 —1 0 1 0 1 0
w [0 -3 0 ol ~(o 1 o0 0],
0 0 0 0 0 0 0 0
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und die Losungen zu diesem System sind v = a(1,0,—1)" fir a € R. Alle Eigenvektoren zu \; = 2
sind also gegeben durch

al 0], aeR\{0}.
-1

Entsprechend finden wir die Eigenvektoren zu Ay = 1 und A3 = —1 als a(0, 1, —1) T bzw. (1,1, -1) T,
wobei jeweils o € R\ {0}.

(b) Ganz reelle Matrizen konnen komplexe Figenwerte haben ! Wir betrachten z.B. die Matriz

A:((l) 01)_

Dann haben wir

A -1

det(A — )\IQ) = ’ 1 Y

’:)\2+1,

also bekommen wir die Figenwerte \; =1 und Ay = —i. Um die Eigenvektoren zu \; =1 zu finden,

losen wir das LGS (A —ily)x = 0:

—i -1 0 - —i -1 0
1 —i 0 0 0 0/’

was die Losungen a(}i) mit o € C hat. Entsprechend finden wir die Eigenvektoren zu Ay = —i:

i -1 0 . i -1 0
1 i 0 0 0 0/’
mit den Ldsungen a(l), wobei o € C.

i

Bemerkung 7.8. Ist « € R™*"™ cine obere (oder untere) Dreiecksmatriz, so sind die Diagonaleintrige
gerade die Eigenwerte, denn

a1 — A ai9 N A1n
0 ao9 — A . a2n
. . ) . :(a11—/\)~(a227)\)-...~(ann—/\).
0 0 e G — A
Satz 7.9 (lineare Unabhingigkeit von Eigenvektoren). Sei A € R™*™ und seien A1, ..., \, paar-
weise verschiedene Eigenwerte von A mit Figenvektoren x1, ..., x,. Dann sind die Vektoren x1, ..., x,

linear unabhdngig.

Definition 7.10. Sei A = (a;;)jk=1,..n € R"™"™. Dann heifst

spur(A4) := Z Al = Q11 + Q22 + ... + Apn
k=1

die Spur von A.

Beispiel 7.11. Es ist (vgl. Beispiel 7.7)

-1 -3 -3
spur [ —2 -1 2| =(-+(-1)+4=2.
2 3 4
Satz 7.12. Sei A € R™*™ und seien A1, ..., A\, die Eigenwerte von A. Dann gilt

(a) spur(A) =377 A=A+ A2+ + Ay
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Beispiel 7.13. Fiir A aus Beispiel 7.7 hatten wir Ay = 2, Ao = 1, \3 = —1. Tatsdchlich ist

2=spur(4) =241+ (—1) = A + X2 + A3,

-1 -3 -3
det(A) = |-2 -1 =2/ =4412418-6-24—6=-2=2-1-(=1)= A, - Aa- As.
2 3 4

Beispiel 7.14. Wir suchen (mit kurzem Rechenweg) die Figenwerte der Matrix

=3 3

Es ist spur(A) = 1 und det(4) = =12+ 10 = =2, also Ay + Ay = 1 und M A2 = —2. Wenn wir dies
jetzt auflésen wiirden, dann kimen wir auf eine quadratische Gleichung, was keine Beschleunigung der
Rechnung ergdbe. Stattdessen raten wir mit einem scharfen Blick und finden A\ = —1 und Ay = 2.

Definition 7.15. FEine Matriz A € R™*™ heifit symmetrisch genau dann, wenn AT = A.

Beispiel 7.16. Folgende Matriz ist symmetrisch:

1 3 2
3 0 1
2 1 -1

Wir vermerken, dafy die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix immer reell sind.

Definition 7.17. Fine symmetrische Matriz A € R™ "™ heifst

(a) positiv definit (bzw. negativ definit), falls alle Eigenwerte von A echt grifier als Null (bzw. echt
kleiner als Null) sind.

(b) positiv semidefinit (bzw. negativ semidefinit), falls alle Eigenwerte von A grifier oder gleich Null
(bzw. kleiner oder gleich Null) sind.

(c¢) indefinit, wenn keiner der beiden vorigen Punkte zutrifft.
Satz 7.18. Sei A € R™™"™ symmetrisch. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
(a) A ist positiv definit (bzw. negativ definit),
(b) (Az,x) >0 (bzw. (Ax,z) < 0) fiir jeden Vektor x € R™\ {0},
(c)

aill aio e alk
a21 a22 e a2k .. .

det . . ) . >0 Vk=1,...,n (positive Unterminoren)
Akl A2 e Akl

bzw. wenn
a1 a12 cee a1k
& a1l a9 e asg ] ]
(=D)%det | . . . .| >0 Vk=1,...,n (abwechselnde Vorzeichen der Unterminoren,).
ag1 495 cee Akk

1 -2 2 -2 3 0
A=1-2 ) 0 und B=1| 3 -5 0
2 0 30 0 0 -1

Dann sind die Unterminoren von A:

=5—-4)=1>0, |-2 5) 0]=150-20-120=10 >0,
2 0 30

l1|=1>0,
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also ist A positiv definit.
Die Unterminoren von B lauten
-2 3 0

’:10—9:1>0, 3 -5 0 :(—1)’
0 0 -1

-2 3

2= 2 <0, ‘3 3

also ist B negativ definit.
Die Matriz aus Beispiel 7.7 ist indefinit, da sie die Figenwerte +2, +1, —1 besitzt.



Kapitel 3

Extremwertprobleme in mehreren
Variablen

8 Notwendiges Kriterium und hinreichendes Kriterium

Aus der HM T wissen wir: sei f: R — R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

e wenn [ ein lokales Extremum in xz( hat, so ist f/(z9) =0

e wenn f'(zg) = 0 ist und f”(x¢) # 0 ist, so besitzt f in xy ein lokales Extremum. Dieses ist ein
Maximum falls f”(x¢) < 0 ist, und es ist ein Minimum, falls f”(x¢) > 0 ist.

Jetzt betrachten wir eine schon differenzierbare Funktion f: R — R und fragen nach deren Extremstellen.

Definition 8.1. Sei U CR™ und f: U — R. Dannn hat [ in xq € U ein

globales Maximum (bzw. globales Minimum) , wenn f(z) < f(z¢) (bzw. f(x) > f(xo)) fiir jedes
x e U gilt,

lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) , wenn es ein 6 > 0 gibt mit f(z) < f(zo) (bzw. f(z) >
f(xo)) fiir jedes x € U N K (x0,9),

lokales (bzw. globales) Extremum , falls f dort ein lokales (bzw. globales) Minimum oder Maximum
hat.

Satz 8.2. Sei U C R" offen, f: U — R stetig partiell differenzierbar. Dann gilt:
xo € U ist lokale Extremstelle von f =V f(x)=0.

Bemerkung 8.3. Wie in HM I gilt auch hier: die Umkehrung ist falsch.

Definition 8.4. Sei U C R™ offen, f: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Die Matrix

fmmgxg Jrr2s Exg cee fr12n Exg

82 " f:mml &€ fxgmg &€ cee fIzIn xr

Hf(x): ((’)J:j(’)xk z)>Jk_1 : : :
fipz, (T) Jrnas () S fepz, (T)

heiffit Hesse-Matrix von f.

Dies ist die Matrix von allen zweiten partiellen Ableitungen.

Bemerkung 8.5. (a) Beachte: nach dem Satz von Schwarz (Theorem 5.18) ist Hy(x) immer eine sym-
metrische Matriz aus R™*"™.

(b) Esist Hy die Jacobi-Matriz von Vf: U — R".

33
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Beispiel 8.6. Sei f(x,y) = 2%y? — 3zy. Dann haben wir
_ 2 2, . 2y2 dxy — 3

Satz 8.7. Sei U C R™ offen, f: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar und V f(xo) = 0 fir ein
xo € U. Ist

o Hy(xo) positiv definit, so ist xg lokale Minimumstelle von f,
o Hy(xzo) negativ definit, so ist xo lokale Maximumstelle von f,

o indefinit, so ist xg keine lokale Extremstelle von f, sondern ein Sattelpunkt.

Beispiel 8.8. Fiir die Funktion f: R? — R mit f(x,y) = (2 + 23;2)6_””2_3’2 suchen wir die kritischen
Punkte; also alle diejenigen (z,y) mit V f(x,y) = 0. Dazu bestimmen wir V f:
V(e y) = (200770 4 (@ 4 22)e 0 (<20), e 4 (22 4 2 (<2y))
= (295@_5”2_3’2(1 — 2% —2y?), e Y (2 — a2 — 2y2)) . (0,0).

Weil e=="=Y" niemals Null werden kann, miissen kritische Punkte (x,y) folgende beiden Gleichungen lisen:
(1 — 2% —2y%) =0, (1)
y(2 —2* —2y%) = 0. (IT)
Sei x = 0: dann ist (I) erfiillt, und aus (II) folgt y(2 —2y?) = 0, also 0 = y(1 — y?) = y(1 —y)(1 +y),
also y =0 oder y =1 oder y = —1.
Sei x # 0: dann liefert (1) uns (1 — 2% — 2y?) = 0, und aus (II) bekommen wir
O=y-2-2"-2°) =y 1+ (1-2*-2y%) =y - (1+0) =y,

also y = 0. Damit gehen wir wieder zu (I) zuriick und bekommen (1 — x?) = 0, also x = 1 oder
r=—1.

Insgesamt finden wir die folgenden kritischen Stellen:
(0,0), (0,1), (0,=1), (1,0), (-1,0).

Jetzt ermitteln wir den ersten Eintrag der Hesse—Matrix:
ﬁ(:c, y)=2e Y (1—a? = 2%) + 2me ™ Y . (=22) - (1 — 2% — 22) + 2ze~ " ¥ . (—22)
0x?
=2 " V. (1—2® —2y° —42*(1 — 2* — 2y°) — 42?)
= 27"V (1- 22— 2y? — 4a® + 42t + 8z%y? — 4302)
=2e " Y’ (1—92° —2y* + 4zt + 8z%y?).

Auf dhnlichem Wege findet man

2 5 o 2
af(ZC,y):—‘LTCy@_m —y (3_$2_2y2)’ af

(x,y) = 2% v’ (2 — 2% =10y + 22%y% + 4y4) ,

dxdy ay?
und somit finden wir
o a2y (1= 927 — 2y% + dat + 8a%y? —2zy(3 — 2% — 2y?)
Hy(z,y) = 2¢ ( —2xy(3 — 2% — 29?) 2 — 2% — 10y% 4 222%y% + 4y* | -

Wir setzen darin die kritischen Stellen ein:

H(0,0)=2 (1 0) mit Eigenwerten 2 und 4, also hat [ lokales Minimum in (0,0),

0 2
2 (1-2 0 2 0 . 2 8 :
Hf(O,l)—g< 0 210+4> = < 0 g> mit EW - und - also hat f lok. Max. in (0,1),
H;(0,—1) = H;(0,1), also ebenso lokales Mazimum in (0,—1),
2 — -8 8 2
H;(1,0) = - 1-9+4 0 = e (2) mit EW — — und + —, also einem Sattelpunkt in (1,0),
e 0 2—-1 0 e e &

H;(—1,0) = Hf(1,0), also ebenso ein Sattelpunkt in (—1,0).



9. EXTREMWERTE UNTER NEBENBEDINGUNGEN 35

Warnung: Fiir Funktionen f: R™ — R kann mehr passieren als fiir Funktionen f: R — R. Zum Beispiel
ist es jetzt moglich, dass eine Funktion zwei Hochpunkte hat, aber keinen Tiefpunkt.

0.4

0.2

Abbildung 3.1: Achtung: diese Funktion f: R? — R, gegeben durch die Funktionsgleichung f(z,y) =
1le =" =¥ 4 0.9¢~(==397/2=v*/3 hat zwei Maxima, aber dazwischen kein Minimum (denn sie hat iiber-

haupt kein Minimum auf dem R?). Funktionen im R? kénnen sich also anders verhalten als Funktionen
im R

9 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Problem: es sei U C R" offen, f: U — R sei stetig differenzierbar, und sei g: U — R gegeben. Wir setzen
M :={z € U: g(z) = 0}.
Gesucht: die Extremwerte von f auf M.

Beispiel 9.1. Wir betrachten eine quaderformige Schachtel ohne Deckel. Die Kantenlingen der Grund-
fliche seien x und y; die Héhe sei z. Wir wollen die Oberfliche

O(z,y,2) = xy + 2xz + 2yz
minimieren bei vorgegebenem Volumen

V(z,y,z) = xyz.
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Hier ist g(z,y,2) = xyz — V.

Die Vorstellung dahinter ist: ein Kohlenofen hat unten einen Aschekasten. Dieser Blechkasten soll herge-
stellt werden unter minimalem Blechverbrauch, bei vorgegebenem Fassungsvermdgen. (Es sollte klar sein,
dass Ofenbauer die Aschekdsten nach anderen Kriterien konzipieren und unsere Interpretation lediglich
die Vorstellung erleichtern soll.)

Eine erste Methode besteht in der Elimination einer Variablen, also z = zly Dann ist

1% 1% oV 2V
O(x,y,2) =y + 20—+ 2y— =y + — + — =: f(z,9).
zy zy y oz

Wir untersuchen f auf Extremalstellen:

2V 2V \
Vf(x,y) = (y_ ?ax_ F) = (an)a
2V
— vy = po) und T =—
2V 2V
==y = V) und x = F
4
Y 2V
==y = oTa und x = ?
K 2V 1-2/3 1/3 _ 38
= y=vV2V und x=— = (2V) = (2)'/° = v2V.
VoV )2
Ist (xo,y0) = (V2V,V2V) tatsichlich eine Minimumstelle ? Dazu schreiben wir uns die Hesse—Matrix
auf:
fmm(-ray) fa (:Cay)) (% 1 )
H x, = Y — T )
Somit ist

v
= 1 2 1

Hf(fcovyo) = <2V 4v> = < ) .
1 51 1 2

Die Unterminoren sind

2 1
‘1 2‘413>0

12| =2>0,
also ist Hy(xo,yo) positiv definit, und f hat in (xo,yo) eine Minimumstelle.
Die minimale Oberfiiche wird fir x =y = v/2V und z = I—Vy = % V2V angenommen.
Beispiel 9.2. Gesucht sei jetzt die Extremstelle von f: R? — R, f(x,y) = 2% —y? unter der Nebenbedin-
gung 2 +y? = 1. Es ist also g(x,y) = 2* +y* — 1. Siche Bild 3.2.

Hier ist es ebenfalls méglich, die Gleichung g(x,y) = 0 nach einer der beiden Variablen umzustellen
(es bietet sich y an) und dies dann in f einzusetzen (sodass blofi noch die Variable x ibrigbleibt) und
anschlieffend weiterzurechnen. Es gibt allerdings noch eine zweite Methode, die wir jetzt vorbereiten wollen.

Wir stellen nun eine zweite Methode vor, deren Idee in Bild 3.3 erklért wird.

Theorem 9.3 (Methode von Lagrange). Seien D C R™ offen, f: D — R und g: D — R stetig
differenzierbar.

Wenn die Funktion f unter der Nebenbedingung f(x) = 0 ein relatives Extremum in xo € D hat, und
wenn dort Vg(xo) # 0 gilt, dann ezistiert ein A € R mit V f(x) + AVg(zo) = 0.

Die Anwendung geschieht wie folgt: Gegeben seien die Funktionen f und g. Wir definieren die Lagran-
gefunktion

L(z, ) = f(z) + X g(x).
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I
sy, Sy

(]
e e,
25 .:’.’z"

et

| fEs

I
S

ll"

10 b

a5 b

Abbildung 3.2: Links oben: die durch die Funktion z = f(x,y) = 2® — y? beschriebene Fliche. Rechts

oben: die Nebenbedingung 2% + y* = 1 beschreibt in der zy—Ebene einen Kreis (griin). Wenn wir diesen
entlang der z—Achse parallel verschieben, entsteht ein blauer Zylinder. Links unten: wir schneiden den

blauen Zylinder mit der Fliche zur Funktion z = f(z,y) = 23 — y2. Rechts unten: als Schnittfigur entsteht
eine rote Kurve. Von dieser Kurve suchen wir die lokal hdchsten und tiefsten Punkte. Siehe Beispiel 9.2 (a).



38 KAPITEL 3. EXTREMWERTPROBLEME IN MEHREREN VARIABLEN

Abbildung 3.3: Eine handgemalte Skizze zur Suche nach Maxima der Funktion f(7) fiir # € R? unter der
Nebenbedingung ¢(#) = 0. Die Menge aller derjenigen ¥ € R? mit (%) = 0 ist gerade die Menge N (blaue
Kurve), und dies ist die Hohenlinie der Funktion g zur Hohe Null. Die Hohenlinien der Funktion f sind
schwarz skizziert, und in diesem Beispiel soll f genau zwei lokale Maxima besitzen. Der hochste Punkt
von f auf der blauen Linie ist rot markiert. Diesen roten Punkt suchen wir. Am roten Punkt gilt: wenn
wir die blaue Kurve nach ,,rechts oben“ entlanggehen, dann treffen wir dort nur niedere Niveaulinien von
f. Und wenn wir vom roten Punkt aus die blaue Kurve nach ,links unten“ entlanggehen, dann treffen wir
ebenfalls nur niedere Niveaulinien von f. Also beriihrt die durch den roten Punkt laufende f—Niveaulinie
die blaue Kurve N tangential. Nun erinnern wir uns aber an Folgendes: die Gradientenvektoren stehen
senkrecht auf den Hohenlinien. Also gilt V f(%o) || Vg(Zo), wenn o der rote Punkt ist. Die Parallelitét
der beiden Gradientenvektoren schreiben wir als Vf(Z) = —AVg(Z0), baw. als V(&) + AVg(Zo) = 0.
Das ist aber gerade die Lagrange-Bedingung.
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Eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums ist dann

0 !
—L(x,\) =
axl (x7 ) 07

0 |
—L(x,\) =0
6902 (:C7 ) ’

0 !
—L(z,\) =0
o, (2, 4) ’

0 |

—L(x,\) =0.

Dies sind n 4+ 1 Gleichungen fiir die n 4+ 1 Unbekannten 1, ..., z, und A.

Beispiel 9.4. Wir suchen die Extremstellen von f: R? — R, f(x,y) = 23+ 3y, unter der Nebenbedingung
2% +4y? = 1. Es ist also g(x,y) = 2% + 4y? — 1.
L(z,y) = f(z,y) + Mgz, y) = 2° + 3y + Mz® + 49 — 1)

Wir haben Vg(x,y) = (22,8y) = (0,0) genau dann, wenn x =y = 0; also ist (wie gewiinscht) Vg(x,y) #
(0,0) fiir alle diejenigen x,y, die die Nebenbedingung g(x,y) = 0 erfillen.

Die notwendigen Bedingungen fir das FExtremum sind dann

oL oL oL
(Oa 07 0) ; <%(1‘, Y, >‘)a a_y(za Y, >‘)a a(za Y, >‘)> = (31‘2 =+ 2>‘7 3+ 8)‘y7 :CQ + 4y2 - 1) .
Das heifst:
32242\ =0, (I
348y =0, (IT)
2+ dy? =1, (I11)

Im ersten Fall sei x = 0. Dann folgt aus (III), daf§ 4y*> =1, d.h. y = :I:%1
dann 3 £ 4X =0, also A = F3. Die kritischen Stellen sind (0, 3) und (0, —3).

Im zweiten Fall sei x # 0. Aus (I) folgt dann 3x+2\ = 0 bzw. A = —3x/2. Mit (II) entsteht 3—12zy = 0,
also xy = 1/4, also y = 1/(4x). Damit gehen wir zu (III):

und aus (II) bekommen wir

1 1 1
2 4 2 4 2
x+4-162—1 — $+Z_$ - I —x —l—Z—O.

Wir taufen z = x? und erhalten dann 2? — z+1/4 = 0. also

21,2 =

also © = +1/+/2. Es folgt dann mit y = 1/(4z), daf

1 2 1
L
4 5 2v/2

Die kritischen Stellen im zweiten Fall sind somit

(raa) (wa)

Wir bestimmen die Funktionswerte an den kritischen Stellen:

093 ()3
f<%’2\1/§>2\1/§+23§2f/§%\/§’

1 1 1 3
(75 33) = 2 s

Der Mazimalwert 3 wird bei (0, 1) angenommen; der Minimalwert —3 bei (0,—1).
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Wir kehren zuriick zur Aschenkastenaufgabe.

Beispiel 9.5. Zu mazimieren ist f(x,y,z) = xy + 22z + 2zy unter der Nebenbedingung g(x,y,z) =
zyz —V < o.
Die Lagrangefunktion ist

L(z,y,z,A) := f(z,y,2) + X - g(z,y,2) = (zy +2xz + 2zy) +A- (wyz - V),

und jetzt setzen wir ihre Ableitungen gleich Null:

oL

5, (@:Y:2) =y+22+Myz =0,
L

g—(z,y,z) :x+22+)\:cz£0,
Y

oL

5, (&¥,2) =20+ 2y + Azy =0,

oL

a(z,y,z) =xyz—V 0.

Dies sind vier Gleichungen fiir vier Unbekannte (x,y,z,\), wobei am Ende die Zahl X\ relativ unwichtig
sein wird. Leider ist dieses Gleichungssystem nichtlinear, was man an den Produkten \yz, \xzz, Axy und
zyz erkennt. Wir schreiben die ersten drei Gleichungen anders:

y+2z=—-\yz ‘ X
T+ 2z = - rz ’ -y
2x + 2y = —A\xy ’ -z,

und es entsteht

xy + 2xz = —\vyz ()
Ty + 2yz = —Axyz (II)
20z + 2yz = —Axyz (T1IT)

Der Zweck dieser Multiplikation war, dass wir jetzt die unangenehmen rechten Seiten durch Subtraktion
vernichten kénnen:

(IT)—(I): 2yz — 222 =0 = (y—x)z=0,
(I1I)—(I): 2yz —2xy =0 = y(2z—2x)=0.
Laut der ersten Gleichung ist z = 0 (was absurderweise auf einen plattgedriickten Kasten ohne Volumen

fiihrt, der die Nebenbedingung xyz —V = 0 niemals erfillen kann) oder y —x = 0. Analog argumentieren
wir mit der zweiten Gleichung: die Variante y = 0 ist absurd, also ist 2z —x = 0.

Wir haben also x =y = 2z, und damit gehen wir in die Nebenbedingung hinein:

1 T
V = =z-T--x=—,
Y= T ST=
woraus wir x = 2V gewinnen, und dann haben wir y und z sehr schnell.

Die Unbekannte A konnten wir berechnen, aber daraus gewinnen wir keine Erkenntnis.



Kapitel 4

Gewohnliche Differentialgleichungen

10 Erste Beispiele und Begriffe

Beispiel 10.1 (natiirliches Wachstum). Wir denken uns eine Population von Individuen (bzw. Mi-
kroorganismen oder ein chemischer Stoff). Sei N(t) die Anzahl (in Stiick) dieser Individuen zur Zeit t.
Wir setzen voraus, dass die Geburtenrate und die Sterberate zeitlich konstant sind. Seien also
B die Anzahl der Geburten pro Individuum pro Zeiteinheit,
6 die Anzahl der Todesfille pro Individuum pro Zeiteinheit.
Wir betrachten ein kurzes Zeitintervall [t, t+At]. Wihrenddessen gibt es dann ungefihr BN (t) At Geburten
und SN (t)At Todesfille. Hierbei haben wir vorausgesetzt, dass im betrachteten Zeitintervall die Anzahl N
sich nicht erheblich dndert. Es folgt dann
N(t+ At) = N(t) + BN(t)At — N (t)A(t),
N(t+ At) — N(t)
=(B—90)N(t).
" (5 SN ()
Jetzt schicken wir formal At — 0 und erhalten damit

ron v N(t+At) - N(t)
NO= T

— (8- 9)N(2).

Hierbei haben wir etwas gemogelt, denn zu Beginn war vorausgesetzt worden, dass N (t) fir jeden Zeitpunkt
t eine ganze Zahl ist, also ist dann N = N (t) eine Funktion, die stickweise konstant ist, also unstetig, also
gar nicht differenzierbar. Trotzdem ist es sinnvoll, die Funktion N als reellwertig und stetig differenzierbar
anzunehmen, denn z.B. im Falle von chemischen Reaktionen wird N(t) ~ 10%* sein, und dann ist es ein
vernachlissigbarer Fehler, N als kontinuierliche Funktion anzunehmen.

Wir erhalten also die Differentialgleichung N'(t) = (8 — §)N(t). Dies ist eine Differentialgleichung erster
Ordnung, weil nur die erste Ableitung vorkommd.

Ein Beispiel fiir eine Differentialgleichung dritter Ordnung ist

F() = 2f'(t) = (f(1)".

Wir erinnern an HM I, Beispiel 5.3.4 b): alle Losungen der Gleichung f'(t) = kf(t) sind gegeben durch
f(t) = ce*, wobei ¢ € R ein beliebig withlbarer Parameter ist. Die Gleichung f(t) = ce* heifit auch
Darstellung der allgemeinen Losung.

Ist zum Zeitpunkt tg die Groéfle der Startpopulation gy gegeben, so heif3t

') =kf(t),
f(to) =yo

Anfangswertproblem. Wir konnen jetzt den noch beliebig wihlbaren Parameter ¢ so wihlen, dass die
Anfangsbedingung f(tg) = yo erfiillt wird, und es ergibt sich dann die eindeutige Losung

f(t) — yoe—ktoekt

fir das Anfangswertproblem.

41
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Beispiel 10.2. Wir betrachten einige typische Differentialgleichungen der Reaktionskinetik:

(a) eine Zerfallsreaktion A x5 B + C und eine Isomerisierung A % B. Hierbei ist k eine Reaktionsge-
schwindigkeitskonstante. Wenn ca(t) die Konzentration der Molekiilsorte A zur Zeit t angibt, dann
lautet in beiden Fillen die Differentialgleichung

Ay (t) = —kea(t).

(b) die elementare Reaktion 2A 5 Byc. (In der Chemie spricht man von einer elementaren Reaktion,
wenn sie nicht weiter in Finzelreaktionen zerlegt werden kann). Die Differentialgleichung fiir die
Konzentration des Stoffs A ist

cy(t) = —kc4(t).

(c) eine elementare Reaktion A + B X P. Dann erhalten wir das gekoppelte System von Differential-
gleichungen

Ay (t) = —kea(t)ep(t),
cp(t) = —kea(t)es (),
p(t) = kea(t)ep(t).

(d) eine Folgereaktion A 5B . Das zugehorige System von Differentialgleichungen lautet

Ay(t) = —kica(t),
cp(t) = kica(t) + kacp(t),
co(t) = kacp(t).
Dieses System ist linear, weil die gesuchten Funktionen ca, cp, cc nicht etwa quadriert oder in

gemischten Produkten auftauchen oder sonstwie, sondern nur auf lineare Weise. Wenn wir diese
Funktionen zu einem Vektor y zusammenfassen, also y(t) := (ca(t),cp(t),cc(t))", dann ist

4 (%) —kica(t) —k1 0 0\ [ca(t)
y'(t)=|cg) | = | kica(t) — kacg(t) | = | k1 —ko 0 cp(t) | =: Ay(t),
ce(t) kacp () 0 ko 0 co(t)

wobei A die genannte 3 x 3—Matriz ist.

11 Getrennte Variablen

Definition 11.1. Fine Differentialgleichung erster Ordnung der Form y'(t) = g(t) - h(y(t)) heifit Diffe-
rentialgleichung mit getrennten Variablen.

Beispiel 11.2. (a) y/(t) = —ky?(t) (siehe Beispiel 10.2, Teil (b)). Hierbei haben wir g(t) = —k und
h(y) = y*.
(b) ' (t) = e¥® sin(t). Hierbei ist g(t) = sin(t) und h(y) = ev.
(c) y'(t) = y*(t) + t* hat keine getrennten Variablen.

Die Lésungsidee ist: falls h(y(t)) # 0 ist, dann haben wir

und Integration dieser Gleichung bringt uns dann

o yl(t) Subst. dy
/ 9“)‘“‘/ @) / ()’ (1)

Wenn wir die Integrale berechnen, dann finden wir alle Losungen y(t), fiir die h(y(t)) # 0 gilt. Der Fall
h(y(t)) = 0 muss gesondert behandelt werden.




11. GETRENNTE VARIABLEN 43

Beispiel 11.3.  (a) Wir losen y'(t) = ky(t). Hier ist k(t) = k und h(y) = y. Dann liefert (4.1) uns

(b)

(c)

d
/kdt:/—y, also  kt+c1 =n(ly|),
Y

und daraus bekommen wir

ly| = et also y(t) = eet oder y(t) = —eret.

Beide Fille lassen sich zusammenfassen zu y(t) = cekt fiir ein ¢ # 0. Andererseits ist y(t) = 0
offensichtlich auch eine Lisung. Also sind alle Losungen gegeben durch

y(t) = ce®, ce€R  frei wihlbar.

Das Anfangswertproblem

Y (t) = —ky*(t), y(0) =10

mit k> 0, yo > 0 soll gelost werden. Hier ist g(t) = —k und h(y) = y?. Dann liefert ({.1) uns

dy 1 1
/(_k)dt_/F’ also —k:t—l—c-—;, also y(t)_kt—c’

wobei ¢ € R beliebig wihlbar ist. Die Anfangsbedingung soll auch noch gelten, also

1 1 1
Yo = Yo = =——, also c¢c=——.
0—c c Yo

Wir erhalten dann insgesamt die Liosungsdarstellung

Wir betrachten die Elementarreaktion A + B ¥ P und das dazugehdrige System von Differential-
gleichungen

y(t) = —kea(t)en(t), ()
dp(t) = —kea(t)ep(t), (ID)
p(t) = kea(t)ep(t), (I1I)

Die Anfangsbedingungen seien c4(0) = a, cp(0) = b, cp(0) = 0 wobei a und b positive gegebene
Zahlen seien.

Die gemischten Produkte auf der rechten Seite machen das System nichtlinear, was Schwierigkeiten
bringt. Da wir uns fir die Herstellung des Produkts P interessieren, ist in erster Linie die letzte
Zeile interessant.

Anschaulich ist klar, dass fiir die Herstellung eines Molekiils von P genau ein Molekil von A ver-
braucht wird (und ein Molekil von B). Wir vermuten also die beiden Identititen

ca(t) =a—cp(t), cp(t) =b—cp(t),
was sich umstellt zu ca(t) + cp(t) = a und cp(t) + cp(t) = b. Diese beiden vermuteten Gleichungen
konnen wir sogar beweisen, denn es ist

(cA(t) + cP(t))' = () + plt) = —kea(t)en (t) + kea(t)es(t) =0

fir alle t > 0, also ist die Summenfunktion ca(t) + cp(t) zeitlich konstant. Da zur Zeit 0 aber
ca(0) +cp(0) = a+ 0= a gilt, ist tatsichlich ca(t) + cp(t) = a fir alle t > 0. Analog beweist man
die Gleichung fiir cp(t).

Damit gehen wir in (II1) hinein und finden

cp(t) = kea(t)ep(t) = k- (a —cp(t)) - (b—cp(t)).
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Hier kénnen wir die Variablen trennen durch die Setzung g(t) = k und h(cp) = (a —cp) - (b — cp).
Aus (4.1) bekommen wir dann

/(a_cj)%/kdtktﬂ

mat beliebig wahlbarem ¢ € R. Jetzt haben wir noch das Integral

zu bestimmen. Im ersten Fall sei a = b, und dann haben wir

dx 2
/(af:c)2 _a—z—i—a

Diesen Fall wollen wir ab jetzt vernachlissigen. Im zweiten Fall ist a #b. Fiir eine Partialbruch-
zerlequng machen wir den Ansatz

1 A B

(a—z)(b— ) i

Wir multiplizieren die Nenner hoch und erhalten 1 = A(b — x) + B(a — ). Hierin setzen wir x = a

und bekommen A = ﬁ; und wir setzen x = b und bekommen B = ﬁ. Also ist

(afz)l(bfx) :alb(blx_alx)'

Damit ergibt sich die Integration

dz 1 1 a—x
= —Inl|b— Inja — d=——1 d
/(af:c)(b—z) a—b( n[b—a| +Inja — o) + a—b |b—a +a
mat einer Integrationskonstanten d. Insgesamt entsteht dann
1 a—cp(t)
=kt+C
a—b |b—cp(t) ‘ +
wobei C' = ¢ — d. Wir bestimmen C' mit Hilfe des Anfangswerts zur Zeit t = 0:
1 a—cp(0) 1 a
C=—"I - —ml7|.
a—bnb—CP(O)‘ a—b b
Also ist
1 a—cp(t) a 1 bla — cp(t))
Kt = 1 1 H - 1
a—b<nb—0p(t)‘ “b) a—b " |ab—cp(t)
b(a —cp(t bla—cp(t
= (a—b)kt=1In bla = cp(t)) —  labkt _ 2|87 CPY) cr(t) .
a(b—cp(t)) a|b—cp(t)

Anschaulich ist klar, dass cp(t) < a und cp(t) < b fiir alle t > 0 gelten muss, denn ein Molekil P
entsteht aus einem Molekil A und einem Molekiil B. Also folgt a —cp > 0 und b—cp(t) > 0, sodafl
der Betrag weggelassen werden kann. Mathematisch miisste dies aber anhland der Losungsdarstellung
nachtraglich verifiziert werden. Also ist

1— ek(a—b)t

@ (a—b)kt _ @ cp(t)
b— ackla—bit’

; i =  cp(t) =ab

12 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung haben die allgemeine Form
y'(t) +alt)y(t) = f(t), (LDGL)
wobei a und f gegebene Funktionen sind, und y(t) ist gesucht.
Die Differentialgleichung
y'(t) +at)y(t) =0
heifit die zu (LDGL) gehdrige homogene Gleichung.
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Bemerkung 12.1. Die homogene lineare Differentialgleichung y'(t) + a(t)y(t) = 0 kann geschrieben
werden als y'(t) = —a(t)y(t), hat also getrennte Variablen, mit g(t) = —a(t) und h(y) = y.

Sei A(t) eine Stammfunktion von a(t). Dann haben wir

dy _ dy _ —a nlyl =—
/@ f/g(t)dt — / ; / B dt > Inly| = —A®) +C
A = =

= |yt) =eTe y(t) = Ce=4®
fiir einen beliebig wihlbaren Parameter C' € R, mit einer Begrindung wie in Abschnitt 11.

Satz 12.2. Ist y, eine Losung von (LDGL) (auch spezielle Losung genannt), so erhdilt man alle Lisungen
von (LDGL) durch

y(t) = ys(t) + yn(t),
wobei yp, die in Bemerkung 12.1 ermittelte Lisung der zugehdrigen homogenen Gleichung ist.

Damit erhalten wir ein Losungsverfahren von (LDGL):

e bestimme alle Losungen der zugehérigen homogenen Gleichung (siehe Bemerkung 12.1),
e bestimme eine spezielle Losung ys,

e dann bilden alle Losungen von (LDGL) gerade die Menge {ys+yn: yn 16st die zugehorige homogene Gleichung}.

Die eine spezielle Losung y, im zweiten Schritt kann man durch Raten ermitteln, oder man benutzt die
Methode der Variation der Konstanten:

Wir erinnern daran, daf alle Losungen der zugehérigen homogenen Gleichung die Gestalt yy, (t) = Ce=4(®)
haben, wobei C' € R eine beliebig wiahlbare Konstante ist.

Jetzt machen wir den Ansatz y,(t) = C(t)e”*®), das heifit, anstatt einer Konstanten C versuchen wir
unser Gliick mit einer sich variierenden Funktion C(t) (was den Namen der Methode erklirt). Diesen
Ansatz setzen wir in (LDGL) ein:

Y1) = C' (e + C(1)e A0 (- 4'(1)

also folgt C’(t) = e f(t), und jetzt finden wir C(t) durch Integration:

t
Ct) = / A f(r)dr
0
und damit ist dann
t
ys(t) = efA(t)/ eA(T)f(T) dr.
0

Wir fassen zusammen: die Losungsformel fiir (LDGL) ist

t
y(t) = ys(t) + yn(t) = a4 / eA(T)f(T) dr + ce 40,
0

wobei A eine Stammfunktion von a ist und ¢ € R eine beliebig wéhlbare Konstante.

Beispiel 12.3. Wir betrachten die Folgereaktion A " B " ¢ und das zugehorige Anfangswertproblem

du(t) = —krea(t), ca(0)=a>0,
ClB(t) = k/’ch(ﬁ) — kQCB(t), CB(O) = 0,
co(t) = kacp(t), cp(0) = 0.

Gesucht ist die Funktion cc.
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Im ersten Schritt losen wir
Ay (t) = —kieal(t), ca(0) = a.

Dies ist eine lineare homogene Differentialgleichung mit Anfangsbedingung, und die Lisung ist ca(t) =
—kqt
ae .

Im zweiten Schritt losen wir
Ap(t) = krae ™" — kyep(t), cp(0) =0.

Die Differentialgleichung kénnen wir schreiben als ¢y (t) + kacp(t) = kiae™ %, was von der Form (LDGL)
ist mit a(t) = ko und f(t) = kyae=*1t. Dann ist A(t) = kat eine Stammfunktion zu a(t), und wir erhalten
alle Losungen gemdfl der Formel

t
cp(t) = e*kzt/ eF2Tkrae™MT AT 4 ce k2! (ceR)
0
t
= kzlae_k?t/ ek2=k1)T qr 4 o ket (nimm ki # ko an)
0
— k/,laekat 1 e(k27k1‘r) ¢ + Ce*kzt
k/’g — k/’l 0
_ 1 -~ _ kia _ kia _
— kot Y ( (ka—k1)t _ 1) | L L _ —kat
1ae — e + ce kakle + | c — [
—_——
k
= 1ak e Mt 4 emhat,
2 — K1
Zur Bestimmung von ¢ erinnern wir an die Anfangsbedingung cp(0) = 0:
kla / ’ kla
0 =5 te T Tk
Also ist
kla —R1 —R2
CB(t):kz—kl (e kit _ o kt).

Und im dritten Schritt kommen wir zur Bestimmung von cc:

ki k
dp(t) = kacp(t) = ——2n

— k2 — kl (efklt o €7k2t)

, cc(0) =0.

Wir brauchen nur noch zu integrieren und kommen dann nach kurzer Rechnung auf

kleikﬁ — kgeiklt
ko — k1 '

colt) =a (1 +

13 Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Beispiel 13.1. Wir betrachten die Reaktion
ko
A8 p=c,
k3

die vom linearen System
ca(t) = —kica(t),

cg(t) = kica(t) — kacp(t) + kseo(t),
C/C(t) = kQCB(t) — k/’3CC(ﬁ)

beschrieben wird. Wir stapeln die gesuchten Funktionen zu einer Vektorfunktion y(t) auf,

CA(ﬁ)
y(t) == [ es®) |,
co(t)
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und dann erhalten wir

i (t) —kica(t) —k 0 0 ca(t)
yl(t) = C/B (t) = | kica (t) — kocp (t) + k/’3CC(ﬁ) = k1 —ko ks cB (t)
C/C (t) kQCB (t) - kgCC (t) 0 kQ kg Cc (t)

Also ist y'(t) = Ay(t) mit

—k 0 0
A=| & ke ks
0 ks ks

Zum Finden der Losung wihlen wir folgenden Ansatz: fiir einen konstanten Vektor ¢ € C" betrachten
wir eine Funktion y(t) = ce*, wobei A € C ein Parameter ist, denn wir spiter withlen werden. Einsetzen
liefert

d
y'(t) = Ece” =AM = \y(t) = Ay(t) = Ace™ = Aee™,

also Ac = Ac. Also ist y(t) = ce eine Losung von y' = Ay, wenn ¢ ein Eigenvektor von A ist und A der
zugehorige Eigenwert.

Definition 13.2. Sei A € R"*™. Eine Menge {y1(t), ..., yn(t)} von Vektor—Funktionen heifst Fundamen-
talsystem von y' = Ay, falls

e y1(t), ..., yn(t) lineare unabhingige Vektoren sind und
o yi(t), ..., yn(t) Lisungen sind von y'(t) = Ay(t).

Satz 13.3. Sei A € R™™ und {y1(t),...,yn(t)} ein Fundamentalsystem von y'(t) = Ay(t). Dann sind
alle Lisungen des Systems y'(t) = Ay(t) von der Form

y(t) = alyl(t) +...+ anyn(t)v

wobei vy, ..., an € R beliebig wihlbare Konstanten sind.

Deshalb verfolgen wir jetzt das Ziel, ein Fundamentalsystem zu finden. Wir haben bereits gesehen: wenn
A ein Eigenwert von A ist mit dem Eigenvektor ¢, so ist ce* eine Losung.

Satz 13.4 (Finden von Fundamentalsystemen). (a) Sind A1 # X2 Eigenwerte von A, so sind die
zugehorigen Figenvektoren lineare unabhdngig. Allgemeiner: hat A n verschiedene Eigenwerte A1,
..., Ap mit Figenvektoren ci, ..., ¢, S0 ist

{cle)‘lt, CQ@Azt, .. ,cneA"t}
ein Fundamentalsystem zum Differentialgleichungssystem y' = Ay.

(b) Gibt es zu einem Eigenwert X\ von A mehrere linear unabhingige Eigenvektoren cy, ..., ¢k, so sind
y1(t) = cre™t, o yr(t) = cpet linear unabhingige Losungen.

(c) Ist A ein Eigenwert von A mit X € R und ¢ € C" als zugehirigem Eigenvektor, so sind y1(t) =
R(ce) und yao(t) = S(ceM) linear unabhingige reelle Losungen von y' = Ay.

Beispiel 13.5. Bei uns ist

—k 0 0
A= kQ —kQ k3
0 ko —k3

Damit wir etwas konkreter rechnen konnen, nehmen wir ky = 1, ko = 2 und k3 = 3 an, also

A

I
—
[
N
w
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Wir bestimmen die Eigenwerte von A:

—1-A 0 0
det(A—X3)=| 1 —2 -\ 3 | = (1)\)‘_22_)‘ _33_ A'
0 2 -3-A
—2—=A 3 —2-A 3
T (IS
—5—=A 0
:(l—l—)\))\’ 1 1’:—(1—1—)\))\(54—)\).
Also besitzt A die Figenwerte A\ =0, Ay = —1 und \g = —5.
Wir bestimmen die Eigenvektoren zu Ay = 0:
-1 0 0 0 -1 0 0 0
1 -2 3 0l ~ 1| 0 0 0 0],
0 2 -3 0 0 2 -3 0
woraus wir x1 = 0 und 3x3 = 215 gewinnen, also ¢; = (0,3,2)".
Die Bestimmung der Eigenvektoren zu Ay = —1 geschieht wie folgt:
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 3 O ~ |1 -1 3 0] ~ |1 0 2 0
0 2 -2 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0
Wenn wir x3 =t setzen, dann ist 1 = —2t und xo = +t, also ist co = (—2,1,1)7.

Und ein Eigenvektor c3 zu A3 bestimmt sich zu c3 = (0,1, —1)7.

Nach Satz 13.4 erhalten wir dann das Fundamentalsystem

0 -2 0
{cle/\lt,CQe)‘zt,03e)‘3t} = 3. 1 et [ 1 ]e™
2 1 -1

Die allgemeine Lisung ist dann (mit beliebig wéihlbaren Parametern aq, ag, as)

0 -2 0
yt)=ar [3 |+ 1 |et+az| 1 |e.
2 1 —1
Zur Bestimmung von aq, aa, as erinnern wir an die Anfangsbedingungen c4(0) = a, ¢g(0) =0, ¢c(0) = 0:
a ca(0) 0 -2 0
0] =y(0)=|c(0)] =a1 3] +az| 1 | +as| 1 |,
0 cc(0) 2 1 -1

also erhalten wir das System
—2as = a,
3@1 70&24’0&3 :0,

20[14’0&27&3:0.

Dieses System ldsen wir und erhalten oy = ¢, az = —5, ag = —15, sodaf wir endlich die Losung finden:
CA(t) 0 —2
es(t) | = y(t) = % 3| - ge*t 1] - 110@*“ 1
colt) 2 1 1
Es folgt insgesamt
cA (t) = a’eita
3 1 1
f = O L L st
cp(t) a<5 5¢ 10¢ >,
2 1 1
5 — 4 L L st
co(t) a<5 5¢ +10 >
Die Substanz A verschwindet exponentiell schnell, und wir haben das Langzeitverhalten
2

Jim ca(t) =0, Jim cp(t) = R Jim co(t) = 0
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14 Der harmonische Oszillator

Wir betrachten einen Federschwinger. Die sich bewegende Masse sei m; die Federkonstante sei ¢; die
Auslenkung aus der Ruhelage zur Zeit t sei 2:(¢). Dann ist 2/ (t) die Geschwindigkeit der Masse zur Zeit t,
und 2’ (¢) ist die Beschleunigung der Masse zur Zeit t.

Je nachdem, welche physikalischen Effekte wir beriicksichtigen oder vernachléssigen, erhalten wir dann
aus Newtons drittem Axiom eine der Differentialgleichungen

ma” (t) = —cx(t) ungeddmpfter Fall (harmonischer Oszillator),
ma” (t) = —cx(t) — dz'(t) Démpfung proportional zur Geschwindigkeit,
ma"” (t) = —cx(t) — da' (t) — Fepe(t) zusiitzlich mit duBerer Kraft.

Es entsteht also eine Differentialgleichung vom Typ

y"(t) +ay'(t) + by (t) = f (1),

die wir lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung nennen wollen. Solche Differentialgleichungen sind
sehr héufig in den Anwendungen; sie treten z.B. ebenfalls auf bei der Beschreibung von Wechselstromen
in elektrischen Schwingkreisen, die aus Spule, Kondensator und ohmschem Widerstand bestehen.
Die zugehorige homogene Gleichung lautet

y"(t) + ay'(t) + by(t) = 0.
Fiir die homogene Gleichung machen wir den Losungsansatz y(t) = e mit einem noch nicht bestimmten
A € C. Der Hintergedanke bei diesem Ansatz ist, dass dann %", 3’ und y alle ,,vom gleichen Typ* sind.

Es gilt y”(t) = A2e* und y/'(t) = Ae*, also ergibt sich im Falle der homogenen Gleichung
0=y () + ay (t) + by(t) = A2eM + are™ + be,

wegen e £ 0 fiir alle t € R also
N rar+b=0

als Bestimmungsgleichung fiir A € C. Es folgt demnach

a a?
S L.
A2 5 1 b

Wir setzen D := % — b zur Abkiirzung.

Wir beginnen mit dem Spezialfall = 0 und b = =, also dem harmonischen Oszillator. Unser Ansatz
fithrt uns auf

y(t) = eFVt = cos (t\/%) +isin (t\/%) .

Die reellen Lésungen sind

() ()

und die allgemeine Losung ist

y(t) = ¢1 cos (t\/%) + ¢osin (t\/%) .

Wir haben es also mit einer Schwingung zu tun, deren Kreisfrequenz /.= betréigt. Die Konstanten ¢; und
¢2 bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen. Wenn z.B. y(0) = 1 und y'(0) = 0 sein sollte, dann folgt

1 = ¢1 c08(0) + c2sin(0) = ¢y,

0=— £sim(O- £) + co £cos (0- i) =cCo £,
V' m V' m V' m V' m m
also y(t) = cos(t\/=).
Wir kehren zuriick zur allgemeinen Gleichung y”(t) + ay’(t) + by(t) = 0. Aus physikalischen Griinden

sind b > 0 und a > 0, denn b = -~ ist die Federkonstante pro Masse, und a = % ist die Dampfung pro
Masse.
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Fall 1: sei D > 0. Das heif3t %2 > b. Dann folgt

a a? a a?
A1 2+\/4 beR, A1 5 \/4 beR,

und die allgemeine Losung ist y(t) = cie? + ce*2t. Wegen a > 0 und b > 0 gilt Ay < 0 und

a a? a a?
M=—cty/ T b< ity /=0
! 5 TV <oty =%

also klingt y(t) exponentiell ab fiir ¢ — oo. Dieser Fall wird Kriechfall genannt.
Fall 2: Sei D = 0. Das heifit % =b, also Ay = A2 = —3. Die allgemeine Losung ist dann
y(t) = cre” 2t 4 cote™ 2t
mit wihlbaren Konstanten ¢y, co € R. Dieser Fall heifit aperiodischer Grenzfall.
Fall 3: Sei D < 0. Das heift & < b. Dann ist

a . a? .
)\1—754*1 b*z, )\2—7571 b*z,

und die allgemeine Losung lautet
y(t) = e~ 5t (01 cos(wt) + ¢2 sin(wt)),

wobei ¢1, ¢o € R frei wihlbar sind, und wir haben definiert:

2
w::\/—qu/b—aZ.

Dies ist der Schwingungsfall, und wir haben eine geddmpfte Schwingung vorliegen.



Kapitel 5

Integration von Funktionen mehrerer
Variabler

15 Zweidimensionale Integrale

Aus der HM T kennen wir Integrale der Form f: f(z)dz, die wir interpretieren als ,Fldche unter dem
Graphen®.

Jetzt wollen wir Funktionen f: R? — R betrachten und eine Menge G C R?, und wir wollen definieren,
W

/ f( ) d(z, )
G

sein soll. Unser Ziel dabei wird sein, dieses Integral auf eindimensionale Integrale zuriickzufiihren.

Aber zuerst miissen wir beschreiben, welche Eigenschaften die Menge G haben soll.

Definition 15.1. Sei G C R2.
(a) Die Menge G heifit y-projizierbar, wenn es Funktionen y, §: [a,b] — R gibt mit
G={(z,y) ER*: z € [a,b] und y(z) <y <y(z)}.
(b) Die Menge G heifit x—projizierbar, wenn es Funktionen x, T: [¢,d] — R gibt mit
G={(z,y) eR*: y € [c,d] und z(y) <z <T(y)}.
(¢) Die Menge G heifit Standardmenge, wenn (a) und (b) gelten.

Die Idee hinter der Definition von [, f(x,y)d(z,y) ist es, zunéichst fiir jedes = € [a,b] ein Integral

7(a)
/ f(x,y)dy

y(z)

auszurechnen, und anschlielend

/ b ( / (()) f(,y) dy> da

auszuwerten. Natiirlich kann man stattdessen auch die Rollen von = und y tauschen:

[ remae) o

51
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Definition 15.2. Sei G C R? x—projizierbar oder y—projizierbar, und sei f stetig auf G. Dann setzen wir

y(z)

b 7(x)
/ fla,y)d(z,y) = / </ f(z,y) dy) dex, falls G y—projizierbar ist,
G a

z(y)

z(y)
/ flx,y)d(z,y) = / (/ f(z,y) dz) dy, falls G x—projizierbar ist.
G c

Falls G eine Standardmenge ist, dann fiihren beide Gleichungen zum selben Integralwert.

Beispiel 15.3. (a) Sei G = [0,1] x [0,1] das Einheitsquadrat und f(z,y) = 23 — y®> — 2%y + 2. Dann

folgt
1 1
/f(w,y)d(w,y)=/ (/ (z° =y —a?y +2) dy) dz
G 0 0
1 _ 1
1 1 y=1 1 1
3 4 2.2 3 2
— oyt = 2 ‘ dz = - === 2)d
/O(zy 4y 2xy+y)y_0z /O(:c 1 2z+)x
1
1 7 1 1 7
:/0 (z3§z2+1) dz(1x46x3+1z)

(b) Sei f(z,y) = 2% +y? und G sei ein Flichenstiick oberhalb einer Parabel, d.h.

G={(r,y) eR*:0<x <2, 2°<y<4}.

Dann rechnen wir:

[remaen = [ ([ rma) = [ (2 30)

1 1 4 64 1 1
:/O (4$2+§43_m4_§m6) dr = <§x3+?x—5x5—ﬁx7)

4.8 128 32 128 4288

5 T3 5 21 105

y=4
dx

y=x2

2

x=0

Verfahren 15.4 (Substitutionsregel). Wir betrachten ein Integral fG flx,y)d(z,y) und setzen voraus,
dass fiir eine geeignete Funktion ® gilt, dass (i) = ®(u,v), wobei ®: H — G bijektiv ist. Wir haben also
x = Py (u,v) und y = Pa(u,v). Dann gilt

/wwmmmz/ﬂwmmwhwwmwm
G H

wobei Jg die Jacobi—Matriz von ® ist.

Beispiel 15.5. Sei G der Kreisring im R% um dgn grsprung mit innerem Radius 1 und duflerem Radius
4. Wir fragen nach dem Wert des Integrals [, e® V" d(z,y).

Unser erster Versuch besteht in einer direkten Berechnung des Integrals, so wie wir es bisher mehrfach
getan hatten. Die Menge G ist leider weder x—projizierbar noch y—projizierbar, weshalb wir sie entlang der
x—Achse zerschneiden:

G =G UG,
Gi={(z,y) eR*: 1<a® +4° <4, 2>0}, Gi ={(z,y) eR*: 1 <a®+4* <4, 2 <0},

und jetzt sind G und Go y-projizierbar. Wir haben dann

/6””2“’2 d(w,y)=/ e””2+y2d(w,y)+/ e d(, y),
G Gh

Ga

. -1 Vie—2? 1 Vie=2?
/ e” T d(z,y) :/ / er TV dy der/ / e TV dy | da
el 4 0 -1 \Jvi=a?
4 V16—x2 s
—|—/ / e TV dy | da,
1 0
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und jetzt stecken wir fest, weil wir die inneren Integrale nicht ausrechnen konnen, da wir fir e’ Y keine
Stammfunktion finden.

Der zweite Versuch verwendet die Substitution. Wir erinnern an die Polarkoordinaten (r,¢) der Ebene
mit x =rcosp und y = rsiny. Es ist also

r\ ~ [rcosyp
<y> =(ry) = (rsingo) :
Dann ist 22 + y% = r? sowie (z,y) = ®(r,¢) € G genau dann, wenn 1 < /22 +y2 <4, also 1 <r < 4.
Wir bekommen somit
H = {(T,(P) € (0,00) X (77T,7T]5 1 S r S 4}

Somit ist nach Substitutionsregel

/ e+ d(z,y) = / eTZ| det Jo (r, )| d(r, ).
G H
Wir bendtigen jetzt die Jacobi—-Matriz von ®:

leg) = (S0 Q) _ (e v,

ory(r, ) Doy (7, ) sin ¢ T COS (P

Also ist det Jg(r, @) = 7 cos® ¢ + rsin?

T 4 4 T
/ ey’ d(z,y) = / eTZTd(r, ) = / (/ €T27’d7") de :/ (/ eTZTd<p> dr
G H —m 1 1 -7

r=4

@ =r, und wir finden dann insgesamt

4
2 1 =
:/ 2we” rdr =27 - ="
1 2

Beispiel 15.6. Wir betrachten einen Viertelkreis mit Radius 1 im ersten Quadranten,
G={(z,y) ER*: x>0, y>0, 2>+3>°<1}

und fragen nach fG xyd(z,y).

In Polarkoordinaten ist G gegeben durch die Bedingungen 0 < r <1 und 0 < ¢ < /2. Mit der Substitu-
tionsregel bekommen wir dann

/2 1 /2 1
/zyd(x,y):/ / rcosgprsingp~rd(r,gp):/ cosgpsingpdgp~/ r3dr
G 0 0

1 p=n/2 1 ,r=n/2 (1 1 1
= ism (p ZT4 Y = (5 sin?(7/2) — §sin2(0)) - ==

I

16 Dreidimensionale Integrale

Wir betrachten ein Beispielproblem: Sei K ein Quader, Zylinder, Kegel o.4. mit nicht—konstanter Mas-
sendichte o(z,y, z): K — R. Dann ist die Gesamtmasse von K gleich

/K o(z,y,2)d(z,y, ).

Beispiel 16.1. Sei K =[0,2] x [0,1] x [0,1] ein Quader. Dann ist die Gesamtmasse gleich

/ Q(:Cayv .Z' Y, % / / / T, Y,z dZddeE
K

Wir verfahren genauso, wenn K eine projizierbare Menge ist, d.h. zum Beispiel
K={(z,y,2) eR’:a<2<b, y(z) <y<y(z), z(y.2) e <(y2)}

Dann ist

b Y(2) z(y,z)
/Q(w,y,Z)d(w,y,ZF/ / / o(z,y,z)dx | dy | dz.
K a y(2) z(y,z)
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Beispiel 16.2. Wir betrachten die Pyramide K mit der quadratischen Grundfiiche, die gebildet wird von
den wvier Eckpunkten (2,2,0), (2,-2,0), (-2,2,0), (—2,—2,0); und die Hohe der Pyramide sei 2. Die
Dichtefunktion der Pyramide sei o(x,y,z) = z. Es ist also

K:{(x,y,z)€R3:0§z§2, —2+4+z2<y<2—2z, —2+z§z§272},
und wir suchen fK zd(z,y, z). Die Rechnung ist dann:

Jezaeaar= ([ ([, o) an) == [ ([ m( ) )
/02</22J;(z(2z+2z))dy) dzf/ </ - 2z))dy> dz

/02 <z~(422)y’j:22+z) dz/o (2-(4-22)-(4-22)) dz

2 2
= / 2+ (16 — 162 +42%) dz = / (42° — 162% +162) dz
0 0
128 144 128 16

16 2 16
:(z4—?zg+8z2) =16— — -848-4=48 - — = — — —— = .

2=0 3 3 3 3 3

Beispiel 16.3. Wir betrachten einen vertikal stehenden Zylinder mit Durchmesser 2 und Hoéhe 8:
K={(z,y,2) ER*: —4<2<4, 2®+y*<1}}

und setzen o(x,y,z) = x?y?. Gesucht ist das Integral S 0@, y,z) d(z,y, z). Die Symmetrie des Zylinders
suggeriert die Einfihrung von Zylinderkoordinaten, analog zu den Polarkoordinaten der Ebene:

Tr=rcosp, Yy=rsinp, z=z.
Weiterhin geben wir der Querschnittsfliche des Zylinders einen Namen,
S={(,y) eR*: 2" +y* <1},

und wir rechnen wie folgt:

/ 2d(z,y, 2 / /ac 2d(z,y dz—/ / / rcosp)?2? - rdrdedz
K -

4 _
1 1 p=m 1

:/_422dz /_WCOS( )dep - /0 r dr—gz?’ Z:_4- (%—i—zsm(ﬁp)) ‘g):_w-zr‘l

2 2

= —T.

1
4 3

Bemerkung 16.4 (Kugelkoordinaten). Bei kugelsymmetrischen Kdrpern empfiehlt sich die Verwen-
dung von Kugelkoordinaten, siehe Abbildung XXXXXXXXXX.

Die Koordinaten sind

r € (0,00) (Radius),
p € (—m,m) (geographische Linge),
0 € (0,m) (geographische Breite).

Hierbei entspricht @ = 0 dem Nordpol und 6 = w/2 dem Aquator. Die Umrechnung liuft iber die Formeln
x = rsinf cos g, y = rsinfsin g, z =rcost,

und wir haben r? = x? + y? + 22. Das Volumendifferential bestimmt sich zu
d(z,y,2) = r*sinfd(r, ¢, 0).

Beispiel 16.5. Sei K die Einheitskugel,

K ={(z,y,2) € R®: 2® +y* + 2* < 1},
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und set

Q(x, n z) — e(z2+y2+z2)3/2.

Dann folgt

/ g(x,y,z)d(x,y,z):/ e r?sin@d(r, ¢, 0 / / / err 2sindf de dr
K {0<r<1} —7

1

1 K ™
1
:/ eTSTer-/ sin 6 dé - dp=-e” (= cos@) - 27
0 0 —n 3 o 0

~(3¢-3) D= (D) 2r = e,

Bemerkung 16.6 (Einige Formeln aus der Physik). Sei K C R3 eine (gutartige) Menge, 0: K — R
eine Dichteverteilung. Dann sind

\% */ d(z,y, 2) das Volumen von K,
M = / x,y, z)d(z,y, 2) die Masse von K.

Der Punkt (zs,ys,2s5) € R® mit

1

RV /x“’”@(x,y,Z)d(x,y,Z),
1

Ys = M/I(yg(zayvz)d(zayvz)7

1
25 1= M/KZQ(.’L',Q,Z)d(xayaz)

ist der Schwerpunkt von K.
Beispiel 16.7. Wir bestimmen den Schwerpunkt des Kugeloktanten mit Radius R

K:{(m,y,z)ERg:xZO,yZO,zZO, x2+y2+z2§R2},

wobei wir eine konstante Dichte o voraussetzen.

Die Masse M 1ist

w/2
M = / od(x,y, 2 fg/ / / r?sin @ df dp dr
w/2
:Q/ r2dr- / sinf df - / R3p- = - (—cosb)
0 2 0

1
= EWQRB (=0+1) = —7rgR3

Jetzt ermitteln wir die Koordinaten des Schwerpunkts, beginnend mit xg:

1 /2
xS:M/ zod(z,y,2) M/ / / rsinfcos g - r*sinf df de dr

M/ r3dr - / cospdy - /0 sin® 0 dé

0 4 /20 1. /2 o R 7 oR'7t-6 3R
-2 —R A2 = Zginfcosd _ e .1 _ o
Mgt osmel (2 g SVCST Ny T M 4 4T 16meR® 8
Genauso istyszzsz%.

17 Kurvenintegrale

Gegeben sei eine ,,geschwungene Linie im R? (oder R3)“, wofiir wir ab jetzt das Wort ,, Kurve“ verwenden
wollen und eine stetige Funktion o: R? — R. Wir stellen uns die Linie als einen Faden vor, der mit Masse
belegt ist, und diese Masse hat die Dichte o(z,y). Wir fragen uns nach der Gesamtmasse des Fadens.

Wir brauchen dafiir ein Verfahren, das uns die ,,Kurve®“ rechnerisch beschreibt.
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Definition 17.1. Sei [a,b] C R ein Intervall. Eine stetig differenzierbare Funktion v: [a,b] — R? heifit
Weg im R2.

Beispiel 17.2. (a) Ein kleines Parabelstiick wird beschrieben durch v: [0,1] — R? mit ~(t) = (¢,t3)7

(b) Es ist méglich, dafi verschiedene Wege v dieselbe Figur im R? erzeugen. Zum Beispiel wird der
rechte Halbkreis (im Uhrzeigersinn durchlaufen von 12 Uhr bis 6 Uhr) beschrieben durch den Weg

v: [0,7] - R, ww@“)

cost

aber er wird auch beschrieben durch den Weg

sl 0= (V7).

—t

All diejenigen Wege, welche dieselbe Figur erzeugen, nennen wir Kurve. Fiir die Durchfithrung der Rech-
nung (also beim Berechnen der Kurvenintegrale) ist es dann egal, welchen Weg 4 man nimmt zur Be-
schreibung der Linie, denn es kommt immer dasselbe Ergebnis heraus.

Definition 17.3 (Kurvenintegral erster Art). Seiy: [a,b] — R? ein Weg und o: R? — R eine stetige
Funktion. Dann definieren wir

‘/g@wh:zji oy (B) ()] dt

und nennen diesen Ausdruck Kurvenintegral (erster Art) von o entlang ~. Hierbei ist |v'(t)| die pytha-
gordische Linge des Vektors ~'(t).

Beispiel 17.4. Seiv: [0,1] — R? mit y(t) = (t,t*)T und o(x,y) = 2% +y. Dann rechnen wir wie folgt:

1
(2115)’ dt:/ 2t%\/1 + (2t)2 dt
t=0
=1
2\/1+4t2(1+8t2)7—lnt+ \/1+4t2>
~~~:§\/5—6—41n(2+x/5).

[elewmas= [ owpprwna= [ @+

t=0

Il
A~
%~

t=0

Es gibt noch eine zweite Art von Kurvenintegralen mit einer anderen physikalischen Interpretation: ist f
ein Kraftfeld im Raum (zum Beispiel das Gravitationsfeld der Erde, oder ein elektrostatisches Feld) und
~ ein Weg im R?, so kénnen wir die Frage aufwerfen, wieviel Energie es kostet, einen Korper entlang des
Weges 7 zu ziehen und dabei gegen die Kraft f zu arbeiten.

Definition 17.5. Sei vy: [a,b] — R3 ein Weg und f: R® — R? sei stetig. Dann definieren wir

/f da = fﬁ@%%@&

und nennen diesen Ausdruck Kurvenintegral (zweiter Art) von f entlang . Hierbei ist f(y(t))-~'(t) das
Skalarprodukt der beiden Vektoren f(y(t)) und ().

Man kann solche Kurvenintegrale natiirlich auch im R? anstatt des R? betrachten.

Beispiel 17.6. Sei v: [0,27] — R2, y(t) = (sin(t), cos(t)) und f(z,y) = (2vy,2?)". Dann ist

[ s ta= [ o= [ (5000, (o0

2 2m
= / (2sin(t) cos?(t) — sin(t) cos®(t)) dt = / sin(t) cos?(t) dt
t=0 t=0
1 27 1 1 1 1
3 s (t) o 3 cos (2m) + 3 08 (0) 3 + 3 0
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