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Einleitung

Herzlich willkommen im Physikstudium !

Zu jedem Physikstudium gehort ein Mathematikkurs, und dieser Versuch eines Vorworts soll beschreiben,
welche Ziele wir mit diesem Mathematikkurs anpeilen. Im Schnelldurchlauf: es sind etwas andere Ziele als
im gymnasialen Mathematikunterricht (wobei hier nicht erértert werden soll, ob der schulische Mathema-
tikunterricht sinnvoll konzipiert ist und ob er seine Ziele iiberhaupt erreicht).

Bekanntlich ist die Physik eine Wissenschaft. Das Gegenteil davon ist die Unwissenschaft, wie sie vertre-
ten wird von Wiinschelrutengédngern, Schamanen, Esoterikern und sonstigen verwirrten Personlichkeiten.
Zwischen Wissenschaftlern und Nichtwissenschaftlern besteht der ausschlaggebende Unterschied, dafl die
Wissenschaftler ihre Arbeitsmethoden prizise begriinden und ihre erzielten Ergebnisse rechtfertigen konnen,
und zwar (z.B.) auf folgenden Wegen:

Experiment: die Voraussagen einer Theorie werden gepriift (Arbeitsweise in der Experimentalphysik),

Theorie: eine Aussagen wird logisch prézise aus elementaren Prinzipien hergeleitet, die man als wahr
voraussetzt (Arbeitsweise in der theoretischen Physik und der Mathematik),

numerische Simulationen: das sind Rechenexperimente auf dem Computer, z.B. um eine Theorie zu
testen.

Da wir nun als Wissenschaftler wahrgenommen werden wollen, kommen wir nicht drumherum, diese An-
spriiche an wissenschaftliches Arbeiten auch gegen uns gelten zu lassen, woraus sich ein erster Unterschied
zum Schulunterricht ergibt:

Die schultypische Frage nach dem Wie (Wie verlduft der Rechenweg 7) wird ersetzt durch die Frage nach
dem Warum: Warum glaube ich eigentlich, daff mein Rechenweg mich {iberhaupt zum Rechenziel fithrt ?
Gelegentlich artet die Abiturvorbereitung aus in ein Antrainieren halbverstandener Rechenrituale; diese
Phase soll im Physikstudium nicht wiederkehren.

Was ist eigentlich Mathematik 7

Wie eben schon angedeutet, geht es in der Mathematik nicht um das Abspulen von immergleichen Rechen-
schemata, ganz im Gegenteil:

(a) Mathematik ist die Kunst, stumpfsinniges Rechnen zu vermeiden. Es gibt keinen Platz fiir héliche
Mathematik, genauso wie es keinen Platz gibt fiir héflliche Physik.

(b) Mathematik ist eine Wissenschaft, die Strukturen erforscht und durchschaubar macht.

Dabei strebt die Mathematik zuallererst nach Erkenntnis und versucht zu erklidren, warum die (von ihr
betrachtete Facette der hochst vielfiltigen) Wirklichkeit so ist, wie sie ist; und genau dasselbe gilt natiirlich
fiir jede andere Wissenschaft. Ein besonderes Merkmal einer jeden Naturwissenschaft ist es, dafl ein For-
scher! sich zwar ein bestimmtes Forschungsziel stellen kann, aber es ist zun#chst nicht klar, ob das Problem
iiberhaupt? l16sbar ist, ob man es selber schafft (oder ob jemand anders schneller ist), oder ob der gewihlte
Weg nicht vielleicht eine Sackgasse ist und man am Ende der miihseligen Plackerei mit leeren Hénden

Laus Griinden der sprachlichen Ubersichtlichkeit sind nur die maskulinen Personenbezeichnungen angefiihrt . . .

2 Ausnahme: Spielzeugprobleme, bei denen jeder ahnt, was herauskommt, und die nur Wenige interessieren

7



8 EINLEITUNG

dasteht. In der Schule ist das bekanntlich anders, denn dort bekommt man nur Aufgaben, die garantiert
mit dem vorher vermittelten Wissen losbar sind.

Kreative und phantasievolle Menschen sind klar im Vorteil, und es lohnt sich, ,,um die Ecke zu denken*!

Ein weiteres wichtiges Kennzeichen mathematischer Arbeit ist die Abstraktion. Das bedeutet, dafl man
bei einer Situation die Eigenschaften von allen beteiligten Objekten entsprechend der Kategorien wichtig
/ unwichtig sortiert, die unwichtigen wegwirft, damit die wichtigen klarer zu sehen sind (und damit das
Problem iiberhaupt erst einmal handhabbar wird). Ein Physiker macht genau das gleiche, wenn er sagt
,hierbei betrachten wir nur Punktmassen“. Bei Vektoren kann es zum Beispiel sein, daf} ihre Pfeil-Gestalt
wichtig ist (wenn man z.B. die Krifte auf einen Korper untersucht, dann ist die Veranschaulichung der
Kriifte als Pfeile vollig natiirlich). Man kann die Eigenschaft eines Vektors, ein ,,Pfeil“ zu sein, aber auch
wegwerfen, und lediglich die beiden Eigenschaften iibrigbehalten, dafl man Vektoren addieren kann, und
dafl man Vektoren mit einer Zahl multiplizieren kann (sowie einiger Rechenregeln fiir diese Operationen).
Genau dasselbe trifft aber auch auf Funktionen zu, denn diese lassen sich auch zueinander addieren bzw.
mit einer Zahl multiplizieren.

Wir diirfen also Funktionen als Vektoren ansehen !

Das ist ein Beispiel fiir einen Abstraktionsschritt. Und weil wir spétestens in der Quantenmechanik sowieso
dazu gezwungen sein werden, diesen Abstraktionsschritt (Funktionen als Vektoren anzusehen) zu vollziehen,
wollen wir den Gedanken Vektor = Pfeil gar nicht weiter verfestigen (dann miifiten wir spéter umlernen)
und arbeiten in diesem Kurs fast von Anfang an mit abstrakten Vektoren (ab Kapitel 2).

Wir schauen uns noch ein Beispiel an fiir ,,Funktionen als Vektoren*:

e Wir betrachten eine Funktion, die aus einer reellen Zahl eine reelle Zahl macht. Bekanntlich kann
man von einer solchen Funktion Minima suchen, indem man die Ableitung gleich Null setzt.

e Jetzt betrachten wir eine Funktion, die aus einer Funktion eine reelle Zahl macht. Aus Griinden der
sprachlichen Klarheit redet man besser von einem Funktional, und das wichtigste Beispiel ist vielleicht
das Wirkungsfunktional aus der Theoretischen Mechanik. Viele Bewegungsgesetze der Mechanik (z.B.
alles vom Typ F' = ma) folgen aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Und wie sucht man nun Minima
des Wirkungsfunktionals ? Durch Nullsetzen der Ableitung (was auch immer das ist), wobei die
eingesetzten Argumente des Wirkungsfunktionals jetzt keine Zahlen x € R sind, sondern Funktionen
aus einem unendlichdimensionalen Funktionenvektorraum.

Ein wenig hochtrabend formuliert, benutzt die Theoretische Mechanik also die Differentialrechnung in
unendlichdimensionalen Funktionenvektorrdumen, und dafiir wollen wir mit diesem Mathematikkurs die
Grundlagen zu legen versuchen.

Mit etwas Gliick kann es dann auf dem Wege der Abstraktion gelingen, Gemeinsamkeiten zwischen Dingen
zu entdecken, die weit entfernt voneinander scheinen, und schon hat man ein wenig besser erkannt, wie die
Welt aussieht und was deren Zusammenhénge sind.

Methodische Konsequenzen

Es ist praktisch nicht durchfithrbar, sich im Studium auf jede Eventualitit des spéteren Berufslebens
vorzubereiten und sich fiir jede auftretbare Situation ein paflgenau zugeschnittenes Rechenschema zurecht-
zulegen. Dafiir ist die uns umgebende Welt einfach zu vielgestaltig. AuBerdem ist das Gedéachtnis gar nicht
in der Lage, mehrere hundert isolierte Einzelinformationen abzuspeichern, wenn diese nicht untereinander
vernetzt sind. Viel wichtiger ist es, inhaltliche Zusammenhénge zu erkennen, auch damit der Lernstoff ein
assoziatives Netz bildet, das sich erheblich einfacher einprigen wird. Die im Skript aufgefiithrten Beweise
sind anhand des Kriteriums ausgewéhlt worden, ob sie inhaltliche Zusammenhénge beleuchten und somit
ein tieferes Verstindnis ermoglichen (und eine akzeptable Linge aufweisen).

Bei den Hausaufgaben treten also Rechenaufgaben mit Zahlen in den Hintergrund. Kreativitdt und Phan-
tasie sind gewiinscht, weshalb bei einigen Hausaufgaben nicht sofort ersichtlich ist, wie der Losungsweg
aussieht; noch dazu kann es mehrere Wege zur Losung geben. Wenn man sich ungliicklicherweise verirrt,
kann die Losung womdoglich lang und etwas héfilich sein (aber das merkt man natiirlich).



EINLEITUNG 9
Garantie: Die 4 Aufgaben eines Hausaufgabenblattes sind auf etwa 6 Seiten ldsbar.

Das hingt natiirlich von der Schriftgrofie ab, aber wenn Sie mehr als 8 Seiten brauchen, machen Sie sicherlich
etwas falsch, und wenn Sie weniger als 4 Seiten bendtigen, machen Sie eventuell etwas falsch.

Am Ende eines jeden Kapitels sind Schliisselbegriffe aufgelistet. Diese heiflien deshalb so, weil sie eine
Schliisselbedeutung haben fiir das Verstdndnis des Skriptinhalts. Demnach sollten Sie diese Begriffe ver-
standen haben, also: Definition wiedergeben koénnen, Eigenschaften beschreiben und Querverbindungen zu
anderen Begriffen benennen. Mit diesen Begriffen sollten Sie so vertraut sein, da Sie die kurzen Bewei-
se verstehen und bei den ldngeren Beweisen (es sind eher wenige) auf jeden Fall die zentralen Gedanken
angeben kénnen.

Wie 16st man Hausaufgaben 7

Weil das Wichtigste am Studium nicht etwa die Vorlesungen sind, sondern die eigensténdige Auseinander-
setzung mit dem Lernstoff, kommen hier noch einige Anmerkungen zu den Hausaufgaben.

Lassen Sie sich von IThrem UnterbewuBtsein helfen. Dieses braucht allerdings seine Aufwarmzeit, und es
muf} wissen, wobei es eigentlich helfen soll, und es ist auch nicht zuverlassiger als die Eisenbahn.

Sie sollten also so schnell wie moglich die Aufgabe verstehen. Dazu besorgen Sie sich von allen vorkommen-
den mathematischen Fachbegriffen die exakte Bedeutung, also die Definition. Diese finden Sie im Skript
und in Biichern (meistens mit einem Index ausgestattet); nur eingeschrinkt empfehlenswert ist Wikipe-
dia. Tragen Sie alle Eigenschaften dieser Begriffe zusammen, die Sie finden. Stellen Sie sicher, dafl Sie die
zusammengetragenen Dinge auch verstanden haben (hierbei sind ggf. Skizzen oder evtl. Zahlenbeispiele
brauchbar).

Nun miifiten Sie ein solides Verstdndnis dessen haben, worum es in der Aufgabe eigentlich geht. Wenn es sich
um eine Rechenaufgabe handelt, ist jetzt nicht mehr allzuviel zu tun (die abiturtypischen Rechentechniken
setzen wir als gefestigt voraus).

Falls es um einen Beweis geht: driicken Sie Voraussetzungen und Behauptung mit Ihren herausgeschriebenen
Definitionen aus (formulieren Sie also um). Da Sie die Aufgabenstellung jetzt verinnerlicht haben, kénnen
Sie also beim Schlangestehen im Supermarkt driiber nachdenken oder bei jeder anderen Gelegenheit. Echte
Zahlenbeispiele konnen hilfreich sein zur Ideenfindung, Taschenrechnerexperimente ebenfalls. Werden Sie
kreativ (ab dieser Stelle gibt es kein Kochrezept mehr, wie auch ? Es geht ja schlielich um Phantasie, und
wenn es dafiir ein Schema zum Abspulen gibe, dann wiirden wir wahrscheinlich in einer langweiligen Welt
leben).

Diese Suche nach einer Stelle, wo man ansetzen kann, ist vielleicht miihselig, aber fiir den Lerneffekt
unverzichtbar. Eine abgeschriebene Losung haben Sie binnen 10 Tagen vergessen, aber Sie werden sich
monatelang an den Moment erinnern, als nach lingerer Anstrengung endlich der Groschen fiel. Der Schwung
dieses Erfolgs wird Sie durch das ganze Semester tragen. Es lohnt sich ! Eine selbstgefundene Losung ist
soviel wert wie 10 abgeschriebene. Wer abpinselt, tut sich selbst keinen Gefallen und studiert einfach nur
ineffizient.

Nach einiger Zeit haben Sie also eine mutmafliche Losung erhalten. Womoglich ist der Gedankengang
etwas zickzackig (das geht den professionellen Mathematikern und Physikern genauso), eventuell findet Thr
Unterbewufltsein dann am nichsten Tag? eine Idee, wie man ihn begradigen kann.

Wenn Sie schon im Team arbeiten, kénnen Sie ja so vorgehen, dafl jeder einzeln fiir sich die Losung sucht
und danach beide Varianten verglichen werden. Vielleicht kann man beide Wege zu einem zusammenfiigen,
der schoner ist. Oder Sie lesen bei Threm Kommilitonen Korrektur (es hinterldfit einen schiefen Eindruck,
wenn in einer Woche auf einmal 7 Physikstudenten der Meinung sind, dafl i + i = % 1). Falls Sie im
Team auf gemeinsamem Blatt abgeben, seien Sie nicht iiberrascht, wenn die Ubungsleiter dann strengere

Bewertungsmafstibe anlegen, als wenn Sie alleine abgegeben hétten.

Achten Sie auf die duflere Form IThrer Losung. Die Losung soll so klar dargestellt werden, dafl auch ein Le-
ser, der weder Aufgabe noch einen korrekten Losungsweg kennt, erkennen kann, was eigentlich hier los ist.
Korrektoren sind dankbar, wenn sie nicht gedréangt sind, irgendwelche hingekritzelten Gedankenfragmen-
te mithsam zusammenzupuzzlen, sondern wenn die Losung ein richtiger Text ist mit syntaktisch korrekten

3im Ubrigen werden die meisten Texte besser, wenn man sie mit einigem zeitlichen Abstand noch mal neu schreibt
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Sétzen der deutschen Sprache. Die Kunst, sich im ganzen Satz gut auszudriicken, ist bemerkenswert schwie-
rig, sodaB man frithestmoglich mit dem Uben anfangen sollte. Es ist durchaus wahrscheinlich, daf Sie Thre
Hausaufgabenzettel spéter noch ein mal benétigen werden, und dafiir wére es dann nutzvoll, die Lésungen
so klar und einleuchtend aufgeschrieben zu haben, dafl Sie diese auch nach einem halben Jahr noch ziigig
verstehen.

Rechentechnische Hinweise

Jede Rechnung dient einem bestimmten Zweck.

Oft moéchte man mit der Rechnung irgendwelche Ergebnisse ermitteln und diese dann woanders weiter-
verwerten. In einem solchen Fall ist es ein natiirlicher Wunsch, die Rechnerei nicht ldnger zu haben als
angemessen.

Es kann aber auch sein, dafl der Rechenweg selbst aufschlufireich ist und einige Zusammenhénge beleuchten
kann. Das funktioniert natiirlich nur, wenn man beim Rechnen kein unentwirrbares Gleichungsspaghetti
fabriziert hat.

In beiden Féllen lohnt es sich, 6konomisch zu rechnen.

Generell gilt dabei: wenn eine Gleichungsumformung keinen benennbaren Nutzen hat — weglassen oder
zumindest so weit wie moglich hinauszogern. Spezieller heifit das zum Beispiel: Unterdriicken Sie den Reflex
»Ich multipliziere erst mal alles aus“.

3x+7
(z+2)?

Ausmultiplizieren sémtlicher Klammern und die Regel (%)" = % fithren auf

Als instruktives Beispiel suchen wir Wendepunkte von f = f(z) = durch Nullsetzen von f”. Fleifliges

, —322 — 14z — 16
fl@) = — 3 2 ’
x* + 8x3 + 24x2 + 32z + 16
(@) 62° + 662 + 28823 + 62422 4+ 6722 + 288
xTr) =

28 + 1627 + 11226 + 44825 4+ 112024 + 179222 + 179222 + 1024z + 256

und nun stecken wir fest, denn die Gleichung f”(z) = 0 bekommen wir nicht geldst.

Das ist einfach keine Mathematik mehr, denn der Versto gegen Prinzip (a) ist offensichtlich (kein Mathe-
matiker oder Physiker mit #sthetischem Gespiir rechnet freudvoll einen Monsterterm wie (—3z% — 142 —
16) - (x* + 83 + 2422 + 322 + 16) — (=322 — 142 — 16) - (v* 4 823 + 2422 + 322 + 16) aus. Abgesehen davon
ist die Wahrscheinlichkeit von Rechenfehlern viel zu hoch.).

Es liegt aber auch ein Verstofl gegen Prinzip (b) vor, denn der Bruch fiir f”(x) enthilt eine verborgene

Struktur, die jedoch aufgrund der mifllungenen Darstellung unsichtbar ist. Oder ist Ihnen etwa aufgefallen,
daB man diesen Bruch kiirzen kann durch z* + 822 + 2422 + 322 + 16 ?!

Wenn man stattdessen das komplett iiberfliissige Ausmultiplizieren des Nenners sein lif3t und jede Gele-
genheit zum Kiirzen sofort nutzt, bekommt man auf wesentlich schnellerem Wege

=3z -3 ~ 6z +18

T A

Weitere Tips:

Nutzen Sie bei Zwischenergebnissen, wann immer es sich anbietet, die Moglichkeit zur Zwischenprobe, und
zwar auf einem anderen Wege. Wenn Sie solche anderen Zugénge gezielt suchen, trainieren Sie gleichzeitig
Thren Durchblick durch die Mathematik, und auf den kommt es ja an.

Gewdohnen Sie sich Uberschlagsrechnungen im Kopf an; Sie werden schneller sein als der Taschenrechner.

Formulieren Sie mit Worten, was Sie tun wollen, und schreiben Sie das dann auch hin. Es sollen keine
Romane sein, eine Anmerkung der Form ,,Setze Gleichung (x) in (xx) ein und 16se nach y auf* reicht véllig,
tut Wunder und begliickt den Leser, weil die Struktur Threr Arbeit sichtbar wird.

Viel Erfolg !



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Wiederholung aus der Schulanalysis

1.1.1 Reelle Zahlen

Wir listen einige bekannte Eigenschaften der reellen Zahlen auf:

Seien a, b, ¢, d € R beliebig. Dann haben wir:

Kommutativitit der Addition: a+b=0b+a
Assoziativitit der Addition: (a+b)+c=a+ (b+¢)
0 ist neutrales Element fiir die Addition: 0 +a=a+0=a

Subtraktion: Jede Gleichung a + x = b (mit gegebenem a, b) ist losbar, die (eindeutige) Lésung x wird
geschrieben als z = b — a.

Kommutativitdt der Multiplikation: a-b=0b-a
Assoziativitit der Multiplikation: (a-b)-c=a-(b-¢)
1 ist neutrales Element fiir die Multiplikation: 1-a=a-1=a

Division: Jede Gleichung a -z = b (mit gegebenem a, b; jedoch a # 0) ist losbar, die (eindeutige) Losung
x wird geschrieben als x = b/a.

Distributivgesetz: Addition und Multiplikation sind verzahnt geméfl der Regel (¢ +b)-c=a-c+b-c.
Bemerkung 1.1. Man sagt auch, dafi die Menge der reellen Zahlen, gemeinsam mit den Operationen

(+,), einen Korper bildet. Weitere Beispiele fiir Korper sind die rationalen Zahlen oder die gebrochen-
)

rationalen Funktionen (also Funktionen der Form f = f(x) = qg), wobei p und q Polynome sind).

Auflerdem haben wir noch eine Ordnungsrelation <, mit folgenden Eigenschaften:

Reflexivitit: Esist a < a.
Antisymmetrie: Wenn a < b und b < a, dann ist a = b.

Transitivitdt: Wenn a < b und b < ¢, dann auch a < c.
Und diese Ordnungsstruktur ist verzahnt mit der Korperstruktur auf folgende Weise:

Addition von Ungleichungen: Wenn a < b und ¢ < d, dann ist auch a +c¢ < b+ d.

Multiplikation von Ungleichungen mit nichtnegativen Zahlen: Wenn a < b und 0 < ¢, dann ist
ac < be.

11



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Warnung 1.2. Man darf zwar 2 Ungleichungen addieren, aber nicht voneinander abziehen oder durchein-
ander diwvidieren, oder mit negativen Zahlen multiplizieren.

Bekanntlich kann man die reellen Zahlen als Punkte auf der Zahlengeraden darstellen, und in dieser Form
wird der Abstand zweier reeller Zahlen a, b auf der Zahlengeraden gegeben durch |a — b|. Insbesondere stellt
|a| den Abstand des Punktes a vom Ursprung dar. Der Betrag hat folgende 3 Eigenschaften:

e Es ist stets |a| > 0; und |a| = 0 genau dann, wenn a = 0.
e Esist |a-b| =|al-|b|.
e Wir haben die Dreiecksungleichung: |a + b| < |a| + |b|.

Bemerkung 1.3. Diese 8 Eigenschaften werden uns spdter in anderen Zusammenhdngen noch dfters
begegnen; wir werden dann sagen, dafl eine Norm vorliegt.

1.1.2 Funktionen

Zu einer Funktion f gehoren zwei Dinge:

e cin Definitionsbereich Dy C R. Wenn man den Definitionsbereich veréndert (zum Beispiel verkleinert),
dann erhélt man eine andere Funktion.

e cine Vorschrift, wie die x aus dem Definitionsbereich in den Wertebereich abgebildet werden.
Beispiele fiir Funktionen sind:

e Polynome; der Definitionsbereich ist ganz R,

e gebrochen rationale Funktionen f = f(z) = g(x)/h(z) mit Polynomen g und h; der Definitionsbereich
ist R\ {Nullstellen von h},

e die Winkelfunktionen sin und cos,

e die Logarithmusfunktionen (definiert auf R ).

Eine wichtige Eigenschaft von Funktionen ist die Stetigkeit. Wenn wir sagen, daf3 eine Funktion f im Punkte
x( stetig ist, dann meinen wir im wesentlichen folgendes:

Wir kénnen den Abstand von f(z) und f(zo), das heilt den Wert | f(x) — f(x0)|, beliebig klein bekommen,
wenn wir dafiir sorgen, daf§ der Abstand von x und zg, also |z — x|, nur klein genug ist (eine genauere
Definition kommt spéter).

Die oben genannten Funktionen sind stetig {iberall dort, wo sie definiert sind.

Beispiele fiir Unstetigkeiten sind Sprungstellen oder Polstellen. Es gibt aber noch weitere Typen von Un-
stetigkeiten.

Eine weitere wichtige Eigenschaft einer Funktion ist die Differenzierbarkeit. Anschaulich gesprochen, ist eine
Funktion f im Punkte ¢ € Dy differenzierbar, wenn der Graph der Funktion in (zo|f(x0)) eine Tangente
hat, die nicht vertikal verlduft. Dann kann diese Tangente als Graph einer linearen Funktion

t=t(x) = f(zg) + Az — z0), =z €R,

interpretiert werden. Der Anstieg A dieser linearen Funktion heifit Ableitung von f in x¢ und wird geschrie-
ben als

A:%(zo) oder A= f'(xg).

Etwas exakter formuliert, ist die Funktion f in zg differenzierbar genau dann, wenn der Grenzwert des
Differenzenquotienten vorhanden ist, das heif3t

i @) = S(a0)

T—x0 Tr — X9

existiert.
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Der Wert dieses Grenzwertes ist dann gleich A.
Jede differenzierbare Funktion ist stetig.

Die meisten aus der Schule bekannten Funktionen (Polynome, gebrochen rationale Funktionen, Winkelfunk-
tionen, Exponentialfunktionen, Logarithmusfunktionen) sind iiberall dort, wo man sie sinnvoll definieren
kann, differenzierbar. Die Wurzelfunktionen und die Betragsfunktion f = f(z) = |z| sind im Nullpunkt
nicht differenzierbar.

Die Rechenregeln fiir die Ableitung (Produktregel, Kettenregel usw.) sowie die Formeln fiir die Ableitungen
der elementaren Funktionen wollen wir als bekannt voraussetzen.

Wenn die Ableitung f’ einer Funktion f stetig ist, dann heif3t f stetig differenzierbar. Wenn diese stetige
Ableitung f’ wiederum differenzierbar ist, dann nennt man f zweimal differenzierbar, und die Ableitung
von f’ wird mit f” bezeichnet. Wenn diese zweite Ableitung f” stetig sein sollte, dann nennen wir f zweimal
stetig differenzierbar, und so weiter. Wenn sémtliche Ableitungen existieren und stetig sind, dann heifit f
unendlich oft differenzierbar.

Frage: Was sind die Unterschiede (in grammatischer und in mathematischer Hinsicht) zwischen den beiden
folgenden Formulierungen:

e Sei f eine stetig differenzierbare Funktion.

e Sei f eine stetige, differenzierbare Funktion.

Jede stetige Funktion ist auch integrierbar, das heift, man kann bestimmte und unbestimmte Integrale
bilden. Darunter verstehen wir das folgende:

Sei das Intervall [a, b] im Definitionsbereich der stetigen Funktion f enthalten. Dann wird der Flidcheninhalt
derjenigen Fliche, die von der x—Achse, dem Graphen der Funktion f und den Geraden z = a und x = b
eingegrenzt wird, als bestimmtes Integral von f iber dem Intervall [a,b] bezeichnet:

A= /:_af(x)d:c.

Dies ist lediglich eine anschauliche Beschreibung, die fiir die ersten Zwecke jedoch ausreicht. Spéter werden
wir eine exakte Definition nachreichen; insbesondere werden wir dann umgekehrt vorgehen: der Flichenin-
halt wird definiert mit Hilfe des bestimmten Integrales.

Das unbestimmte Integral [ f(x)dz bezeichnet die Menge aller derjenigen Funktionen F' = F(xz), deren
Ableitung F'(z) gleich f(x) ist. Solche Funktionen F heiflen Stammfunktionen.

Die Beziehung zwischen Differenzieren und Integrieren wird durch den folgenden Satz hergestellt, der besagt,
daf jedes bestimmte Integral mit variabler oberer Grenze eine Stammfunktion ist.

Satz 1.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f eine stetige Funktion und
[a,b] C Dy. Sei F = F(z) die Funktion, die auf [a,b] definiert ist und durch

F(z) = /t Ft)dt

gegeben wird. Dann ist F differenzierbar, und es ist F'(x) = f(x) fir jedes x € [a,b].

1.2 Die komplexen Zahlen

1.2.1 Zur Einstimmung: Die Cardanische Formel

Wir schauen uns die Gleichung
2+ pr+qg=0 (1.1)

an. Hierbei sind p und ¢ gegebene reelle Zahlen, und wir suchen reelle Losungen z. Fiir solche kubischen
Gleichungen gibt es ein Losungsverfahren, das nach GERONIMO CARDANO (1501-1576) benannt ist:

Sei D = (5)% +(

N

)2 und w = { -2+ v/D. Dann wird eine Losung gegeben durch

ry =w —

s
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Durch naiv—unbekiimmertes Einsetzen kann man nachrechnen, dafl diese Zahl z; tatséichlich eine Losung
von (1.1) ist.

Wenn man den zu dieser Losung gehorenden Linearfaktor (z — x1) abdividiert, also die Polynomdivision
(23 +px+q) : (r—x1) durchfithrt, kommt man zu einem quadratischen Polynom mit bis zu zwei Nullstellen
22 und z3. Insgesamt hat die Gleichung (1.1) dann maximal 3 Losungen x1, 22 und z3.

Wir probieren dieses Verfahren mal an einem Beispiel aus:

2 20
3
gk
SR AT
Wir kommen auf D = %g und w = % v/10 + v/108. Dies ist eine irrationale Zahl, aber wenn wir daraus

dann z; berechnen, dann heben sich die Irrationalititen mysteridserweise heraus und wir finden

2
xr, = g,
was auch tatséchlich eine Losung der kubischen Gleichung ist, wie man durch eine Probe feststellt. Abdivi-
dieren des Linearfaktors (z — %) fiihrt uns zum quadratischen Polynom 22 + %x + %, welches keine reellen
Nullstellen hat.

Als weiteres Beispiel betrachten wir
2% — 63z + 162 = 0. (1.2)

Dann ist p = —63, ¢ = 162, und fiir w erhalten wir

w = 1/ —81 4+ v/=2700.

Und hier ergeben sich mindestens zwei Probleme:

e was soll v/—2700 sein,

e wenn wir eine Deutung von 4/—2700 gefunden haben sollten, was ist dann die dritte Wurzel aus
—81 4 /—2700 ?

Wir kénnten uns jetzt auf den Standpunkt stellen, dafl diese Formeln keinen Sinn haben, und die Gleichung
(1.2) eben keine einzige Losung hat. Aber verwirrenderweise gibt es Losungen, und zwar gleich drei, néamlich
die reellen Zahlen 3, 6 und —9, wie man leicht nachrechnet.

CARDANO und viele seiner Kollegen in den nachfolgenden Jahrhunderten gewannen den Eindruck, dafl es
niitzlich sein kann, mit solchen Ausdriicken zu rechnen. Allerdings gelang es lange nicht, Terme der Form
v/ —2700 zu interpretieren. Man meinte, dal Quadratwurzeln aus negativen Zahlen ,nur in der Einbildung*
existieren, und bezeichnete solche Zahlen demzufolge als imagindre Zahlen, im Gegensatz zu reellen Zahlen,
die eine Entsprechung in der Wirklichkeit haben.

Drei Jahrhunderte spéter, 1831 durch CARL FRIEDRICH GAuss (1777-1855) und 1837 durch WiLLIAM R.
HaMILTON (1805-1865), gelang es endlich, diese imagindren Zahlen exakt und logisch sauber einzufiihren.
Das sollten wir jetzt auch tun.

1.2.2 Die komplexen Zahlen

Definition 1.5. ! Unter einer komplezen ZahP z verstehen wir ein geordnetes Paar (z,y) € R?. Wir
bezeichnen = als Realteil® und y als Tmaginérteil* der komplexen Zahl z = (z,v); dafiir schreiben wir:

x =Rz, y = 3z,

Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet.

IEinige Worte zur Typographie: Definitionen und Sitze sind in italics gesetzt. Innerhalb einer Definition steht der zu
definierende Begriff in aufrechten Lettern. Definitionen und Sétze sind dort zu Ende, wo der Textsatz in italics authort. Das
Ende eines Beweises markieren wir mit [J.

2auf Englisch: complex number

3real part

4imaginary part



1.2. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN 15

Wir sagen, dafl zwei komplexe Zahlen z = (z,y) und w = (u,v) gleich sind, wenn sie in ihren Realteilen
bzw. Imaginérteilen iibereinstimmen, das heifit + = v und y = v.

Komplexe Zahlen kann man addieren und multiplizieren, und zwar wie folgt:

Definition 1.6. Seien z = (x,y) und w = (u,v) komplexe Zahlen. Dann definieren wir die Summe z + w
und das Produkt z - w als

z4+w:= (z+u,y+v), z-w = (xu — yu, zv + yu).

Wir vermerken kurz, da§ (0,1) - (0,1) = (—1,0).

Lemma 1.7. ° Addition und Multiplikation komplezer Zahlen sind kommutativ und assoziativ. Auferdem
gilt das Distributivgesetz. Die komplexe Zahl (0,0) ist neutrales Element fiir die Addition, und die komplexe
Zahl (1,0) ist neutrales Element fiir die Multiplikation.

Das bedeutet in Formeln: fiir beliebige (p,q), (z,y), (u,v) € C gilt:

Beweis als Ubungsaufgabe.
Es ist klar, wie man die Subtraktion als Umkehrung der Addition einfiihrt: ndmlich komponentenweise.

Es fehlt uns blofl noch die Division, um zu zeigen, daf§ die komplexen Zahlen ebenfalls einen Kérper bilden,
siehe auch Bemerkung 1.1. Wir verschieben die Einfithrung der Division fiir einen Moment. Als Vorbereitung
schauen wir uns vorher erst diejenigen komplexen Zahlen genauer an, deren zweite Komponente Null ist:

Lemma 1.8. Es ist

Beweis als Ubungsaufgabe.

Wir beobachten, daf} die komplexen Zahlen mit verschwindender® zweiter Komponente sich wie reelle Zahlen
verhalten. Es ist z.B. 5+ 7 = 12 und (5,0) + (7,0) = (12,0). Anstelle von (z,0) kénnten wir in Zukunft
einfach x schreiben und somit Tinte sparen.

Jede reelle Zahl kann als komplexe Zahl interpretiert werden.

Wir definieren:

Definition 1.9. Die komplexe Zahl (0,1) wird als imaginire Einheit” i bezeichnet,

i:=(0,1).
Weiterhin rechnet man nach, da8 fir z = (z,y) gilt:

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (x,0) + (0,1) - (,0).

In unserer neuen Schreibweise lautet das z =« +1i-y.

5 Ein Lemma ist ein kleiner Satz oder oft auch ein Hilfssatz. Die nach Bedeutung abgestufte Folge der beweisbaren
mathematischen Aussagen lautet Theorem, Satz, Lemma.

6 Wir sagen, daf8 eine Zahl verschwindet, wenn sie Null wird.

Timaginary unit
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Die Formel (0,1) - (0,1) = (—1,0) kann man also auch schreiben als
i-i=—1.
Und, allgemeiner, die Formeln fiir die Addition und Multiplikation lauten in der neuen Schreibweise:

z4+w=(r+iy) + (u+iv) = (x + u) +i(y + v),
z-w=(zx+1iy) - (u+1iv) = (zu — yv) + i(zv + yu).

Wir rechnen also wie gewohnt und beachten dabei lediglich die Sonderregel i2 = —1.

Bevor wir zur Division kommen, brauchen wir noch 2 Begriffe:

Definition 1.10. Sei z = (x,y) € C eine komplexe Zahl. Dann heifst
Z:=(x,—y) =x—1ly

die komplex konjugierte Zahl® zu z, und

heifit Betrag? von z.

Man zeigt schnell, dafl die folgenden Rechenregeln gelten:

Satz 1.11. Seien z = (z,y) und w = (u,v) komplexe Zahlen. Dann gilt:

zt+w=72+w,
Z-w=7%z- w,
zZ =2z,
z-Z = (|z]*,0).

In Worten zusammengefafit: es ist egal, ob wir zuerst konjugieren und dann addieren (multiplizieren), oder
umgekehrt. Diese beiden Regeln kénnen wir auch als kommutative Diagramme veranschaulichen:

- — - —
o] —— @ F] —— [E3
I !

zZ-w

—

zt+w
rHw] —— | _ - 2 w] ——
= ?

- +w =Z-w

Das Fragezeichen ist dabei als Platz—Freihalter zum Einsetzen zu lesen. Wir bezeichnen ein Diagramm als
kommutativ, wenn jeder Pfad von der Ecke links oben zur Ecke rechts unten das gleiche Ergebnis liefert.

Die letzte Regel in Satz 1.11 bedeutet, dafl das Produkt aus einer komplexen Zahl und ihrer Konjugierten
stets reell ist.

Satz 1.12. Die Betragsfunktion erfillt die Figenschaften einer Norm (siehe Bemerkung 1.3). Das heifit:

|z| > 0; |z] =0 genau dann, wenn z = (0,0),
|2 - w| = |z] - ],

|2+ w| < |z[ + Jwl.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

8complex conjugate

9absolute value
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Die erste und die letzte dieser Eigenschaften sind geometrisch unmittelbar einsichtig, wenn man sich die
komplexen Zahlen (die ja geordnete Paare reeller Zahlen sind) als Vektoren in der Ebene vorstellt. Der
Betrag einer komplexen Zahl ist nichts anderes als die geometrische Liange des zugeordneten Vektors.

Nun zur Division. Gegeben sind zwei komplexe Zahlen w = u + iv und » = p + ig, und gesucht ist deren
Quotient z = x + iy, also soll gelten

ez =w.
Wir multiplizieren mit 7:

Fow=r-(r-2)=F-7)-z2=|r]* 2= 7 (z+iy) = |r|?z +i(]r*y).
Jetzt nutzen wir aus, dafl wir auf der ganz linken Seite eine bekannte komplexe Zahl stehen haben:

Tow=(p+ig) - (u+iv) = (p—iq) - (u+iv) = (pu+ qu) +i(pv - qu).
Wir vergleichen Real- und Imaginérteil in den beiden Formelzeilen:

pu+qu pv —qu
R

Das Ganze wird vielleicht etwas einsichtiger in folgender Schreibweise:

r pHig (pt+igp—ig) p?+ ¢ PP+ pr4g?

w_utiv  (utiv)p—ig) _ (putgqu) +ilpv—qu) _putqv , pv—qu

Damit haben wir gezeigt, dafl die Menge der komplexen Zahlen, zusammen mit der Addition und der
Multiplikation, einen Korper bildet, was nichts anderes heifit, dafl wir mit den 4 Grundrechenarten umgehen
konnen, wie wir es gewohnt sind.

Leider ist es nicht moéglich, auf C eine Ordnungsrelation zu definieren, die sich mit den Rechenoperationen
vertrigt (warum 7).

Wir wenden uns nun nochmal der geometrischen Veranschaulichung der komplexen Zahlen als Vektoren
(bzw. Punkte) der zweidimensionalen Ebene zu. Wir bezeichnen die horizontale Achse als reelle Achse, und
die vertikale Achse als imagindre Achse. Durch Hinschauen stellen wir dann fest, daf fiir jede komplexe
Zahl z # 0 gilt:

Rz = |z| cos ¢, Sz = |z| sin .
Hierbei bezeichnet ¢ den Winkel zwischen dem positiven Teil der reellen Achse und dem Vektor, der zu z
gehort. (Ab jetzt wollen wir (aus sprachlichen Griinden) meistens nicht mehr unterscheiden zwischen einer

komplexen Zahl und dem Vektor, der diese komplexe Zahl geometrisch veranschaulicht.) Dieser Winkel ¢
wird auch als Argument von z bezeichnet.

Was passiert bei Addition und Multiplikation ?
Man sieht schnell, dafl die Addition komplexer Zahlen der gewdhnlichen Vektoraddition entspricht.
Fiir die Multiplikation betrachten wir zwei komplexe Zahlen
z=x+1iy = |z|(cosp +ising), w =wu-+iv=|w|(cosy + isin)),
und erhalten aus den schulbekannten Additionstheoremen, dafl
z-w = |z|(cos p +ising) - |w|(cos ) + isin))
= |z| - |w|((cos ¢ cos 1y — sin psin ) + i(cos @ siny + sing cos 1))
= [2| - [w|(cos(¢ + ) +isin(p + ).
Das Produkt von z und w ist also eine komplexe Zahl, deren Betrag gleich dem Produkt der Betriage von
z und w ist; und das Argument von z - w ist gleich der Summe der Argumente von z und w.

Die Multiplikation komplexer Zahlen entspricht einer Drehstreckung.

Interessant ist noch der Fall z = w, dann haben wir
2% = |2|?(cos(2¢) + isin(2¢)), wenn z = |z|(cos ¢ + isin p).

Mittels vollstdndiger Induktion bekommen wir die sogenannte Formel von Moivre (ABRAHAM DE MOIVRE,
1667-1754):

2" = |z]"(cos(ny) +isin(ny)), wenn z = |z|(cosp + ising) und n € N.
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1.2.3 Funktionen komplexer Zahlen

Genauso wie man Funktionen von reellen Variablen definieren und untersuchen kann, kann man dies auch
mit Funktionen von komplexen Zahlen tun.

Einfache Beispiele fiir solche Funktionen sind Polynome,
P(2) =an2" +an_12" '+ -+ a1z4+ay, neN,

mit Koeffizienten a; € C und Definitionsbereich C.

Ein anderes — und sehr wichtiges — Beispiel ist die komplexe Exponentialfunktion. Bekanntlich erfiillt die
herkémmliche Exponentialfunktion die Beziehungen

_ 1
'€I2; e " = z1 ) 021
et1

efitr2 — 71

fiir beliebige reelle x1, s € R.

Definition 1.13. Sei z = z + iy € C eine kompleze Zahl. Dann definieren wir

e* = e .= e¥(cosy +isiny).

Diese komplexwertige Funktion mit Definitionsbereich C heiffit komplexe Exponentialfunktion.

Spiter werden wir eine andere Definition bevorzugen, vgl. Definition 5.70. Weiterhin ist e* 1% im Moment
einfach nur eine Schreibweise. Wir denken ausdriicklich nicht daran, eine Zahl e ~ 2.71828... in die
(z + iy)-te Potenz zu erheben, denn eine solche Potenz ist anschaulich kaum vorstellbar.

Satz 1.14. Die komplexe Exponentialfunktion hat die folgenden Figenschaften: '°

el =1

et =e*.e% 2 weC,

)

1
e=—, zeC
e

Beweis. Wir haben €% = %10 = ¢%(cos 0 +isin0) = 1(1 + 0) = 1.
Seien nun z = x + iy und w = w + iv. Dann ist einerseits

et = @ WHW+) — oTHU (co5(y + v) 4 isin(y + v)),

andererseits, wegen der Additionstheoreme fiir die Sinus- und Kosinusfunktionen,

e eV =e"(cosy +isiny)e”(cosv + isinwv)

= e"((cosy cosv — sinysinv) + i(cosysinv + siny cosv))

= " (cos(y + v) +isin(y +v)).

Also ist T = 7 - ¥,
Und die dritte Beziehung beweist sich jetzt fast von selbst:

1=e%=e*T(2) =% . 72,
O

Wenn wir annehmen, daf z den Realteil Null hat (also eine sogenannte rein imagindre Zahl ist), dann folgt
die Beziehung

e = cosy +isiny, y € R.
Falls wir hier y = 7 setzen, entsteht die berithmte Gleichung

e +1=0,

10 die Schreibweise ,,... ,z,w € C“ am Ende der zweiten Formelzeile soll ausdriicken, da die vorher geschriebene Aussage
fiir alle z,w € C gelten moge. In Zukunft werden wir sehr oft diese abgekiirzte Ausdrucksweise gebrauchen.
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die sdmtliche fiinf fiir den Physiker unverzichtbaren Zahlen in einer Zeile vereinigt.
Und wenn z den Imaginérteil Null hat (also reell ist), dann erhalten wir aus cos0 =1 und sin0 = 0, da8
e =e”.
Also stimmt die neu definierte komplexe Exponentialfunktion mit der herkémmlichen reellen Exponential-
funktion tiberein, wenn das Argument der komplexen Exponentialfunktion zufilligerweise reell ist.
Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy mit Betrag |z| und Argument ¢ haben wir jetzt drei dquivalente
Schreibweisen
z=ux+1y,
z = |z|(cos ¢ + ising),
2 =|z]e'?,
die wir im Folgenden gleichberechtigt verwenden werden.

Nun zu den Winkelfunktionen. Wir kénnen die Winkelfunktionen im Reellen mittels der Exponentialfunk-
tion ausdriicken:

Satz 1.15. Sei ¢ € R. Dann gilt

1 . ; 1, . )
cosp = 5(6“" +e7), sinp = 5(6“” —e '),
i

Bewets. Wir haben
el = cosp +ising, e ¥ = cos(—p) +isin(—y) = cosy — ising,

denn die Kosinusfunktion ist gerade!'!, und die Sinusfunktion ist ungerade'?. Jetzt brauchen wir diese
beiden Gleichungen blof} zueinander addieren bzw. voneinander abziehen, und der Beweis ist vollendet. [

Damit kénnen wir jetzt auch Winkelfunktionen fiir komplexe Zahlen erkléren:

Definition 1.16. Fir z € C definieren wir sin z und cos z durch

sinz = — (" —e™?), cosz:= 5(61'2 + e 7).

2i
Frage: Fiir z € R gilt bekanntlich |sinz| < 1 sowie |cosz| < 1 und cos?(x) + sin®(z) = 1. Welche dieser
Beziehungen bleiben giiltig, wenn man x € R ersetzt durch z € C ?

Falls z in dieser Definition reell sein sollte, erhalten wir genau die herkommlichen Winkelfunktionen. Wir
haben also diese Winkelfunktionen von der Menge der reellen Zahlen in die Menge der komplexen Zahlen
fortgesetzt, im Sinne einer Vergroflerung des Definitionsbereiches. Wir konnten noch weitere Funktionen
von den reellen Zahlen in die komplexen Zahlen fortsetzen, verschieben das aber auf ein spéteres Kapitel.
Stattdessen wollen wir uns iiberlegen, welche Eigenschaften Funktionen haben kénnten.

Zum Beispiel konnte eine Funktion w : C — C stetig!® sein. Was heiit das ? Wir kénnen die Stetigkeit
genauso definieren wie bei Funktionen w : R — R. In Worten ausgedriickt, ist die Stetigkeit der Funktion
w: C — C im Punkte zp € C folgendermaflen definiert:

Wir kénnen erzwingen, daf§ der Wert |w(z) — w(zo)| beliebig klein wird, wenn wir nur dafiir sorgen, daf
|z — zo| klein genug ist.

Hierbei bedeuten die Betragsstriche natiirlich den komplexen Betrag.

Die bisher betrachteten Funktionen (Polynome, komplexe Exponentialfunktion, komplexe Winkelfunktio-
nen) sind allesamt in ganz C stetig.

Eine weitere interessante Eigenschaft einer Funktion ist die Differenzierbarkeit. Hierbei miissen wir aller-
dings etwas aufpassen und zwei Fille unterscheiden.

in der Schule sagt man gelegentlich ,,achsensymmetrisch

12 punktsymmetrisch“

13 Es lohnt sich, fiir die Schreibweise ,,w : C — C* eine Lesevorschrift mitzuteilen. Der Doppelpunkt bedeutet ,bewirkt,
daB“. Das erste C gibt den Definitionsbereich der Funktion w an, und die Passage ,,— C* lesen wir als ,,abgebildet wird nach
C“. Insgesamt also ,w bewirkt, dal C abgebildet wird nach C¥“. Das zweite C enthiilt (als Teilmenge) die Menge der von w
tatséchlich angenommenen Werte, wobei es erlaubt ist, dal nicht ganz C von den tatsédchlich angenommenen Funktionswerten
von w ausgeschopft wird.
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e Funktionen w : R — C,
e Funktionen w: C — C.
Im ersten Fall kénnen wir uns vorstellen, daf die Funktion w auf einem Intervall [a, b] C R definiert ist, wir
konnen also schreiben
w=w(t) =u(t) +iv(t), tE€]la,b.
Naheliegenderweise wird man die Ableitung w’(t) komponentenweise definieren wollen:
w'(t) ==/ (t) +1v'(t), t€[a,b].

Hierbei haben wir stillschweigend angenommen, dafi die reellwertigen Funktion w,v : [a,b] — R im
herkémmlichen Sinne differenzierbar sind.

Im zweiten Fall haben wir es mit einer Funktion w = w(z) zu tun, wobei jetzt z aus ganz C stammen darf.
Wenn wir w = u + iv und z = z + iy schreiben, haben wir

w(z) = u(x + iy) + iv(x +iy), x+iyeC,
und wir definieren die Ableitung als ,,Grenzwert der Differenzenquotienten. Und zwar:
Wenn der Grenzwert

o w(z) = w(z)
Z—Z0 zZ— 20

, 2z€C,

existiert, dann sagen wir, daf} die Funktion w : C — C im Punkte zy € C differenzierbar ist, und setzen
w’(zp) gleich diesem Grenzwert. Wir verlangen dabei, dafl z auf beliebigem Wege gegen zo laufen darf (z.B.
entlang einer heftig verknoteten Kurve, oder auch punktweise wild herumhopsend); und jedesmal soll der
Grenzwert des Differenzenquotienten denselben Wert haben. Eine saubere Definition kommt spéter, siehe
Definition 6.309.

Warnung 1.17. Die Ableitung ist jetzt eine komplexe Zahl, und es ist nur schwer maglich, den Wert der
Ableitung in gewohnter Form als ,,Anstieg der Tangente® zu interpretieren.
Diese Ableitung hat genau die gleichen Eigenschaften wie die herkommliche Ableitung reellwertiger Funk-
tionen:
Satz 1.18. Seien w = w(z) und r = r(z) differenzierbare Funktionen von C nach C. Dann gilt:
(w+r)(2) =w'(z) +1'(2), z€C,
(cw)(z)=c-w'(z), z€C, ceC,
(w-r)'(2) =w'(2) - r(2) +w(2) - r'(2), 2€C,
wy/ w'(z) - r(z) —w(z) -1 (2)
(%) )= ; ,
r r(z)

w(r(z)) =w'(r(2)) -7 (2), zeC.

ze€C, falls r(z)#0,

Die Beweise dieser Formeln verlaufen genauso wie im reellen Fall. Dies ist deshalb mdoglich, weil die reellen
Zahlen genauso wie die komplexen Zahlen einen Korper bilden; mit anderen Worten, dafl die Grundrechen-
arten denselben Regeln geniigen.

Genauso wie im reellen Fall kann man nachweisen, dafl jede differenzierbare Funktion w : C — C stetig ist.
Auflerdem sind die oben vorgestellten Funktionen differenzierbar, und es ist
(") =nz""', 2€C, neN={1,2,...},
(e*) =e*, ze€eC,
sin’(z) = cos(z), z¢€C,
cos'(z) = —sin(z), zeC.
Warnung 1.19. Leider gibt es Funktionen, die wunderbar harmlos ausschauen, aber nicht differenzierbar
sind. Ein Beispiel einer solchen Funktion ist w = w(z) = |z|?. Diese Funktion ist lediglich im Ursprung
differenzierbar, und sonst nirgendwo. Sei z.B. zg = 1+ 2i. Wenn wir z einmal horizontal gegen zy schicken
und einmal vertikal, bekommen wir fir den Grenzwert des Differenzenquotienten zwei verschiedene Werte,

wie man schnell nachrechnet. Deshalb ist w im Punkte zo = 1 + 2i nicht differenzierbar. Wir miissen eine
genauere Betrachtung der komplexen Differentialrechnung auf spditer verschieben.
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1.2.4 Ausblick: Elektrotechnik

Hier ergibt sich ein kleines Problem mit den Schreibweisen: in der Elektrotechnik bezeichnet man die
Stromstirke mit i bzw. I, weshalb wir fiir die imaginiire Einheit in diesem Abschnitt j schreiben, j? = —1.

Einen elektrischen Wechselstrom mit Amplitude i,,, Kreisfrequenz w = 27 f und Phasenverschiebung ¢;
konnen wir ausdriicken als

i(t) =imecos(wt + ¢i), im >0, w>0, ¢, eR, teR
Wenn wir fiir den sogenannten Effektivwert der Stromstirke I schreiben, I := i,/ V2, dann erhalten wir
i(t) =" (ﬁ]ejwiejm) .
Der Ausdruck Iel%i ist eine komplexe Zahl, die nicht von der Zeit ¢ abhingt. Um die Schreibweise zu
vereinfachen, fithren wir den komplexen Effektivwert ein:
I:= Jel®i
und es folgt
i(t) = V2R (Ie).

Die Unterstriche sollen ausdriicken, daf3 die betreffende Grofle sich wie ein ,,Zeiger® benimmt. Genauso
verfahren wir mit der Spannung;:

u(t) = upm cos(wt + vy), Uum >0, w>0, p, €R, teR,
U:=un/V2, U:=Uée*",
u(t) = V2R (Ue).

Die komplexen Zahlen Ie* und Ue/*! drehen sich in der komplexen Ebene im Gegenuhrzeigersinn, wenn
t wichst; und die Radien der Kreisbahnen sind I bzw. U. Fiir einen Umlauf brauchen diese Vektoren die
Zeit 1/ f, so wie man es erwartet.

Der Winkel zwischen den Vektoren Ie* und Uel“? ist immer gleich, ndmlich ¢; — ¢, . Dies ist genau die
Phasenverschiebung zwischen Stromstérke und Spannung.

Spannung und Stromstérke stehen zueinander in Beziehung {iber den Widerstand. Wir haben die folgenden
3 Fille:

Ohmscher Widerstand: U = RI, R € R,
Spule (induktiver Widerstand): U = jwLI, L € R,
Kondensator (kapazitiver Widerstand): U = —j %L CeR.

Nun fithren wir den komplexen Scheinwiderstand ein:

Z =

I~

Mit diesem Scheinwiderstand koénnen wir genauso rechnen wie mit ohmschen Widerstanden: bei einer Rei-
henschaltung addieren sich die Scheinwidersténde, bei einer Parallelschaltung addieren sich die Reziproken
der Scheinwidersténde.

Fiir die Schaltung in Abbildung 1.1 haben wir zum Beispiel

1 o1
JwCQ'

7 =

1 1

/w0 T Fatjel

Wenn man den Scheinwiderstand Z in der Form
Z=R+jX, R,X€eR,

schreibt, dann heifit R = RZ der Wirkwiderstand und X = SZ der Blindwiderstand der Schaltung. Es ist
eine interessante Aufgabe, mathematisch prézise zu beweisen, dafl bei ,allen typischen® Schaltungen der
Wirkwiderstand niemals negativ werden kann. Aquivalent dazu wiire zu zeigen, daff Strom und Spannung
nicht zueinander um mehr als 7/2 phasenverschoben sein kénnen.
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R 1 c1

R 2 L

Abbildung 1.1: Elektrische Schaltung

1.2.5 Ausblick: Mechanik

Eine ebene Welle, die sich im Ortsraum R? ausbreitet, wird hiufig modelliert mittels Funktionen der Form

(t,z) — el(ka—wt)

Der Pfeil — besagt, daB das Paar (¢,z) abgebildet wird auf ¢!(**=«%) ¢ C. Hierbei benennen t € R und
x € R3 die Variablen fiir Zeit und Ort, ihre Einheiten sind natiirlich Sekunde und Meter. Weiterhin ist
k = (k1, k2, k3) ein Vektor, der senkrecht auf den Wellenfronten steht und in der Physik Wellenzahlvektor
genannt wird. Seine Einheit ist m Das Produkt kx ist zu verstehen als ky 21 +kawa+ksxs. Und w (omega)
heiflt oft Kreisfrequenz mit der Einheit m. SchlieBlich ist natiirlich i> = —1. Der Zusammenhang
zwischen diesen Parametern ist ¢ = & =

= T mit ¢ als Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle.

Frage: Warum liefert dies tatsichlich eine Beschreibung von ebenen Wellen im R3 ?

Frage: Sei k € R? gegeben. Wie sieht die Menge aller x € R? geometrisch aus, fiir die kz = const. ?

1.3 Die Ebene und der R?

1.3.1 Allgemeine Eigenschaften

Wir starten mit einigen Begriffen, die bekannt sein sollten:

Ebene: genauer gesagt, die Menge der Ortsvektoren der (zweidimensionalen) Ebene. Achtung: dies ist
nicht dasselbe wie der R? !

R?: die Menge aller geordneten Paare'? (x,y) mit z,y € R.

Ortsvektor: ein Vektor (,,Pfeil*), der im Ursprung anfingt.

Addition von Ortsvektoren: ergibt wieder einen Ortsvektor.

Multiplikation eines Ortsvektors mit einer reellen Zahl: ergibt wieder einen Ortsvektor.

Kartesisches Koordinatensystem: besteht aus zwei Koordinatenachsen, die einander im Ursprung
schneiden (und zwar rechtwinklig), und je einem Einheitsvektor pro Achse. Diese beiden Einheitsvek-
toren sind gleichlang.

Bemerkung 1.20. In manchen Biichern (auch in der Schule) werden Vektoren definiert als Aquivalenz-
klassen von Pfeilen, wobei zwei Pfeile dann als dquivalent gelten, wenn sie durch Parallelverschiebung
auseinander hervorgehen.

Von einer solchen Definition hilt der Autor sehr wenig. Zum einen gehen diese Aquivalenzklassenbetrach-
tungen am eigentlichen Wesensgehalt von Vektoren vorbei, und zum zweiten sind physikalisch relevante
Vektoren eben keine Aquivalenzklassen (man denke an die Kraftvektoren an einer Wippe).

14 Die Formulierung ,, geordnetes Paar“ soll lediglich ausdriicken, da die Reihenfolge der beiden Eintrige im Paar wichtig
ist. Es ist also (2,3) # (3,2), wie bereits aus dem schulischen Umgang mit Koordinatensystemen bekannt.



1.3. DIE EBENE UND DER R? 23

Wichtig ist, sich folgendes klar zu machen:

Die Addition zweier Vektoren und die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl kann man rein
geometrisch definieren, vollig ohne den Begriff eines Koordinatensystems ! Es ergibt sich z.B. a@ + b als
der Diagonalenortsvektor des von den Ortsvektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms. Und die
Multiplikation eines Ortsvektors mit einer Zahl kann man sich so vorstellen, da3 an der ,Pfeilspitze® in
,Pfeilrichtung” gezogen wird.

Der folgende Satz kann dann bewiesen werden. Beim Beweis ist zu beachten, daf§ das Konzept der Koor-
dinaten eines Vektors nicht zur Verfiigung steht (man hat also nur die Elementargeometrie der Mittelstufe
zur Hand), was fiir die Assoziativitit der Addition eine gewisse Erschwernis darstellt.

Satz 1.21. Sei V die Menge der Ortsvektoren der Ebene. Weiterhin seien'®

4+ VXV =V
RxV >V

die geometrisch definierten Operationen ,Addition zweier Vektoren® und ,Multiplikation eines Vektors mit
einer reellen Zahl“. Dann haben wir die folgenden FEigenschaften fiir alle Vektoren x,y,z € V und alle
reellen Zahlen \, u € R:

Kommutativitdt der Addition: z+y=y+ =«
Assoziativitit der Addition: (x +y)+z=xz+ (y+ 2)
0 ist neutrales Element der Addition: 0+ z=2+4+0==z

Subtraktion: Jede Gleichung a + x = b (mit gegebenem a,b € V) ist lisbar, die (eindeutige) Lisung x
wird geschrieben als ©t =b — a.

Assoziativitidt der Multiplikation: (A-pu) -z =X (u-x)
1 ist neutrales Element der Multiplikation: 1-z =2«

Zwei Distributivgesetze: Addition und Multiplikation sind verzahnt gemdf$ der Regeln (A + p) -z =
ANx+p-xzund - (z+y)=A-x+A-y.

Frage: Konnen Sie an einem Beispiel zeigen, daf3 die Regel 1 -2 = z nicht aus den iibrigen Regeln ge-
schluf3folgert werden kann ? Bei diesem Beispiel wéren die Operationen + und - anders definiert, und die
genannten Eigenschaften wiirden immer noch gelten, abgesehen von 1 -z = .

Bemerkung 1.22. Wir sagen auch, daf (V,+,-) einen Vektorraum!® iiber R bildet.

Es gibt einen Zusammenhang zwischen der zweidimensionalen Ebene und dem R?, der durch ein (kartesi-
sches) Koordinatensystem vermittelt wird: Bekanntlich kann man jeden Ortsvektor der Ebene als Linear-
kombination der Basisvektoren des Koordinatensystems darstellen. Die Koeffizienten dieser Linearkombi-
nation sind reelle Zahlen, bilden also gerade ein geordnetes Paar, also ein Element aus dem R2.

Allerdings haben wir einige Freiheiten bei der Wahl des Koordinatensystems. Es ist zwar {iblich, dafl die
eine Koordinatenachse ,nach rechts“ zeigt und die andere ,,nach oben®, aber das ist keineswegs zwingend.
Die Koordinatenachsen kénnten auch gespiegelt sein oder ,schief liegen“. Und wenn das Koordinatensystem
(oder, priziser, das geordnete Paar der Basisvektoren) anders gewiihlt werden, dann éndern sich auch die
Koeflizienten eines Vektors beziiglich des jeweiligen Koordinatensystems.

Die Koeffizienten eines Vektors hingen von der gewdhlten Basis ab !

Im Folgenden haben wir uns fiir ein Koordinatensystem (also eine Orthonormalbasis) entschieden, das wir
vorerst nicht mehr dndern, und dessen Basisvektoren e; € V und es € V seien. Dann koénnen wir jeden
Vektor x € V schreiben als

T =§er +&er, & ER

15 Fiir eine Lesehilfe zu den beiden Formelzeilen verweisen wir auf Fufinote 13.
16yector space
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Auf diesem Wege bekommen wir eine Abbildung von V in den R?, die jedes & € V abbildet auf seine
Koordinaten (g) € R2. (Wenn wir eine andere Basis (e1,e2) gewiihlt hiitten, dann sihe diese Abbildung

anders aus.) Die Koordinaten von e; beziiglich der Basis (e, e2) sind zum Beispiel ((1)), die Koordinaten
von ey sind ((1))

Wenn wir die geometrisch definierten Rechenoperationen auf den R? {ibertragen, kommen wir zur folgenden
Definition:

Definition 1.23. Der R? ist definiert als Menge geordneter Paare reeller Zahlen:

e {(E)reer)

Das Paar (8) wird mit 0 bezeichnet; aufSerdem setzen wir e; = (é) und eg = (?) Dann definieren wir 2
Operationen:

4 RZxR® s R? (51) n (771) . (El +771)
- ’ &2 n2) S+n)’
_ 2 2 SR YS!
e A(8) - (29),

Wir stellen schnell fest:

Satz 1.24. Der R? hat zusammen mit den Operationen + und - die Eigenschaften aus Satz 1.21, ist also
ein Vektorraum tiber R.

Ab jetzt werden wir den geometrisch definierten Vektorraum der Ortsvektoren in der Ebene einerseits
und den R? andererseits synonym gebrauchen, wobei wir im Hinterkopf behalten, daf diejenige Abbildung
zwischen V und R?, die jedem Vektor seine Koordinaten zuordnet, von der gewihlten (Orthonormal-)Basis
in V abhéngt.

Geometrisch ist glaubhaft, dafl es zwischen 2 Ortsvektoren einen Winkel gibt (es sei denn, einer der Vektoren
wire der Nullvektor), und daf jeder Ortsvektor eine Lénge hat. Wenn ein Ortsvektor x gegeben wird durch
x = &1e1 + &2e9, dann betrigt seine Lénge

lz| = \/& + .

Diese Rechnung ist aber nur giiltig, weil e; und ez eine Orthonormalbasis bilden. Wenn wir den Winkel
zwischen dem Vektor x und der e;—Achse ¢ taufen, dann ist

& = |z[cosp, & =|z[sine.

Nun betrachten wir noch einen weiteren Vektor y mit Koordinaten (Z;) und Winkel 1 zur e;—Achse. Der
Winkel Z(x,y) ist dann gerade v = 1 — ¢, und aus dem Additionstheorem fiir den Cosinus erhalten wir

S/ )

cosa = cos(y) — @) = cospcosth + sinpsiny = == - — + == .
oyl ol lyl

In den Zihlern der Briiche rechts entdecken wir das bekannte Skalarprodukt im R?:
Definition 1.25. Fir z = (2) ER? undy = (Z;) € R? definieren wir das Skalarprodukt z -y € R als

r-y:=& -m+E& .

Dafiir schreiben wir in Zukunft auch {(x,y).

Damit haben wir dann

(z,y)
OBV =R

falls keiner der Vektoren x, y gleich dem Nullvektor ist (ansonsten wiirden wir durch Null dividieren). Wenn
aber einer der Vektoren z, y gleich 0 wére, dann gébe es auch keinen Winkel zwischen x und y.
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Bemerkung 1.26. In die Berechnung des Skalarprodukts (x,y) und der Lingen |x|, ly| gehen die Koor-
dinaten &1, &2, M1, n2 ein. Diese Koordinaten hdangen vom gewdhlten Koordinatensystem ab, also von der
gewdhlten Basis (e1,e2). Wenn wir eine andere Basis gewdihlt hitten, zum Beispiel (€),¢€}), dann hitten
wir andere Koordinaten &, &, 0, n5 bekommen. Obwohl dies andere Koordinaten sind, bekommen wir fiir
cos Z(x,y) am Ende denselben Wert ! Das ist geometrisch auch glaubhaft. Hierbei haben wir stillschweigend
vorausgesetzt, daf$ die Vektoren ey, eo aufeinander senkrecht stehen und jeweils die Linge 1 haben; und daf
entsprechendes auch fiir €}, e} gilt. Das bedeutet gerade, daf (e1,e2) eine Orthonormalbasis (ONB) sein
soll, und (€', e}) ebenfalls.

Satz 1.27. Das Skalarprodukt
() :R*xR? 5 R
besitzt die folgenden Eigenschaften fiir alle Vektoren x,y,z € R? und Skalare X € R:

(z,y) = (y, ),
(z,y+2) = (x,y) + (z,2),
(A wy>—A<wy>,

| \/

)=
(x, )
)=

(x,x 0 genau dann, wenn x = 0.

Beweis. Beweis durch Nachrechnen aus Definition 1.25. O

Weil das Skalarprodukt (z,z) eines Vektors 2 mit sich selbst nie negativ ist, a6t sich die Wurzel ziehen:

Definition 1.28. Fiir x € R? erkldren wir die euklidische Linge (Betrag, Norm) vermdge

x| == /{(x, z).

Satz 1.29 (Ungleichung von Cauchy—Schwarz!"). Seien x,y € R? zwei Vektoren. Dann gilt

[ {z,y) | < l|z[- [yl

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn die Vektoren x und y parallel sind.

Beweis. Geometrisch ist die Sache plausibel: wir haben —1 < cos Z(x,y) < 1, und deshalb —|z| - |y| <
(x,y) < x| - |y|. Aber fiir spitere Zwecke ist es niitzlich, einen Beweis zu haben, der ohne Appelle an das
geometrische Vorstellungsvermogen auskommt und stattdessen nur Satz 1.27 ausnutzt.

Seien nun also x,y € R? fest gew#hlt, und sei weiterhin A € R beliebig. Dann haben wir
0<(z+Ay,z+\y),
was sich ausmultiplizieren 14t wie folgt:
< (@ + My, ) + (24 Ay, Ay)
= (z,z+M\y) + Ay, 2 + Ay) = (z,2) + (2, A\y) + Ay, 2) + Ay, Ay)
= (z,2) + Ay, 2) + Ay, @) + Ay, Ay) = (2, 2) + Ay, ) + Ay, ) + A (dy, y)
= (z,2) +2X (y,2) + X* (y,y) = |2* + 2X (2, y) + N*|y*.

Wir kénnen annehmen, dafl y # 0 ist, weil ansonsten die Behauptung zu der Banalitdt 0 < 0 zusammen-
schrumpft. Dann ist aber |y|? # 0, und wir diirfen dividieren:

2 | 2(z.y) >
0<+—75 + A+ A%
> Jyl?
Nun sind « und y fest, aber A\ variabel. Die rechte Seite ist also eine quadratische Funktion in A:

|z | 2(z,y)
P\ = +
Iy |y/?

17 AugusTIN Louts CAUCHY (1789-1857), HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843-1921)

A+ A2,
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von der wir wissen, daf} sie niemals negative Werte annehmen kann. Also ist die Diskriminante der zu-
gehorigen quadratischen Gleichung < 0:

(<$,y>)2 I
ly|? lyl> =7

woraus die gewiinschte Ungleichung sofort folgt.

Wenn in der Cauchy—Schwarz—Ungleichung das Gleichheitszeichen eintritt, dann ist die Diskriminante gleich
0, also gibt es ein A € R mit (z + Ay, z + A\y) = 0, also gilt fiir dieses A die Beziehung z + Ay = 0. Dann
sind aber z und y parallel. Die Umkehrung dieser Aussage gilt auch, wie man schnell sieht. O

Man beachte, da8 wir nirgends benutzt hatten, da z und y Vektoren aus dem R? sind. Derselbe Beweis
lauft auch im R? oder R™.

Satz 1.30. Die Norm aus Definition 1.28 erfillt die folgenden drei Eigenschaften, fiir alle Vektoren x,y €
R? und alle Skalare \ € R:

lz[ = 0
|z] =0 genau dann, wenn x = 0,
|Az| = |A] - [,

|z +y| < |z + |yl.

Beweis. Wir benutzen nur die 4 Eigenschaften aus Satz 1.27, aber keinerlei geometrische Interpretation:
Wegen /- > 0 ist |z] > 0. Wenn |z| = 0 sein sollte, dann muf (z,z) = 0 sein, und das geht nur fiir z = 0.
Weiterhin ist

IAz| = vz, \z) = VA (z,02) = VA Oz, z) = VI (@, 2) = | AV (@,3) = |A] - |z

Und schliellich haben wir, wenn wir die Ungleichung von Cauchy—Schwarz zitieren,

z+yP=(@+y,z+y) =+yz)+{@+yy) =(@z+y)+{yz+y)
= (z,2) + (z,y) + (¥, 2) + (v, y) = |=|* + 2 (z, y) + |y|?
<2l +20z] -yl + lyI? = (=] + [y])*.

Nun ist |z + y| nie negativ, also diirfen wir die Wurzel ziehen und erhalten |z + y| < |z| + |y|. O

Die folgenden Eigenschaften konnen auf dhnlichem Wege leicht gezeigt werden:

Satz 1.31. Seien x,y € R? beliebige Vektoren. Dann gilt fiir die Norm aus Definition 1.28, dafl
= y* = |2 + |y = 2(z,)
|z +yl* + o —y1* =2 (Ja]* + [y *) ,
(@,y) = 0= [z +y|* =z + |y

Geometrische Interpretationen davon zu suchen ist eine lehrreiche Ubungsaufgabe.

Bemerkung 1.32. Seien a € R? und 8 € R gegeben. Wir suchen einen Vektor x € R? mit (a,z) = 3. Man
stellt schnell fest, daf$ es keine eindeutige Losung geben kann: Denn ausgeschrieben haben wir a1x1+asxs =
B und somit zwei Unbekannte, aber lediglich eine Gleichung. Und tatsdchlich konnen wir zu einer Lésung
x einen beliebigen Vektor addieren, der auf a senkrecht steht und bekommen so eine weitere Ldsung.

Es gibt keine Division als Umkehroperation des Skalarprodukts.
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1.3.2 Drehungen

Literatur: Greiner und Miiller: Quantenmechanik. Symmetrien. Kapitel 1.8: Rotationen und ihre Grup-
peneigenschaften

Wir stellen uns folgendes Problem:

In einer Ebene sei durch die Einheitsvektoren e; und ey ein kartesisches Koordinatensystem gegeben. Ein
Vektor = habe beziiglich dieses Koordinatensystems die (gegebenen) Koordinaten (g;), also

x = 1eq + &aen.

Wir wollen den Vektor z um den Ursprung drehen, und zwar um den Winkel ¢ im Gegenuhrzeigersinn.
Das Bild von z sei z’; was sind die Koordinaten von z’ 7

Offensichtlich kénnen wir mit gesuchten f;- schreiben:
a' = Eler + e

Um diese «Eé zu bestimmen, gehen wir einen Umweg: Wir drehen die Vektoren e; und es um den Ursprung,
mit dem Winkel ¢. Die Bildvektoren seien e} und ef. Dann ist geometrisch glaubbar, dafl

x' =€) + &6,

das heifit, der Bildvektor 2’ hat in der gedrehten Basis (], e}) gerade die alten Koordinaten (g;)

Nun ist anhand einer Skizze plausibel, dafl
€] = cospe; +sinpes, eh = —singe; + cospes.
Insgesamt ergibt sich damit

x' =¢&ler + &en
=¢i(cosper +singpes) + Ea(—sinpe; + cospes)
= (&1cosp — &asinp)er + (&1 sing + & cos p)ea,

nach einem Koeffizientenvergleich (den wir spéiter rechtfertigen werden) also
£l =cospéy —singply, & =sinp& +singpé.
Wir schreiben diese zwei Gleichungen als eine Vektorgleichung:
AN cos —sing
(55 =& sin ¢ +& cosp )
Um dies noch etwas anders zu schreiben, fithren wir eine neue Notation ein: Ein Schema der Form

A= <a11 a12) ,  Qij € R,

a21 a22

heifit 2 x 2-Matriz reeller Zahlen, fiir die wir eine Operation
Matriz mal Spaltenvektor ergibt Spaltenvektor
geméif
(an a12> <§1> . <a11§1 +a12€2) s (an) s <a12>
as az ) \ &2 a1§1 + az282 as a22

definieren. Damit kénnen wir insgesamt schreiben:

i (&) _ (cose —sing) (&)
o (52) o (sincp cos ¢ ) (52) - R(SD)J?-
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Definition 1.33. Die Matrix

__[cosp —sinp
R = (GF me), per

heiffit Drehmatrix zum Winkel .

Was passiert, wenn wir fiir  einen der Basisvektoren e; = ((1)), ey = ((1)) einsetzen 7 Als Bildvektoren

erhalten wir dann

cos ¢ —sinp 1\  [cosyp _
sin ¢ oS 0/  \sinp) 1!

beziehungsweise

cos ¢ —singp\ (0) [—sinp) y
sin oS 1) \cosp ) 7%
und das sind gerade die Spalten der Drehmatrix R(y).

Die Spalten der Drehmatriz sind die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren.

Als Nichstes betrachten wir 2 Drehungen: zuerst drehen wir  um den Winkel ¢ und erhalten 2’. Dann
drehen wir 2/ um den Winkel ¢ und erhalten z”. Wie kénnen wir z” direkt aus x bestimmen ?

Wir haben also

und geometrisch ist auch klar, dafl
2" = R(p +1)z.
Die Additionstheoreme der Winkelfunktionen liefern uns

R(p+ 1) = cos @ cos P — sin @ sin ¢ —sin g cos 1 — cos @ siny
¥ ~ \sinpcos 1) + cos psin cospcosy —sinpsiny /-

Andererseits konnen wir die beiden Gleichungen (1.3) auch ineinander einsetzen:

Man beachte die Reihenfolge der Multiplikationen auf der rechten Seite: erst wird die Matrix R(¢) mit dem
Spaltenvektor = multipliziert, was wieder einen Spaltenvektor liefert. Dieser wird dann in einem zweiten
Schritt von links mit R(+) multipliziert, und wir erhalten z”.

Im Sinne eines Assoziativgesetzes wollen wir nun die Klammern umsetzen:

7?77

"2 (RWR(p))e.
Hierbei miifiten wir aber noch erklidren, was das Produkt zweier Matrizen R(1)) und R(¢) sein soll.

Definition 1.34. Seien A und B zwei Matrizen des Formats 2 x 2,

A (o @12 B b11 b12 -
a1 a2 b21 b22

Dann definieren wir das Matrizprodukt AB gemdf

(a11bi1 + a12bay a11bi2 + a12022
AB := .
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22022

Das heifst: vom linken Faktor A nehmen wir jeweils eine Zeile, und vom rechten Faktor B jeweils eine
Spalte. Das Skalarprodukt dieser 2 Vektoren schreiben wir dort hin, wo Zeile (vom linken Faktor) und
Spalte (vom rechten Faktor) einander kreuzen.



1.4. GRUPPENTHEORIE 29

Bemerkung 1.35. Die Multiplikation ist nicht kommutativ. Das heifst, meistens ist AB # BA.
Satz 1.36. Fiir die Drehmatrizen gilt allerdings

R(p)R(Y) = R(p +¢) = R(Y)R(¢p), 0,1 € R,

Von besonderer Bedeutung ist der Drehwinkel 0. Dann haben wir als Drehmatrix

ro=(y 1)

und man rechnet schnell nach, da§ ' = R(0)x gleich dem Ausgangsvektor x ist.

Definition 1.37. Die 2 x 2 Einheitsmatrix'® ist

1 0
pe(0).

Der Name erklirt sich daraus, dal Multiplikationen mit dieser Matrix den Ausgangsvektor unverindert
lassen; genauso wie Multiplikationen mit der reellen Zahl 1 eine reelle Zahl nicht &ndern.

Klar ist auch: wenn wir einen Vektor x erst um ¢ nach links drehen, und anschlieSend um —¢ nach links
drehen, erhalten wir wieder den Ausgangsvektor z. Es ist also

R(=p)R(p) = I2.
Definition 1.38. Sei A eine Matrixz vom Format 2 x 2. Wenn es eine Matriz B gibt mit
BA = I,
dann heifst die Matriz A invertierbar'?, und die Matriz B heifit inverse Matrix?? zu A. Wir schreiben auch

B=A"

Bemerkung 1.39. Die Multiplikation ist zwar nicht kommutativ. Aber wenn BA = Iy ist, dann ist auch
AB = I, wie wir im ndchsten Abschnitt beweisen werden. Wenn dem nicht so wdre, dann miifite man
zwischen linksinversen und rechtsinversen Matrizen unterscheiden, was uns zum Gliick erspart bleibt.

Offensichtlich ist dann:

Satz 1.40. Jede Drehmatriz R(p) ist invertierbar, und ihre Inverse lautet

Rlo)~" = Rlmg) = <cos(<p) sin(cp)) _ ( cosp sincp) |

sin(—¢) cos(—¢) —singp cos

1.4 Gruppentheorie

Literatur: Greiner und Miiller: Quantenmechanik. Symmetrien. Kapitel 1.7: Definition einer Gruppe

1.4.1 Einfithrung
Wenn wir mit einigem Abstand auf die reellen Zahlen, komplexen Zahlen, Vektoren und Matrizen schauen,
dann entdecken wir einige Gemeinsamkeiten, die uns zu den folgenden Definitionen fiithren:

Definition 1.41. Sei G eine beliebige (nichtleere) Menge. Sei weiterhin o eine Operation mit 2 Argumenten

auf G2
o:GxG— G,
o:(xz,y) > xoy.

Wenn diese Operation auf ganz G x G definiert ist und die folgenden Bedingungen erfillt, dann heifit (G, o)
eine Halbgruppe?®?.

18identity matrix

Yinvertible

20inverse matrix

21 Aus Fufinote 13 wissen wir schon, wie die erste Formelzeile zu lesen ist. Und die zweite Formelzeile, in der der Pfeil —
jetzt einen ,Fufl“ bekommen hat, driickt das Verhalten der Abbildung o ein weiteres Mal aus, diesmal allerdings auf der Ebene
von konkreten Elementen z und y anstatt auf der Ebene der Menge G x G.

225emi-group
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o ist assoziativ: (zoy)oz =uzo0 (yoz) fir jegliche x,y,z € G,

neutrales Element: FEs gibt genau ein e € G, sodaf$ fiir jedes x € G gilt: eox =xoe = x.

Definition 1.42. Sei (G, o) eine Halbgruppe, die aufferdem noch folgende Bedingung erfiillt:
inverse Elemente: Zu jedem x € G gibt es genau einy € G mit roy =yox =e.

Dann nennen wir (G,o) eine Gruppe?:.

Definition 1.43. Sei (G,0) eine Halbgruppe bzw. Gruppe. Wenn die Operation o kommutativ ist, also
xoy = youx fir jegliche x,y € G gilt, dann nennen wir die Halbgruppe/Gruppe abelsch?*, nach NIELS
HENRIK ABEL (1802-1829).

Fiir Halbgruppen haben wir die folgenden Beispiele:

1. (No,+)

2. (No,+)

3. (z,-)

4. (Ma,-), wobei Ms die Menge der 2 x 2-Matrizen bezeichnet.

Die ersten drei Halbgruppen sind abelsch. Fiir abelsche Gruppen kennen wir unter anderem die folgenden
Beispiele:

1.
2.

©w

6.
7.

AN
~—~ /N /S /o~
e
i~}
+
~—

Und nichtabelsche Gruppe sind zum Beispiel

1. ({4 € My: A invertierbar}, )

2. die Menge aller Abbildungen, die ein Quadrat auf sich abbilden (Ecke auf Ecke), mit der Nacheinan-
derausfithrung als Operation.

Wir klassifizieren die Gruppen:

Die Operation o kann zum Beispiel sein die

Addition: von Zahlen, Vektoren, Pfeilen, Matrizen, ...,

Multiplikation: von Zahlen oder Matrizen,

Nacheinanderausfiithrung: von umkehrbaren Abbildungen einer Menge auf sich.
Das neutrale Element e ist dann in diesen drei Féllen die

Null: Null als Zahl, Null als Nullvektor, Null als Nullmatrix, ...

23group
24abelian
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Eins: Eins als Zahl oder Einheitsmatrix,

identische Abbildung: bildet jedes Objekt auf sich selbst ab.
Das inverse Element ¢~! zu einem Element a der Gruppe ist dann in diesen drei Féllen

das entgegengesetzte Element: beispielsweise zu 5 € R also —5,
das ,,reziproke* Element: beispielsweise zu 5 € R also 0.2; oder die inverse Matrix,

die Umkehrabbildung: diejenige Abbildung, die die Abbildung a ungeschehen macht.

Frage: Eine Gruppe G habe genau 1492 Elemente. Wieviele neutrale Elemente hat sie 7 Wieviele inverse
Elemente 7

Definition 1.42 ist iberméBig streng. Man kann einiges weglassen und hat trotzdem den selben Inhalt:
Satz 1.44. Sei G eine nichtleere Menge und o eine assoziative Operation mit 2 Argumenten, die auf ganz
G x G definiert ist, mit Werten in G. Wir setzen weiterhin voraus:

Es gibt mindestens ein linksneutrales Element e € G, das heifst e o x = x fiir jedes x € G.

Zu jedem x € G gibt es mindestens ein linksinverses Element T € G, das heifft T ox = e.

Dann ist (G,0) eine Gruppe.
Beweis. Ubungsaufgabe. |

Eine Folgerung aus diesem Satz ist: Die Matrix I ist das einzige neutrale Element fiir die Matrizenmul-
tiplikation. Sei die Matrix A invertierbar. Dann gibt es also (mindestens) eine Matrix B mit BA = Is.
Laut dem vorigen Satz ist dieses B dann die einzige linksinverse Matrix. Und obendrein ist dieses B auch
noch rechtsinvers, d.h. AB = I. Und dies, obwohl die Multiplikation von Matrizen im Allgemeinen nicht
kommutativ ist.

Man kann Gruppen auch anders definieren: anstatt zu fordern, dafl zu jedem Element ein Inverses existiert,
kann man auch verlangen, daf} jede Gleichung losbar ist:

Satz 1.45. Sei (G,o) eine Gruppe und a,b € G beliebig. Dann gibt es genau ein x € G bzw. y € G mit
aox =b, yoa=>.

Beweis. Wir probieren unser Gliick mit z = a~! o b:
aor=ao(atob)=(aca t)ob=ecob=0.

Also ist dieses x eine Losung. Um zu zeigen, dafl es keine weitere Losung gibt, nehmen wir das Gegenteil
an. Sei also

aox =Dh, aoz="0.
Dann haben wir aox = ao z. Wir setzen von links ein ¢! dran und erhalten a ! ocaoz = a' oa o z, woraus
x = z folgt. Die Aussagen iiber y lassen sich genauso beweisen. |

Bemerkung 1.46. Es gilt auch die Umkehrung: Sei G eine Menge mil einer zwei-argumentigen Abbildung
o darauf, die aus G nicht herausfihrt. Wenn dann noch o assoziativ ist, und wenn jede Gleichung aox =b
und jede Gleichung yoa = b jeweils mindestens eine Losung x bzw. y haben, dann ist (G, o) eine Gruppe.”

Warnung 1.47. Es ist zwar jedes linksinverse Element auch rechtsinvers, aber die Losungen x und y zu
aox =0bundyoa=>b sind im Allgemeinen verschieden.

Dieser Satz wirkt sich auf die Verkniipfungstafeln aus wie folgt:

In jeder Zeile einer Gruppentafel taucht jedes Element genau einmal auf. Analog fiir jede Spalte.

25Ein Beweis kann im schiilerfreundlich geschriebenen Buch HERBERT KASTNER, PETER GOTHNER, Algebra — Aller Anfang
ist leicht, (Mathematische Schiilerbiicherei 107, Teubner Leipzig 1989) nachgelesen werden.
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Wenn dies einmal nicht der Fall sein sollte, hat man sich entweder verrechnet, oder es ist keine Gruppe.

Jetzt, wo wir iiber den Begriff der Gruppe verfiigen, kénnen wir die Definition des Korpers kiirzer formu-
lieren. Am Beispiel von (R, +, ) wiirde die dquivalente Definition lauten:

e (R, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,
e (R,) ist eine abelsche Halbgruppe mit neutralem Element 1,
e (R\{0},") ist eine Gruppe,

e Addition und Multiplikation sind verzahnt iiber das Distributivgesetz.

Frage: Konnen Sie an einem Beispiel zeigen, dafi ohne den zweiten e tatséichlich die Aquivalenz nicht gilt ?

Lemma 1.48. Seien a und b Elemente einer Gruppe, und a~*, b=' ihre inversen Elemente. Dann wird
das inverse Element zu a o b gegeben durch

(aob)y ™t =b"toa"t.
Beweis. Beweis durch Einsetzen. O

Man beachte die gednderte Reihenfolge ! Andererseits ist diese neue Reihenfolge auch einleuchtend, wenn
man sich z.B. a vorstellt als Drehung um den Ursprung der Ebene um einen Winkel ¢ nach links, und b
als Spiegelung an einer gegebenen Geraden in derselben Ebene. Dann wire natiirlich a o b die Kombination
beider Bewegungen, und (a o b)~! kann sich jeder selbst iiberlegen.

Wenn zum Beispiel die Matrizen A und B invertierbar sind, dann ist auch ihr Produkt AB invertierbar,
und die inverse Matrix des Produkts ist (AB)~! = B~1A~1L,

Die Formel (aob)™! =b7!0a~! kann man sich auch als kommutatives Diagramm veranschaulichen:

(@n] ——  [acd]

Tauschlund(-)’l l(.)*1

-1 -1 (aOb)’l
(b ™) o T |=bloa!

Der Punkt - ist jeweils als Platz—Freihalter zum Einsetzen zu verstehen.

Das Assoziativgesetz hat auch ein kommutatives Diagramm:
bl —

~Ocl l'OC

Entsprechendes gilt fiir Distributivgesetze bei Kérpern und Vektorrdumen.

Wir tragen einige uns bekannte Strukturen zusammen:

Halbgruppen besitzen eine Operation o, und ein Beispiel ist (Ng, +).

Gruppen besitzen eine Operation o, und geméfl Satz 1.45 ist jede Gleichung mit dieser Operation 16sbar.
In diesem Sinne besitzt eine Gruppe zwei Operationen, wobei die eine die Umkehrung der anderen
ist. Ein Beispiel ist (Z,+) mit der Subtraktion als zweiter Operation.

Korper besitzen zwei Operationen 4+ und -, die beide umgekehrt werden kénnen. In diesem Sinne besitzen
Korper vier Operationen. Beispiele sind R, Q, C.

Es fillt auf, dal wir keine algebraische Struktur angegeben haben mit genau drei Operationen. Tatséchlich
kennt die Mathematik aber solche Strukturen:
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Ringe besitzen drei Operationen. Namlich eine Addition mit deren Umkehrung (Subtraktion), und eine
Multiplikation. Uber die Umkehrbarkeit der Multiplikation wird nichts ausgesagt. Die Addition ist
kommutativ und assoziativ, die Multiplikation ist assoziativ (aber woméglich nicht kommutativ), und
das Distributivgesetz gilt. Ein Beispiel ist (Z, +, -). Bekanntlich kann die Division aus Z herausfiihren.

Ein weiteres Beispiel fiir Ringe ist (R?*?2, +, ), also die Menge der Matrizen vom Format 2 x 2, fiir die man
die Addition komponentenweise definiert, und - ist die Multiplikation der Matrizen gemé&fl Definition 1.34.

{ Es reicht, wenn die folgenden Betrachtungen dieses Abschnitts zum passiven Wissen der Leserschaft
gehoren. Diese theoretischen Untersuchungen brauchen wir lediglich fiir das Unterkapitel iiber die Signal-
kodierung beim UMTS—Verfahren. }

Ein weiterer Ring wird von den durch 5 teilbaren Zahlen gebildet. Diesen Ring schreiben wir naheliegen-
derweise als (5Z, +, -). Und ein weiterer Ring besteht aus den Resten von ganzen Zahlen bei Division durch
5. Offenkundig kann eine ganze Zahl bei Division durch 5 nur die Reste 0,1,2,3 oder 4 hinterlassen. Damit
wir die Reste besser unterscheiden kénnen von den Zahlen, setzen wir Klammern. Es gibt also die Reste [0],
(1], [2], [3], [4], und wir vereinbaren die Schreibweise {[0], [1], [2], [3], [4]} =: Z/5Z. Fiir die Addition erhalten
wir dann die Verkniipfungstafel 1.1:

(IO EBEE]
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
CRRCERCEEORECERE)

Tabelle 1.1: Verkniipfungstafel von (Z/5Z,+)

Es ist lohnenswert, auch noch die Verkniipfungstafel fiir die Multiplikation aufzustellen. Dabei wollen wir
den Rest [0] ignorieren, da sein Verhalten bei der Multiplikation duflerst vorhersehbar ist. Als Lesehilfe

verweisen wir auf 2 -4 = 8, was den Rest 3 148t, also [2] - [4] = [3].
L O] [ B[]

1 1 2 3 4

2 2 4 1 3

3 3 1 4 2

4 4 3 2 1

Wir vermerken, dafl kein Korper entsteht, wenn die die Zahl 5 durch die Zahl 6 ersetzen (man schaue
sich die entsprechende Verkniipfungstafel fiir die Multiplikation an); und der tiefere Grund ist, dafl 6 keine
Primzahl ist. Man kann beweisen, dafl Z/qZ ein Korper ist fiir jede Primzahl ¢. Fiir diesen Korper schreibt
man auch F,.

1.4.2 Ausblick: Gruppen in der Physik

Wir listen einige Gruppen auf, die in der Physik 6fters auftreten:

Symmetriegruppen eines Kristalls: gegeben sei ein Kristallgitter. Diese gibt es in verschiedenen Aus-
priagungen (kubisch, tetragonal, rhombisch, hexagonal, trigonal, monoklin, triklin, mit noch zusétz-
lichen Unterscheidungen, ob weitere Atome raumzentriert oder flichenzentriert oder auf den Mittel-
punkten der Basisflichen angebracht sind). Die Elemente der Symmetriegruppe dieses Gesamtgitters
bestehen aus allen Bewegungen, die das Gitter auf sich abbilden. Die Verkniipfung ist natiirlich die
Nacheinanderausfithrung. Dazu zihlen alle Verschiebungen (sofern sie Gitterplitze aufeinander ab-
bilden) und ggf. noch diverse Spiegelungen an Symmetrieebenen oder einige Drehungen. Die das
Verhalten dieses Kristalls beschreibenden Differentialgleichungen kénnen sehr kompliziert sein, aber
wenn man die Symmetrien ,herausfaktorisiert”, wird es ein wenig einfacher.

Verschiebungsgruppen im R": das sind alle Verschiebungen, die den R™ auf sich abbilden. Die Ver-
kniipfung ist wieder die Nacheinanderausfiihrung (das schreiben wir in Zukunft nicht mehr mit).
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Orthogonale Gruppe im R?: das sind alle lingentreuen Abbildungen im R3, die den Ursprung un-
verdndert lassen, also Drehungen, Spiegelungen, Drehspiegelungen. Diese Gruppe hat unendlich viele
Elemente, man nennt sie O(3).

Spezielle orthogonale Gruppe im R3: das sind alle lingentreuen Abbildungen im R3, die den Ursprung
und die Orientierung unverindert lassen, also alle Drehungen. Schreibweise: SO(3).

Lineare Gruppe des R3: das sind alle linearen Abbildungen des R? auf sich, die invertiert werden
koénnen. Spate werden auf Spate abgebildet. Schreibweise: GL(3).

Spezielle lineare Gruppe des R?: das sind alle Elemente der GL(3), die die Orientierung des R? erhal-
ten und Spate auf Spate mit gleichem Volumen abbilden.

Heisenberggruppe: die obigen Gruppen bestanden aus Abbildungen (und die Verkniipfung war jeweils
die Nacheinanderausfiihrung), die Punkte im R3 auf Punkte im R3 abbildeten. Im Gegensatz dazu
besteht die Heisenberggruppe®® aus Abbildungen, die Elemente eines gewissen Zustandsraums auf
Elemente dieses Zustandsraums abbilden. Dieser Zustandsraum wiederum besteht aus allen Funktio-
nen von R? nach C, deren Betragsquadrat noch dazu integrierbar ist auf dem R3. Sei 1/ ein solches
Element des Zustandsraums, also eine Funktion

Y =1(z): R® = C.
Elemente der Heisenberggruppe wirken auf ¢ wie folgt:

Verschiebung um p € R3: ¢ = ¢(x) wird abgebildet auf v, = ¢, (z) = ¥(z + p)
Phasenfaktor: 1) = ¢(x) wird abgebildet auf v, = 1,(x) = €% (x)
Drehung in C: 1 = 1(x) wird abgebildet auf 1, = ¥ (x) = e''¢(z).

Auflerdem natiirlich noch alle Kompositionen dieser Operationen.

Lorentzgruppe: 27 diese ist in der speziellen Relativititstheorie ganz wichtig. Sie bildet den R!'*3 in sich
ab, und zwar so, daB Eigenzeitabstinde gleich bleiben. Der Raum R!'*3 verwaltet die Variablen fiir
Zeit und Ort. Er heiBt Minkowski*® -Raum und hat anstelle des gewohnlichen Skalarprodukts ein
Pseudoskalarprodukt:

(t, 21,22, 23) - (5,Y1,Y2,Y3) = —15 + T1y1 + ToYo + T3Y3.

Man beachte das Minus vor dem Produkt der Zeiten. Das Pseudoskalarprodukt eines Zeit-Raum-
Vektors mit sich selbst kann also negativ werden, und ein Zeit-Raum-Vektor gehtrt zum Lichtkegel,
wenn dieses Pseudoskalarprodukt dieses Vektors mit sich selbst gleich null ist. Die Eigenzeitabsténde
werden iiber dieses Pseudoskalarprodukt bestimmt.

Die Lorentz—Gruppe hat unendliche viele Elemente, man schreibt (fiir die Gruppe) auch O(3,1).

Von diesen Gruppen gibt es noch einen weiteren Zusammenhang zur klassischen Mechanik: typischerweise
wird die zeitliche Entwicklung eines physikalischen Systems beschrieben durch ein System von Differenti-
algleichungen. Diese Differentialgleichungen enthalten Ableitungen beziiglich der Orts— und Zeitvariablen
(und eventuell noch beziiglich weiterer Variablen). Nun haben wir:

Wenn dieses Gleichungssystem sich nicht &ndert unter einer Verschiebung aus der Verschiebungsgruppe des
Ortsraumes R?3, dann gilt fiir dieses physikalische System der Impulserhaltungssatz.

Wenn dieses Gleichungssystem sich nicht #@ndert unter einer Drehung aus der SO(3) des Ortsraumes R3,
dann gilt fiir dieses physikalische System der Drehimpulserhaltungssatz.

Wenn dieses Gleichungssystem sich nicht &ndert unter einer Verschiebung aus der Verschiebungsgruppe des
Zeitraumes R, dann gilt fiir dieses physikalische System der Energieerhaltungssatz.

Es versteht sich also von selbst, daf} es niitzlich ist, nach weiteren Gruppen zu suchen, deren Elemente das
Gleichungssystem nicht &ndern !

Literatur: Greiner und Miiller: Quantenmechanik. Symmetrien. Kapitel VII: Die SU(3)-Symmetrie. Ka-
pitel VIII: Quarks und die Gruppe SU(3). Kapitel XI: Charm und SU(4).

26 WERNER KARL HEISENBERG (1901-1976), Nobelpreis fiir Physik 1932

27 HENDRIK ANTOON LORENTZ (1853-1928), Namensgeber fiir die Lorentz—Kraft und die Lorentz—Transformation, Nobelpreis
fiir Physik 1902

28 HERMANN MINKOWSKI (1864-1909)
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1.4.3 Ausblick: Mobilfunk

Beim Mobiltelefonieren iiberlagern sich die Funkwellen der einzelnen Teilnehmer — eben weil die Kommu-
nikation nicht entlang von Drihten erfolgt. Da nun auf einer Antenne (am Mobiltelefon oder Funkmast)
verschiedene Signale auftreffen, stellt sich die Frage, wie man diese Signale voneinander trennt.

Die naheliegendste Moglichkeit wiire, jedem Teilnehmer eine eigene Frequenz (bzw. ein Frequenzband) zu
geben. Allerdings scheitert dies daran, daf es nicht genug Frequenzbénder gibt.

Im GSM-Verfahren wird daher das Zeitschlitzverfahren eingesetzt: jedes Frequenzband mit einer Breite von
200kHz wird zeitlich auf 8 Teilnehmer aufgeteilt. Das heifit, jedes Mobiltelefon auf diesem Band innerhalb
einer Funkzelle bekommt einen von 8 Zeitschlitzen. Wiahrend eines solchen Zeitschlitzes kommunizieren
Mobiltelefon und Basisstation miteinander, wihrend der anderen 7 Zeitschlitze ist die Sende— und Emp-
fangselektronik des Mobiltelefons abgeschaltet und die anderen Teilnehmer sind an der Reihe.

Aus verschiedenen Griinden ist man bei UMTS vom Zeitschlitzverfahren abgegangen. Stattdessen funken
jetzt mehrere Telefone innerhalb einer Funkzelle gleichzeitig auf demselben Frequenzband ihre Signale zur
Basisstation. Das Frequenzband ist jetzt breiter, ndmlich 5MHz, und die Funksignale eines Telefons sind
iiber die gesamte Breite von 5MHz verschmiert, was eine hohere Sicherheit gegeniiber schmalbandigen
Storungen erlaubt. Andererseits funken jetzt viel mehr Teilnehmer gleichzeitig auf diesem Band, sodaf
diese Signale irgendwie getrennt werden miissen.

Es gibt noch ein weiteres Problem: die Funkwellen, die z.B. ein Mobiltelefon an seine Basisstation sendet,
horen ja nicht an der Grenze der Funkzelle plotzlich auf. Stattdessen strahlen sie auch in benachbarte
Funkzellen hinein. Deshalb braucht man noch einen Mechanismus, um die Signale von/zu verschiedenen
Basisstationen zu unterscheiden.

Aus diesem Grunde werden 2 Verfahren gleichzeitig verwendet:

orthogonale variable Spreizfaktoren: diese OVSF haben die Aufgabe, das schmalbandige Signal auf
die gesamte Breite des Frequenzbandes zu spreizen; und zwar auf eine solche Art und Weise, dafl man
die Teilnehmer einer Funkzelle unterscheiden kann.

scrambling codes: diese trennen verschiedene Basisstationen (Funkmasten) voneinander.
Der Ablauf vom Mikrofon bis zur Sendeantenne ist in etwa wie folgt:

e Die Sprachsignale werden digitalisiert (also abgetastet) und liegen danach als Folge von Nullen und
Einsen vor.

e Anschlieend werden iiberfliissige Informationen weggeschnitten, das Signal wird komprimiert. Die
Bandbreite des Signales ist jetzt etwa 12kHz.

e Das komprimierte Signal wird jetzt kanalkodiert, es wird also Redundanz hinzugefiigt. Die sich erge-
bende Bandbreite ist (3.84/Spreizfaktor)MHz.

e Das Signal wird gespreizt. Dabei hat jeder Teilnehmer innerhalb einer Basisstation seinen eigenen
Spreizkode. Die Bandbreite ist jetzt 3.84MHz.

e Der Scrambling Code wird angewandt, um Signale unterscheiden zu koénnen, die zu verschiedenen
Basisstationen gehéren. (Bandbreite bleibt gleich).

e Das Signal wird auf eine Trégerfrequenz von 2GHz aufmoduliert (Phasenmodulation). Die Bandbreite
ist jetzt 5MHz, da man an den Bandgrenzen nicht exakt abschneiden kann.

Zu den Spreizfaktoren/Spreizkodes:

Ein Spreizfaktor F' ist eine der Zahlen 4, 8, ..., 128, 256. Ein Spreizkode ist eine Folge von F' Zahlen,
jede Zahl ist 0 oder 1. Der Spreizfaktor F' héingt von der Anzahl der Teilnehmer in einer Zelle ab: je mehr
Teilnehmer, umso héher mufl F' sein. Jeder Teilnehmer bekommt von seiner Basisstation einen Spreiz-
kode zugewiesen. Spreizkodes von verschiedenen Teilnehmern sind ,,orthogonal“ zueinander®’. Bei einem
Spreizfaktor F' gibt es genau F' mogliche Spreizkodes, die paarweise aufeinander ,,orthogonal“ stehen.

29 Zwei Spreizkodes @ und b aus {0,1}* stehen ,,orthogonal® aufeinander, wenn das Produkt Zle(Qaj —1)(2b; — 1) gleich
null ist. Dieses Produkt verhilt sich nicht wie ein Skalarprodukt, deshalb jedesmal die Génsefiiichen.
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Die Spreizung verlduft so: sei z.B. F = 4, und der Spreizkode eines Teilnehmers sei z.B. (0,1,1,0). Die
Sprachsignale dieses Teilnehmers seien z.B.

0,1,0,1,1,....
In einem ersten Schritt werden diese Signale mit dem Faktor F' verldngert:
0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,...

Da diese viermal so lange Bitfolge in derselben Zeit gesendet wird, hat sich die Bandbreite vervierfacht.

Anschlieflend wird diese Folge mit dem Spreizkode (0,1, 1,0) geXOR¢:
0,1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1, ...

Wenn man jetzt noch mal mit dem Spreizkode XORen wiirde, kiime man wieder zum Ausgangssignal.

Auf der Antenne der Basisstation kommt nun ein ganzes Gemisch von Signalen an. Wenn die Basisstation
das Signal eines bestimmten Teilnehmers herausfiltern soll, dann wird dieses Signalgemisch mit dem Spreiz-
kode geXORt. Weil Spreizkodes verschiedener Teilnehmer aber ,,orthogonal“ aufeinander stehen, fiithrt dies
zu einer Abschwichung der Signale der anderen Teilnehmer, und das gewiinschte Signal ist also das stérkste.

Nun kommen die Scrambling Codes ins Spiel:

Da es nur F' paarweise ,,orthogonale* Spreizkodes gibt mit der Lénge F', braucht man ein neues Verfah-
ren, um Signale verschiedener Basisstationen voneinander abzugrenzen. Man nimmt dazu weitere Kodes
(scrambling codes), die , beinahe orthogonal® zueinander sind und auf folgendem Wege konstruiert werden:

Sei Fy = Z/27Z der Korper der Reste bei Division durch 2. Dieser Korper besteht nur aus den Elementen 0
und 1, und es gelten die Regeln 0+0=0,0+1=1,14+1=0sowie0-0=0-1=0,1-1=1.

Sei F3[ X ] die Menge aller Polynome in der Variablen X mit Koeffizienten aus Fy. Man kann solche Polynome
addieren, subtrahieren und miteinander multiplizieren (aber nicht durcheinander dividieren !) und erhélt
jedesmal wieder ein Ergebnis in Fo[X]. Es gelten die iiblichen Gesetze (Kommutativitit, Assoziativitit,
Distributivitit, 2 neutrale Elemente). Wir sagen auch, dafi (Fo[X], +,-) einen Ring bildet.

Nun sei p € F3[X] ein festes Polynom aus diesem Ring mit dem Grade N. Dieses Polynom ist fiir die
Festlegung der scrambling codes entscheidend. Genauer gesagt, gibt es zwei solche Polynome p: eines fiir
die Kommunikation vom Mobiltelefon zur Basisstation, und ein anderes fiir die andere Richtung. Die
Grade diese Polynome sind 24 und 18; und diese beiden Polynome sind im UMTS-Standard festgelegt, also
europaweit einheitlich (in Amerika und Asien gibt es verschiedene Abweichungen).

Dieses Polynom p ist ein ganz besonderes Polynom: denn es muf} irreduzibel sein. Das bedeutet, dafl man
es nicht in Faktoren aus Fy[X] zerlegen kann. Nun nimmt man sich alle diejenigen Polynome aus Fy[X]
her, die p als Faktor enthalten. Diese bilden ein sogenanntes Ideal, man schreibt fiir dieses Ideal auch (p).

Dann , faktorisiert man Fo[X] nach diesem Ideal und bekommt Fy[X]/(p). Dies ist definiert als die Menge
aller Restpolynome, die bei Division mit Rest eines Polynoms aus Fo[X] durch p entstehen kénnen, also
diejenigen Polynome aus Fo[X] mit Grad < N — 1. Jedes Element g von Fo[X]/(p) hat die Form

g(X)EaN,lXN*1+~~~+a1X+a0 mod p, a; € {0,1}.

Diese Restklassen bilden einen Ring, wie man leicht nachpriift. Weil jedoch das Polynom p irreduzibel ist,
bilden diese Restklassen nicht blof einen Ring, sondern etwas viel Besseres: némlich einen Koérper. (Zur
Erinnerung: es ist Fy ein Kérper genau dann, wenn ¢ eine Primzahl ist). Mit anderen Worten, man hat
sogar noch die Division. Das heift, zu jedem Polynom g = ¢g(X) aus F2[X]/(p) gibt es genau ein Polynom
h = h(X) aus F3[X]/(p) mit

g(X)-h(X)=1 mod p.
Nun definiert man sich eine Folge go(X), g1(X),...von Polynomen aus F3[X]/(p) geméaf der Vorschrift
gr(X) = X" mod p, k=0,1,2,....

Es ist also g nichts anderes als der Rest des Polynomes X* bei Division durch p(X). Jedes dieser Polynome
wird gegeben durch seine Koeffizienten ay_1, ..., a1, ag, wobei ay_1 € {0,1} der Koeffizient der héchsten
X-Potenz ist und ag das Absolutglied. Wir schauen uns jetzt die Folge der Absolutglieder der g an:

(ao(g0), ao(g1), ao(g2), - - ).
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Dies ist eine unendlich lange Folge von Nullen und Einsen; sie ist periodisch mit der Periodenlinge 2V — 1.
Die Periodenlédnge ist deshalb so hoch, weil p irreduzibel ist.

Und in dieser Folge stecken die scrambling codes: jede Basisstation in Europa bekommt einen Startin-
dex zugewiesen, und die Folgenelemente ab diesem Startindex bilden gerade den scrambling code dieser
Basisstation. Verschiedene scrambling codes sind dabei ,,im wesentlichen orthogonal®.

Das mit dem Spreizkode geXORte Signal wird jetzt mit dem passenden scrambling code ein weiteres Mal
geXORt. Anschliefend wird das Signal auf die Trégerfreqenz aufmoduliert und gesendet.

An der Empfangsantenne kommt dann ein Wellensalat an, aus dem durch XORen mit dem scrambling code
und Spreizkode das gewiinschte Signal herausgefiltert wird.

1.5 Der Raum und der R?

1.5.1 Allgemeines

Die Begriffe ,,Ortsvektor®, ,,Addition von Vektoren“, , Vervielfachung von Vektoren®, , Kartesisches Koor-
dinatensystem® definieren wir im Falle des dreidimensionalen Raumes analog wie im Falle der Ebene, blof3
daf jetzt noch eine weitere Dimension hinzukommt.

Die Menge der Ortsvektoren im dreidimensionalen Raum bildet, gemeinsam mit geometrisch definierter
Addition und Multiplikation, einen Vektorraum.

Definition 1.49. Der R3 ist definiert als Menge geordneter Tripel reeller Zahlen:

&
Rg = 52 : 51 cR
€3
Um Vertikalplatz zu sparen, schreiben wir diese Tripel auch als (£1,&2,€3) . Wir definieren 2 Operationen:
&1 Ul &S +m
+ :R®xR®— R, S+ [m] =L+,
&3 73 &3+ m3
&1 A
- TR xR® - R3, A& ] = A
€3 A&3

Weiterhin schreiben wir 0 = (0,0,0)", e; = (1,0,0) T, e2 = (0,1,0)7, e3 = (0,0,1) .

Wir definieren das Skalarprodukt zweier Vektoren x undy als

(T,y) =& m+& n2+E& s,
und die euklidische Norm (den Betrag, die Linge) eines Vektors x € R? als

|z] == /(x, z).

Dann folgt schnell, daf dieser R mit diesen beiden Rechenoperationen einen Vektorraum bildet, und daf
das Skalarprodukt die Eigenschaften aus Satz 1.27 besitzt. Dann gilt automatisch auch die Ungleichung
von Cauchy—Schwarz, und die Betragsfunktion hat die Eigenschaften, die man von ihr erwartet.

1.5.2 Vektorprodukt und Spatprodukt

Der dreidimensionale Raum ist ein Sonderfall. Denn dort (und ausschliefilich dort) kénnen wir ein weiteres
Produkt von Vektoren definieren:

Definition 1.50 (Vektorprodukt oder Kreuzprodukt im R3). Seien a = (a1,a2,a3)" und b =
(B1, B2, B3) " zwei Vektoren. Dann wird das Vektorprodukt bzw. Kreuzprodukt®® gegeben durch

Qo33 — Paa3
axb:=|asf — Bz
a1ﬁ2 - ﬁ1a2

30 cross product, vector product, outer product
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Das sieht zunéichst erst mal kompliziert aus; aber spéter werden wir einfache geometrische Interpretationen
und schoénere Formeln zur Berechnung finden.

Satz 1.51. Seien a,b,c,d € R® und X\ € R. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

x ist bilinear: FEs ist (Aa) xb = A(a xb) und (a+b) xc = (axc)+ (bxc); analog fir den zweiten Faktor.
x ist antikommutativ: a x b= —bx a

Entwicklungssatz: a X (b x ¢) = (a,c)b— (a,b) c

x ist nicht assoziativ: aber es gilt a x (b x ¢) +bx (¢ x a) + ¢ x (a x b) = 0.

Identitét von Lagrange: *' (a x b,c x d) = (a,c) (b,d) — {(a,d) (b, c)

a x b steht senkrecht auf a und b: (a,a x b) = (b,a x b) = 0.

Lange des Produktvektors: Wenn ¢ einen der beiden Winkel zwischen a und b bezeichnet, ist

la x bf* = [al* - [b]* = (a,5)* = |af* - [b* sin® ().

Multiplikationstafel: Wir haben folgende Tabelle:

[ er [ e2 | es |

e1 0 €3 —€2 (Erlduterung: e; X ea = e3 usw.)
es || —es 0 el

€3 €9 —€1 0

Linear abhingige Vektoren: FEs ist a x b =0 genau dann, wenn a und b linear abhingig sind.

Beweis. Die meisten Eigenschaften lassen sich simples Rechnen zeigen. Zum Beispiel ist

a x b]* = (2fs — Baas)” + (asBi — Bzon)® + (a1 — Praz)?
= (23)? + (B203)® + (a3f)? + (Bzen)® + (a1 f2)” + (Braz)?
— 2(2f3P203 + a3 fr1 B30 + v fa i)
= (af + a3 + a3) (B8] + B3 + B3) — (a1B1 + @22 + a3fis)?
= [af* - [b* = (a,5)* = |af* - [b]*(1 = (cos £(a,]))?).
Daraus folgt sofort die letzte Eigenschaft: Denn wenn a x b = 0 ist, dann hat entweder einer der Vektoren

a, b die Lange 0, oder die beiden Vektoren sind parallel oder antiparallel; also sind a und b linear abhéngig.
Und umgekehrt. O

Frage: Wie kann man die Formel fiir die Produktvektorldnge aus der Lagrange-Identitat herleiten ?
Das Kreuzprodukt gibt es nur im R3.

Fiir die geometrische Interpretation nehmen wir an, dafl ej, es, e3 ein Rechtssystem sind, also im Raum
liegen wie Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger einer gesunden rechten Hand. Dann gilt:

Satz 1.52. Seien a,b € R?, und ¢ = a x b. Dann gilt:

1. ¢ steht senkrecht auf a und auf b.
2. Die Linge |c| ist gleich der Fliche des Parallelogramms, das von a und b aufgespannt wird.

3. a, b und c bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Die ersten beiden Aussagen sind schon bewiesen, den Beweis der letzten Aussage miissen wir aufschieben
(siehe Satz 1.62).

31JosepH Louls LAGRANGE, 1736-1813
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Bemerkung 1.53. Gegeben seien zwei Vektoren a und b. Gesucht sei ein Vektor x mit a X x = b. Aus
dem vorigen Satz ergibt sich, daff a und b aufeinander senkrecht stehen miissen. Ansonsten kann es eine
Lésung x gar nicht geben.

Aber selbst wenn a und b aufeinander senkrecht stehen sollten, ist die Losung x immer noch nicht eindeutig
bestimmt (auch wenn wir jetzt drei Gleichungen fir drei Unbekannte haben).

Seien zum Beispiel a = (1,0,0)T und b= (31, B2, 83) " gegeben, und x = (&1,&,&3) T gesucht. Dann ist

B1 0
Bo| =b=axz= |-
B3 &2
Wir bekommen 1 = 0 (was nichts anderes als a L b bedeutet) sowie & = f3 und {5 = —f2. Und

offensichtlich konnen wir & nicht ermitteln. Es gibt mehrere Losungen: wenn x eine Losung ist, dann ist
auch x + Aa eine Lisung, fir jedes A € R (natiirlich nur wenn a L b).

Es gibt keine Division als Umkehroperation des Kreuzproduktes.

Als Kombination von Skalarprodukt und Vektorprodukt bekommen wir (nur im R3 !) das Spatprodukt:

Definition 1.54 (Spatprodukt bzw. Determinante). Seien x,y, 2 € R3. Dann heifit der Wert (z,y X z)
Spatprodukt®? oder Determinante®® der Vektoren x,y,z. Eine andere Schreibweise ist det(z,y, z).

Der Namen ergibt sich daraus, dafl drei Vektoren im R? einen sogenannten Spat aufspannen; und das
Spatprodukt ist gerade das (orientierte) Volumen des Spats. Wenn die Vektoren x,y, z ein Rechtssystem
bilden, dann ist das Spatprodukt positiv, ansonsten negativ.

Seien nun = = (&1,&2,63) ", vy = (n1,7m2,7m3) " und z = (¢1,(2,¢3) " . Dann erhalten wir nach Einsetzen und
Ausrechnen die Formel

det(x,y, 2) = &1m2@3 + M€z + C1éens — Cim2és — &1¢ans — miéads,

die man sich wie folgt merken kann: Man schreibt die Vektoren x, y und z spaltenweise nebeneinander, und
anschliefend die Vektoren x und y noch einmal rechts daneben:

&1 M G & m
& 72 G2 &2 72
&3 73 (3 &3 73

Anschlieflend bildet man drei diagonale Produkte von links oben nach rechts unten; diese Produkte werden
positiv gezéhlt. Und entsprechend bildet man drei diagonale Produkte von rechts oben nach links unten,
die negativ gezahlt werden.

Satz 1.55. Das Spatprodukt hat die folgenden Figenschaften:

e [s ist linear in jedem der drei Argumente (trilinear), das heifit zum Beispiel fir das erste Argument

det(z + y, z,w) = det(x, z,w) + det(y, z, w), det(A\x,y, z) = Adet(z,y, 2).

o Wenn zwei der Vektoren x,y,z gleich sind, dann verschwindet das Spatprodukt: det(x, x, z) = 0 usw.

e [ir die kanonischen Basisvektoren gilt det(ey, eq,es3) = 1.

Beweis. Wir wissen von frither, da3 sowohl das Skalarprodukt als auch das Vektorprodukt bilinear sind.
Daraus ergibt sich sofort, dal das Spatprodukt linear in jedem seiner Faktoren ist (Distributivgesetze).

Die zweite Aussage folgt daraus, dafl einerseits das Vektorprodukt senkrecht steht auf jedem seiner beiden
Faktoren, andererseits das Vektorprodukt zweier gleicher Vektoren gleich dem Nullvektor ist.

Und die dritte Aussage ergibt sich aus elementarem Rechnen. |

32parallelepipedial product, triple product
33 determinant
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Satz 1.56. Fir das Spatprodukt gelten die folgenden Rechenregeln:

o Wenn man ein Vielfaches eines Vektors zu einem anderen Vektor addiert, bleibt das Spatprodukt
gleich: det(z + Ay, y, z) = det(z, y, 2).

e Wenn man zwei Vektoren im Spatprodukt tauscht, dndert sich das Vorzeichen: det(y,z,z) =
—det(z,y, 2).

e Die drei Vektoren im Spatprodukt kann man zyklisch tauschen: det(x,y, z) = det(y, z, x) = det(z, x, y).
Beweis. Mit den Eigenschaften des vorigen Satzes haben wir
det(x + \y,y, z) = det(x,y, z) + det(A\y, y, z) = det(x,y, z) + Adet(y, y, z) = det(x,y, z) + 0,
womit wir die zweite Aussage beweisen konnen:

det(y, =, z) = det(y,x +y,z) = det(y — (z + ),z +y,2)
=det(—z,z +y, z) = det(—x,y, z) = — det(x, y, 2).

Und wenn wir dies zweimal anwenden, erhalten wir den dritten Teil:

det(z,y, z) = — det(z, z,y) = + det(y, 2, x).

O
Definition 1.57. Seien x1, 29, ..., 1z, € R? beliebige Vektoren.
Wenn es reelle Zahlen Ay, ..., A\, gibt, von denen wenigstens eine nicht 0 ist, sodaff \jx1+ -+ ATy = 0
ist, dann heiflen die Vektoren x1, ..., x, linear abhingig®*.
Ansonsten (wenn es also nur eine einzige Méglichkeit gibt, den Nullvektor mit den Vektoren x; darzustellen:
néimlich alle \; gleich 0 zu wihlen) heifen die Vektoren x1, ..., x, linear unabhingig®.
Anders formuliert: Seien die Vektoren 1, ..., z, linear unabhéngig. Wenn dann eine Gleichung der Form

MT1+ -+ Ay, = 0 wahr ist, dann miissen sédmtliche \; = 0 sein.

Wenn die Vektoren 1, ..., z, hingegen linear abhéngig sind, dann kann man reelle Zahlen Ay, ..., A\,
finden mit Ajz1 + - + Az, = 0, soda wenigstens ein A; # 0 ist. Zum Beispiel sei A\; # 0. Dann diirfen
wir durch A\; dividieren, und bekommen

Ao An
T1=— | T T2+ -+ T Tn | = Q2+ Qpla, Qj =
)\1 )\1

Aj
A

Wir kénnen also (weil Ay # 0 ist) 21 als Linearkombination der anderen Vektoren schreiben. (Aber es kann
sein, dafl wir z.B. xo nicht mittels x1, x3, x4, ..., z, darstellen kénnen.)

Frage: Finden Sie ein Beispiel fiir Vektoren 1, x2, 3 in der Ebene, sodal man z; als Linearkombination
von xo und x3 darstellen kann, aber x5 nicht als Linearkombination von z; und z3.

Wenn eine Familie®® von Vektoren linear abhingig ist, dann gibt es einen Vektor aus dieser Familie,
den man als Linearkombination der anderen ausdriicken kann.

Sobald eine Familie von Vektoren den Nullvektor enthilt, ist sie linear abhéngig.
Satz 1.58. Seien x,y,z € R3 beliebige Vektoren.

o Folgende drei Aussagen sind dquivalent:>”

1. xxy=0,

34]inearly dependent

35]inearly independent

36 Wir reden von einer Familie von Vektoren, weil in einer Familie ein Vektor auch mehrfach vorkommen darf. Im Gegensatz
dazu darf eine Menge kein Element doppelt enthalten.

37 Das bedeutet nur, da$ jede der drei Aussagen aus jeder der beiden anderen geschlufifolgert werden kann. Die drei Aussagen
sind entweder alle gleichzeitig wahr, oder sie sind alle gleichzeitig falsch.
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2. x und y sind linear abhingig,

3. x und y sind parallel (oder antiparallel).
e Folgende drei Aussagen sind dquivalent:

1. det(z,y,2) #0,
2. x, y und z sind linear unabhdingig,

3. jedes w € R® kann auf eindeutige Weise geschrieben werden als w = ax + By + vz.

o Je vier Vektoren im R® sind linear abhdngig.

Beweisskizze. Der erste Teil wurde in Satz 1.51 bewiesen.

Fiir den zweiten Teil beschréinken wir uns auf einige anschauliche geometrische Uberlegungen: Wenn die
Vektoren x,y, z linear unabhéingig sind, dann liegen sie nicht in einer gemeinsamen Ebene. Also spannen
sie einen Spat auf, der ein Volumen hat, das nicht 0 ist. Und umgekehrt, was die Aquivalenz 1 <= 2 zeigt.
Wenn die Vektoren z,y, z linear unabhéngig sind und w ein beliebiger Vektor, dann existiert genau ein
Spat, der die Strecke zwischen dem Ursprung 0 und w als Raumdiagonale hat und dessen Kanten parallel
zu den Vektoren x, y, z sind. Die Koordinaten «, (3, 7 kann man dann von den Kantenldngen ablesen.

Fiir den Beweis des dritten Teils fehlen uns im Moment die Mittel, sodafl wir ihn auf spéter verschieben. [

Definition 1.59. Wenn die Vektoren x1, 2, ..., T, € R? paarweise orthogonal aufeinander stehen,
(zi,25) =0, 177,

dann bilden diese Vektoren ein Orthogonalsystem®®.

Wenn diese Vektoren auferdem noch jeweils die Ldnge 1 haben, also

0 i,
1 :i=y,

(5, m5) = 055 = {

dann reden wir von einem Orthonormalsystem®’. Der Ausdruck d6;; heifst Kroneckersymbol (LEOPOLD
KRONECKER, 1823-1891).

Satz 1.60. o Wenn die Vektoren a1, ..., a, € R ein OGS bilden und jeweils nicht 0 sind, dann sind
sie linear unabhdngig.

e Wenn die Vektoren ai, as, az € R3 ein ONS bilden, dann ist ihre Determinante det(ai,as,as)
entweder +1 oder —1.

Beweis. Im Beweis des ersten Teils gehen wir indirekt vor: wir setzen voraus, dafl die Vektoren aq, ...,
an jeweils nicht 0 sind, ein Orthogonalsystem bilden, aber linear abhingig sind. Dann kénnen wir zumin-
dest einen Vektor als Linearkombination der anderen darstellen. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit
(0.B.d.A.) sei dieser Vektor a; (ansonsten numerieren wir die Vektoren um). Dann ist also

a1 = oo + -+ + Apay.
Wir bilden das Skalarprodukt mit a;:
(a1,a1) = Ao {az,a1) + -+ A (an,a1) .

Die linke Seite ist ungleich 0, denn a; # 0. Aber die rechte Seite verschwindet, denn es ist (aj,a1) =0 fir
j > 2. Das ist ein Widerspruch. Also miissen die Vektoren linear unabhéingig sein.

Zum zweiten Teil: wir argumentieren geometrisch. Es ist det(a1,as,as) = (a1, a2 X a3), und die Vektoren
as, az spannen ein Quadrat der Seitenléinge 1 auf, also ist as X ag ein Vektor mit der Lange 1, der auf as
und a3 senkrecht steht. Damit ist as x a3 = +a; oder = —ay, und somit folgt det(aq,as,az) = (a1, +a) =
+a1|* = £1. O

38orthogonal system
39orthonormal system
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Definition 1.61. FEin Orthonormalsystem mit Determinante +1 bzw. —1 heifst positiv orientiert?® bzw.
negativ orientiert*!.

FEin geordnetes Tripel (x1,x2,23) von Vektoren heiffit Rechtssystem bzw. Linkssystem, wenn seine Deter-
minante det(xz1, xa, x3) positiv bzw. negativ ist.

Satz 1.62. Die Tripel (e1,e,e3) und (a,b,a x b) sind Rechtssysteme (wenn a x b#0).

Beweis. Man rechnet schnell nach, daf det(ey, ea,e3) = 1 ist. Weiterhin ist

det(a,b,a x b) = det(b,a x b,a) = det(a x b,a,b) = (a x bya x b) = |a x b|* > 0.

Damit ist der Beweis von Satz 1.52 vervollstédndigt.

Bemerkung 1.63. Ein anderer Zugang zum Kreuzprodukt fiihrt diber den LEVI-CIVITA*? —Tensor e.
Dieser ist ein Tensor dritter Stufe (also ein wiirfelférmiges Zahlenschema, analog zu einer Matriz als
einem quadratischen Zahlenschema und einem Vektor als einem eindimensionalen Zahlenschema). Er ist
definiert als

1 . wenn (4, k,1) eine gerade Permutation von (1,2, 3) ist,
gjp =4 —1 : wenn (J,k,1) eine ungerade Permutation von (1,2,3) ist,
0 1 sonst.

Dann, ist @ x b = —(e-d) -b. Hierbei ist das Produkt e - @ (ergibt eine Matriz) definiert analog zum Produkt
von Matrixz mal Vektor iiber das Summieren benachbarter identischer Indizes:

3
(- @i =Y ejmar.
=1
Wir haben auch (a x b); = Zi 1—1 Ejkiaxbr.

1.5.3 Drehungen im R3

Genauso wie im Falle des R? stellen wir uns folgende Frage:

Gegeben ist ein Vektor # € R? und eine Drehachse durch den Ursprung. Wir wollen den Vektor z um diese
Achse drehen mit einem Drehwinkel . Wie kénnen wir den Bildvektor 2/ bestimmen ?

Der einfache Fall: die Drehachse ist eine Koordinatenachse
Die Drehachse sei also die Achse entlang des Vektors ey, und der Drehwinkel sei ¢. Es bietet sich an, den
Originalvektor z in zwei Teile zu zerlegen:

r=¢&e1+&ex+E3e3 =7 + 11,
wobei x| = {ye; parallel zur Drehachse ist, und z; = §3e2 + §ze3 in einer Ebene lebt, die senkrecht auf der
Drehachse steht.
Man iiberlegt sich leicht, daf§ der Bildvektor x’ sich zerlegt als

2 = zﬁ +:cl,

wobei ac'H = x| gilt, denn dieser Anteil liegt genau auf der Drehachse. Und der senkrechte Anteil 2/, kann
wie bei einer Drehung in der Ebene ausgerechnet werden:

&Y\ [cosp —sinp\ (&
&) \sing cos &)
40positively oriented

4lpegatively oriented
42 TuLnio LEVI-CrviTa (1873-1941)
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Um die beiden Teilvektoren T und x| einheitlich zu behandeln, fithren wir 3 x 3-Matrizen ein:

a1 ai2 ais
A= |asn a22 ass | , aij € R.
asi a32 as33

Auflerdem definieren wir eine Operation

Matriz mal Spaltenvektor ergibt Spaltenvektor

geméf

aii ai2 ais '51

asy asz as3 &3

mit der wir die Abbildungsgleichung schreiben kénnen als

1 1 0 0 &
Ll =10 Cos ¥ —sinp &
A 0 sin CoS &3

a11&1 + a12é2 + a13€3
az1 a2 az3 & | = | a21&1 + a8 + a3és
a31§1 + azée + az3és

+ &2

@12

a32

+&3

Damit wissen wir jetzt, wie wir einen Vektor um die erste Koordinatenachse drehen kénnen.

Der schwierige Fall: die Drehachse ist verschieden von allen Koordinatenachsen

@13
a23
as3

43

Also ist die Drehachse entlang des Vektors 7 eine beliebige Gerade durch den Ursprung. Die Strategie ist:

1. wir wéhlen ein neues Koordinatensystem (also neue Basisvektoren 71, 72, r3), sodafl der Drehachsen-

vektor r gleich einem Koordinatensystemsachsenvektor wird,

2. wir rechnen die Koordinaten von z auf das neue Koordinatensystem um,

3. wir fithren die Drehung im neuen Koordinatensystem aus,

4. wir rechnen die Koordinaten des Bildvektors x’ wieder auf das alte Koordinatensystem zuriick.

Es ist also ein Vektor = gegeben und eine Drehachse, die durch einen Vektor r; € R3 beschrieben wird. Wir

wollen  um die Achse durch r; mit einem Winkel ¢ drehen.

Zu Schritt 1:

Wir diirfen annehmen, dafl der Vektor r; die Lange 1 hat. Wir suchen uns zwei weitere Vektoren o und 3,
die in der zu 1 senkrechten Ebene liegen und gemeinsam mit 7 ein ONS bilden (spéter werden wir ein Ver-
fahren angeben, solche Vektoren 73, r3 zu bestimmen (Orthogonalisierungsverfahren von Gram—Schmidt)).
Dabei ist zu beachten, dafl r1, ro und r3 in dieser Reihenfolge ein Rechts-System bilden; anderenfalls muf3
das Vorzeichen des Drehwinkels gedndert werden. Diese 3 Spaltenvektoren stellen wir nebeneinander und

bekommen eine Matrix A:

A= T ] r3

Zu Schritt 2:

Wir kénnen diese 3 Vektoren als Basis des R? ansehen und haben dann

T = 0171 + 0272 + 0373,

wobei die ¢; zundchst unbekannt sind. Auflerdem verfiigen wir iiber die Darstellung

r =&1e1 + &aen + E3e3,

wobei die Zahlen §; gegeben sind, und die e; sind die kanonischen Basisvektoren: e; = (1,0, 0)" usw.

Die Zahlen p; kénnen wir folgendermaflen berechnen:

(w,75) = (0171 + 0272 + 0373, 7;5) = (0475, 75) = Qj|7"j|2 = 0j,

J=12,3,

denn die Vektoren 71, ro und r3 bilden ein ONS, und beim Bilden des Skalarproduktes fallen immer alle

Summanden bis auf einen heraus.

Auflerdem bendtigen wir noch den Begriff der transponierten Matrix:
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Definition 1.64. Sei A eine 3 x 3-Matriz, und AT diejenige Matriz, die durch Spiegelung der Matrizein-
trige an der Hauptdiagonalen entsteht. Dann heifst AT transponierte Matrix*® zu A. Also:

a1 @12 a13 aii a1 a3

T
A= | a2 a22 a3 | , A = |arp a2 a32
az1 a32 as3 a13 a23 as3

Satz 1.65. Seien A und B 3 x 3—Matrizen. Dann ist
(AB)T =BTA".
Beweis. Ubungsaufgabe. (|

Man beachte die geénderte Reihenfolge der Faktoren !

Etwas geschickter hingeschrieben, lauten die Gleichungen (x,7;) = o;:

01 — o —\ /]
o2 | = | — r; — x|,
o)\ )\
also
01
02| =ATx. (1.4)
03

Zu Schritt 3:

Im Koordinatensystem der Vektoren (1,79, r3) 148t sich die Drehung miihelos durchfiihren:
x' = gir1 + ohra + 0573

mit unbekannten Koordinaten g;, die sich bestimmen gemé&f

01 1 0 0 01
oh1 =10 Cos —sinp 02 |- (1.5)
04 0 sin cos 03

Zu Schritt 4:

Aus dem vorigen Schritt kennen wir bereits die Zahlenspalte (o}, 05, 05) ", und jetzt suchen wir die Zahlen-

spalte (£],&5,€4)T zum Bildvektor 2’. Analog zu (1.4) haben wir auch jetzt die Beziehung
o
912 _ AT:C/,
0%
und wenn wir von links die inverse Matrix (AT)~! dranmultiplizieren, folgt
Ty-1 % Ty—14T
(AN oh | =AY A Y = I3a) =2,
/
03

und somit sind wir fertig, denn insgesamt haben wir jetzt (aus (1.4) und (1.5))

& 01 1 0 0 01
Gl=AN)" o] =) [0 cosp  —sing| | e
& o 0 sing  cosp ) \os

1 0 0 3

=ANH|o cos —sinp | AT [ &

0 sin ¢ cos &3

Leider sind wir noch nicht ganz fertig, denn wir haben zwei offene Fragen:

43transposed matrix
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e gibt es (A7)~ iiberhaupt ?

e wenn ja, wie finden wir (A7)~ ? Was wiire der Rechenweg ?
Zur Antwort brauchen wir ein neues Produkt, ndmlich
Matriz mal Matrixz ergibt Matrix.
Wir beobachten, dafl man sich eine Matrix als nebeneinandergestellte Spaltenvektoren vorstellen kann:

L a;
A= aq as as | , aj; = | az; |, j = 1, 2, 3.
. as;

Wenn nun eine 3 x 3-Matrix B entsteht aus 3 Spaltenvektoren by, by und bs, dann definieren wir

AB = A bl b2 bg = Abl Ab2 Abg

Oder anders formuliert: Man nimmt eine Zeile von A und eine Spalte von B, bildet das Skalarprodukt
dieser beiden Vektoren, und das Ergebnis schreibt man dorthin, wo diese Zeile/Spalte einander kreuzen.

In unserem konkreten Fall sind die Spalten von A aber gerade die Vektoren ry, 1o, r3, die ein Orthonormal-
system bilden. Das heifit aber gerade AT A = I. Jetzt schauen wir uns die Definition der inversen Matrix
an und erkennen daraus sofort:

e Die Matrix A ist invertierbar.

e Die Inverse zu A ist in diesem Falle gleich AT.

Wie wir im Abschnitt 1.4 gelernt haben, ist nicht nur AT A = I, sondern auch AA"T = I. Das heifit:

Wenn die Spalten von A ein Orthonormalsystem bilden, dann bilden die Zeilen von A ebenfalls ein Ortho-
normalsystem !** Es folgt dann auch: (AT)~! = A. Wir kénnen also (AT)™! mit einem Rechenaufwand
nahe Null bestimmen !

Damit haben wir die Drehmatrix gefunden:

Satz 1.66. Die Drehung um eine Drehachse durch den Vektor r1 mit dem Winkel ¢ wird beschrieben durch
eine Drehmatriz R(r1, ), die gegeben wird durch das Produkt

1 0 0
R(r,p) =A|0 cos —sinp | AT.
0 sin cos ¢

Hierbei ist A eine 3 x 3—Matrix, deren Spalten ein ONS bilden, und die erste Spalte ist gleich dem Vektor rq
(g9gf. normiert auf Linge 1). Die beiden weiteren Spalten ro und r3 von A sind beliebig wdihlbar, solange sie

gemeinsam mit der ersten Spalte ein ONS bilden. Es ergibt sich bei anderer Wahl dieser Spalten jedesmal
dieselbe Matriz R(r1,p).

Es ist am besten, dieses Dreierprodukt von Matrizen stehenzulassen und nicht auszumultiplizieren.

Satz 1.67. Die Spalten von R bilden ein Orthonormalsystem.

Beweis. Wir miissen nur nachpriifen, da R" R = I gilt. Zur Abkiirzung sei die mittlere Matrix R, getauft,
also R = ARyA". Dann haben wir wegen Satz 1.65

R'R=(ARyAT)T(ARyAT) = (AT)TRJ AT)(ARyAT)
= ARy (ATA)RyAT = ARj RoA" = A(Ry Rg)A" = AAT
=1.
O

44 Wer nicht an die Kraft der Gruppentheorie (insbesondere Satz 1.44) glauben will, mége versuchen, dieses Ergebnis zu
Fufl zu beweisen, d.h. zum Beispiel mit den Methoden der Vektorrechnung ...
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Solche Matrizen tauchen in Mathematik und Physik so oft auf, dafl sie eines eigenen Namens wiirdig sind:

Definition 1.68. Eine Matriz A mit AT A = I heifit orthogonale Matrix*?.

Die Bedeutung der orthogonalen Matrizen liegt darin, daf sie die Ldngen von Vektoren nicht &ndern: wenn x
irgendein Vektor ist und A eine orthogonale Matrix, dann haben x und Ax dieselbe Lénge. Die Umkehrung
gilt auch: wenn eine Matrix die Linge von Vektoren nicht dndert, dann ist sie eine orthogonale Matrix.

Jede Bewegung des Raumes, die den Ursprung festhilt (also Drehungen, Spiegelungen und jede Komposition
davon, aber keine Verschiebung) kann durch eine orthogonale Matrix beschrieben werden.

1.5.4 Der affine Raum

Wir sollten unbedingt zwei Typen von Vektoren unterscheiden:

e Ortsvektoren,

e Vektoren im engeren Sinne.

Ortsvektoren bezeichnen einen Ort, also einen Punkt im Raum. Ein Ortsvektor startet stets im Ursprung.
Ein Beispiel wire ein Vektor, der zum aktuellen Aufenthaltsort eines Teilchens zeigt.

Die Vektoren im engeren Sinne beschreiben alles weitere: Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, Krifte,
Stromungen, elektrische Felder, magnetische Felder usw.

Wenn Ortsvektoren benutzt werden, um einen , geographischen Ort“ anzuzeigen, dann kann man sie nicht
addieren: die ,,Summe zweier geographischen Punkte® ist in einer solchen Situation sinnlos.

Aber man kann einen Vektor (i.e.S.) an einen Ortsvektor anhiingen, um zum Beispiel auszudriicken, wo
das Teilchen nach dem Verstreichen eines Zeitintervalles At wiire, wenn es seine jetzige Geschwindigkeit
beibehielte. In diesem Sinne hitte man einen Ortsvektor und einen Vektor i.e.S. addiert.

Mathematisch driickt man dies durch den Begriff des affinen Raums aus. Grob gesprochen besteht der
affine Raum aus zwei Dingen:

e einer Menge von Punkten,
e und einer Menge von Vektoren.
Die Vektoren bilden einen Vektorraum wie schon frither definiert.
Zwischen beiden Mengen gelten dabei die folgenden Regeln:
e wenn man an einen Punkt einen Vektor anhéngt, landet man wieder bei einem Punkt,

e die gerichtete Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten ergibt einen Vektor.

1.6 Schliisselbegriffe

Die hier aufgefiihrten Begriffe sind von hochster Bedeutung. Ohne eine sichere Beherrschung dieser Begriffe
und Konzepte ist ein Verstdndnis spéterer Vorlesungskapitel nicht moglich.

Sie sollten auch in der Lage sein, die in das Skript eingestreuten Fragen iiberzeugend zu beantworten.
e algebraische Grundkonzepte: Gruppe, Korper, Vektorraum,
e R und C als Korper, Definition von C, geometrische Interpretation der Rechenoperationen in C,
e zwei Sichtweisen auf den Raum der Ortsvektoren in der Ebene: geometrisch und analytisch,
e Produkte Matrix - Vektor und Matrix - Matrix,
e Drehungen im R? und R3,
e Vektorprodukt, Spatprodukt, Determinante,

e affiner Raum im Gegensatz zum Vektorraum.

45orthogonal matrix



Kapitel 2

Vektorraume

Wir haben bisher 4 Vektorrdume ndher untersucht:

e den geometrisch definierten Raum der Ortsvektoren in der Ebene,
e den R?,
e den dreidimensionalen Raum der Ortsvektoren,

e und den R3.

Diese Rdume waren geometrisch bzw. analytisch definiert. Es gibt noch viele andere wichtige Vektorridume,
wie z.B. Funktionenvektorrdume, die nicht nur in der Quantenmechanik unverzichtbar sind. Da wir aber
nicht jeden einzeln behandeln kénnen, untersuchen wir in diesem Kapitel Eigenschaften, die jeder Vektor-
raum besitzt.

Es gibt verschiedene Typen von Vektorrdaumen. Eine Unterscheidung beruht darauf, ob der Vektorraum ein
Skalarprodukt besitzt oder nicht. Eine zweite Unterscheidung bezieht sich auf die Dimension: sie kénnte
endlich sein oder auch unendlich. Funktionenvektorraume sind praktisch immer unendlichdimensional, und
sie treten auf bei der Modellierung von vielen Prozessen aus der Natur und Technik, z.B. bei der Unter-
suchung der Ausbreitung von elektrischen Wellen, oder bei der Wettervorhersage, oder bei der Simulation
des elastischen Verhaltens von Bauteilen unter mechanischer Belastung. Eine prézise Untersuchung solcher
unendlichdimensionaler Vektorrdume ist sehr anspruchsvoll (sie findet z.B. im vierten Semester des Mathe-
matikstudiums in der Funktionalanalysisvorlesung statt), und deshalb verzichten wir darauf weitgehend.
In der numerischen Simulation zu Anwendungsaufgaben verwendet man stattdessen endlichdimensionale
Vektorrdume mit sehr hoher Dimension als Ndherungsverfahren; z.B. sind bei der Wettervorhersage Glei-
chungssysteme mit vielen Millionen Unbekannten regelméfig zu losen.

2.1 Allgemeine Eigenschaften

Sei K ab jetzt ein Korper. In praktisch sdmtlichen Féllen ist K = R oder K = C.

Definition 2.1. Wir sagen, dafl V' einen Vektorraum iiber K bildet, wenn zwei Operationen

+ VXV =V,
K xV >V

gegeben sind mit folgenden Eigenschaften:

o (V,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 = 0eV,

e Wir haben die beiden Distributivgesetze (o + ) -u=a-u+ - -uwund a-(u+v)=a -u+ «a-v, fir
a,B8 € K und u,v €V,

e FEs gilt das ,Assoziativgesetz® (a- ) -u=a- (8 -u) fira,f € K undu €V,

e Die Zahl 1 ist auch neutrales Element fiir die zweite Multiplikation: 1 -u = u fir u € V.

47
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Ab jetzt werden wir mit 0 sowohl die reelle/komplexe Zahl 0 bezeichnen als auch den Nullvektor in V. Die
Schreibweise 0 werden wir nur noch in Notfillen anwenden, wenn Miflverstdndnisse drohen.

Die Multiplikationspunkte (auf die wir im Folgenden auch verzichten wollen) im , Assoziativgesetz“ be-
zeichnen zwei verschiedene Multiplikationen: einerseits die Multiplikation zweier Zahlen (Kérperelemente),
andererseits die Multiplikation einer Zahl mit einem Vektor (und das spéter betrachtete Skalarprodukt
zweier Vektoren wird ein dritter Typ von Multiplikation sein). Deshalb die ,,“.

Entsprechend bezeichnet auch das Pluszeichen zwei verschiedene Additionen: von Koérperelementen (also
Zahlen) bzw. Vektoren.

Auflerdem sei darauf hingewiesen, dafy auch das Wort ,, Vektor® mindestens zwei verschiedene Bedeutungen
besitzt: einerseits ein konkretes geometrisches Objekt, welches man sich tiblicherweise als Pfeil in der Ebene
oder im 3D vorstellt; andererseits ein abstraktes mathematisches Objekt, {iber dessen Beschaffenheit nichts
gesagt wird (solange die Menge der Vektoren nur die Bedingungen aus Definition 2.1 erfiillt).

Zur Notation: Ab jetzt bezeichnen lateinische Grofibuchstaben (meistens) Vektorrdume, lateinische Klein-
buchstaben e, f, g, h,u,v,w, ... Vektoren, und griechische Buchstaben Elemente des Korpers K.

Beispiel 2.2.
o R" als Vektorraum tber dem Korper R,
o C™ als Vektorraum tber C,
e C" als Vektorraum tiber R,

o M™™M(R) — der Vektorraum der Matrizen des Formats n x m mit reellen Eintrigen (iber dem
Kérper R),

e R[X] — der Raum der Polynome in der Variablen X mit Koeffizienten aus R,
e C([a,b] = R) — der Raum der auf dem Intervall [a,b] stetigen und reellwertigen Funktionen,

e C*(la,b] = R) — der Raum der auf dem Intervall [a,b] k-mal stetig differenzierbaren reellwertigen
Funktionen.

Hierbei definieren wir die Addition zweier Funktionen auf naheliegende Weise: seien f und g zwei Funk-
tionen, dann wird die Summe (f + g) = (f + g)(x) definiert als f(x) 4+ g(x). Analog definiert man die
Vervielfachung einer Funktion gemiff (af) = (af)(z) = a - (f(x)). Der ,Nullvektor* 0 € V ist diejenige
Funktion, die auf dem gesamten Intervall tiberall den Wert 0 € R hat.

Frage: Warum kann man nicht R" als Vektorraum iiber dem Korper C betrachten ?

Wie man sieht, kann alles mogliche einen Vektor darstellen. Deshalb ist es gar nicht so selbstverstdndlich,
daf} die Aussagen des néchsten Satzes stimmen, auch wenn sie offensichtlich erscheinen:

Satz 2.3. Fiir beliebige Vektoren u,v € V und eine beliebige Zahl o € K gelten die Regeln

\.ol

1. 0-u=

I

=1

)

2.
3. (=1)-u=—u.

- 2

Hierbei bezeichnet (—u) denjenigen Vektor aus V, der zu u addiert den Nullvektor ergibt: (—u) +u = 0.

Beweis. Wie benutzen nichts weiter als die Eigenschaften aus Definition 2.1:

1.Esistu=1-u=(140)-u=1-u+0-u=u+0-u Weil (V,4) eine additive Gruppe ist und
in additiven Gruppen subtrahiert werden darf, mufl 0 - u gleich dem neutralen Element der Addition
sein, also gleich dem Nullvektor.

-, —

2. Nach demselben Muster wie eben ist - u = a(u+0) = a-u+ « -0, und « - 0 muB gleich dem
Nullvektor sein.

3. Wir benutzen das erste Ergebnis: 0 = 0-u = (1+(—1))-u = 1-u+ (1) -u = u+(—1)-u. Andererseits
ist 0 = u+ (—u), und es muf also (—1) - u = —u sein.

O
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2.2 Linearkombinationen, Erzeugendensysteme,
Lineare Unabhéingigkeit, Basen und Dimensionen
2.2.1 Linearkombinationen und Unterrdume

Definition 2.4 (Linearkombination, Span, endlich erzeugt). Seien ui,...,u, € V Vektoren und
ai,...,an € K Zahlen. Dann heifit der Vektor

atul + -+ apu, €V

Linearkombination® der Vektoren ui,. .. u,. Wenn wir die u;j festhalten und die o; durch ganz K laufen
lassen, erhalten wir den Span der Vektoren uy, ..., up:
n
span(uy, ..., Upy) = Zozjuj: ag, ..., €K
j=1

Diese Menge wird auch der von den u; aufgespannte Unterraum oder lineare Hiille? der u; genannt. Wir
sagen auch, daf die Vektoren u,...,u, die Menge span(us,...,u,) erzeugen. Diese Vektoren bilden ein
sogenanntes Erzeugendensystem.

Als Sonderfall legen wir fest, daf$ die leere Menge denjenigen Raum aufspannt, der nur aus dem Nullvektor
besteht:

span(0) := {0}.
Sei s C V eine Menge unendlich vieler Vektoren aus V. Dann definieren wir span(h) als
span(Y) = {alle Linearkombinationen aus endlich vielen Elementen aus L} .

Man beachte, daf 8 auch iberabzihlbar® viele Elemente enthalten darf.

Sei V' ein Vektorraum. Wenn es endlich viele Elemente uy,...,u, € V gibt mit V = span(uq,...,uy),
dann heifit V endlich erzeugt.

Definition 2.5 (Unterraum). Sei V' ein Vektorraum iber dem Kérper K, und sei U eine Teilmenge von
V. Wenn U den Nullvektor von V enthilt und wenn U gemeinsam mit den von V auf U eingeschrinkten®
Operationen ,+“ und ,-“ wieder einen Vektorraum iber dem Korper K bildet, dann heifit U Untervektor-
raum von V °. Man sagt auch Unterraum.

Wenn jetzt eine solche Teilmenge U C V' gegeben ist und wir wissen wollen, ob ein Unterraum vorliegt,
dann sind sédmtliche Eigenschaften aus Definition 2.1 nachzupriifen. Zum Gliick 148t sich diese Rechnerei
abkiirzen, denn wir haben den folgenden Satz:

Satz 2.6 (Untervektorraumkriterium). Sei V' ein Vektorraum dber dem Korper K und U C V mit
folgenden FEigenschaften:

1. U enthailt wenigstens ein Element,
2. wenn u € U und v € U, dann ist auch u+v € U,

3. wenn u € U und a € K, dann ist auch au € U.

Hinear combination

2linear hull, span

3Eine Menge M heifit abzihlbar, wenn ihre Elemente durchnumeriert werden kénnen, wobei man zum Numerieren nur
natiirliche Zahlen verwenden darf. In mathematischer Formulierung: es ist M abzihlbar, wenn es eine bijektive Abbildung
von N nach M gibt.

Wenn M soviele Elemente hat, dafl eine solche Numerierung niemals moglich ist, dann heifit M dberabzihlbar. Es ist Q
abzéhlbar, aber R iiberabzahlbar.

Ein Skalarproduktvektorraum, der eine abzdhlbare Teilmenge besitzt, die jedes Element des Vektorraums beliebig genau
annihert, wird in der Quantenmechanik (also im IK4) als separabel bezeichnet. Solche Vektorridume sind ,,schon®.

4im Sinne eines verkleinerten Definitionsbereiches

5linear subspace of V
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Dann st U ein Unterraum von V.
Wir sagen auch, dafl U abgeschlossen unter den Operationen 4+ und - ist.

Beweis. Zunichst ist zu priifen, ob fiir die Operationen + und - die Definitionsbereiche und Wertebereiche
passen: weil V' ein Vektorraum ist, haben wir 4+ und - als Abbildungen +: VxV — V und -: K xV — V.
Wenn wir diese Operationen einschrinken, bekommen wir +: U x U — V und -: K x U — V. Die
Voraussetzungen 2. und 3. besagen gerade, dafl sogar +: U x U — U und -: K x U — U gelten.

Die iiblichen Gesetze (Kommutativitét, Assoziativitdt und Distributivitéit) vererben sich von V auf U. Es
gilt auch 1-u = u fiir jedes u € U, weil diese Beziehung sogar fiir jedes u € V' gilt, und U C V.

Wir miissen jetzt blof noch zeigen, dafl wir auch in U ein neutrales Element zur Addition haben, und dafl
es in U zu jedem Element auch ein additiv inverses Element gibt. Nach Voraussetzung hat U wenigstens
ein Element, nennen wir es u*. Nach Voraussetzung 3. ist dann auch Ox - u* € U. Aber nach Satz 2.3 ist
O - u* = 0y, also ist Oy ein Element von U.

Sei nun v € U gegeben und ein additiv inverses Element dazu in U gesucht. Dieses ist —u € V', aber nach
Satz 2.3 ist —u = (—1) - u, was jedoch nach Voraussetzung 3. ein Element von U ist und nicht blof ein
Element von V. (|

Frage: Seien 1,22 € R3 beliebige Vektoren. Ist dann span(x1, x2) eine Ebene im R? durch den Ursprung ?

Satz 2.7. Sei V ein Vektorraum, uq,...,u, € V, und sei U = span(uq, ..., up). Dann haben wir folgende
Regeln:

1. U ist ein Untervektorraum von V.

2. Wenn u € V ein weiterer Vektor ist, dann ist U C span(uy, ..., Uy, u).
3. Wenn u sogar in U liegt, dann ist U = span(uq,. .., up,u).
Bewets. 1. Man benutze das Untervektorraumkriterium.

2. Fast trivial: wenn man einen weiteren Vektor (nidmlich «) beim Bilden von Linearkombinationen
erlaubt, dann kann man mindestens die gleichen Vektoren erzeugen wie zuvor (indem man z.B. diesen
Vektor u mit dem Koeffizienten 0 € K wichtet).

3. Wenn u € span(us, ..., uy), dann haben wir Koeffizienten 8; € K mit u = 2?21 Bjuj. Dann kénnen
wir jede Linearkombination von uq, ..., u,,u als Linearkombination von uy, ..., u, schreiben:

Quy + -+ Qi+ au = (g + af)ur + -+ (n + b))y

Das beweist span(uq,...,un,u) C span(ui,...,u,) = U. Andererseits haben wir aus 2., daf
span(uy, ..., Up,u) D span(uy, . .., u,) = U. Damit ist der Beweis beendet.

O

2.2.2 Lineare Unabhingigkeit und Basen

Definition 2.8 (Linear abhingig, linear unabhingig, frei, Basis). Sei V' ein Vektorraum iber K,
und sei (u1,...,u,) eine Familie von Vektoren aus V.

1. Die Familie (u1,...,u,) heifit linear abhingig®, wenn es Zahlen a,...,a, € K gibt, von denen
wenigstens eine nicht 0 ist, mit

ajug + -+ apuy = 0.

2. Wenn die Familie (u1,...,u,) nicht linear abhdingig ist, dann heifit sie linear unabhiingig” oder frei.
Das heif$t, die einzige Mdoglichkeit, Zahlen ay,...,a, € K zu wdhlen, sodafl ccyuy + -+ + apuy, = 0,
sty =+ =ay, =0.

Slinearly dependent
linearly independent
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3. Seil eine Familie von unendlich vielen Vektoren aus V. Diese Familie heif$t linear unabhéngig, wenn
jede endliche Teilmenge von i linear unabhdingig ist. Wenn 3 nicht linear unabhingig ist, dann heifst
i linear abhéngig.

4. Sei Ml eine Familie von Vektoren aus V' (endlich viele oder unendlich viele). Wenn i ein Erzeugen-
densystem von V ist und linear unabhdngig ist, dann heifit 4 Basis® von V.

Bemerkung 2.9. Wir vermerken zwei Spezialfille:

e Die Familie (6), die nur den Nullvektor aus V' enthdlt, ist linear abhdngig.

e Die leere Familie, die nichts enthdlt (nicht einmal den Nullvektor), ist linear unabhingig und spannt
den Nullvektorraum {0} auf. Die leere Familie ist Basis des Nullvektorraums.

Diese Sprechweisen werden uns spdter erlauben, Aussagen einfacher zu formulieren.

Frage: Was bedeutet die lineare Unabhéngigkeit in Funktionenrdumen ?
Frage: Sei V = R[X] und 4 = {1, 2,22 23,...}. Ist diese Familie linear abhiingig ?

Damit eine Familie L eine Basis von V sein kann, muf} sie zwei Eigenschaften erfiillen:

e es muf} 4 den ganzen Raum V aufspannen,

e [ muf linear unabhingig sein.

Die erste Forderung besagt anschaulich, dafl { ,nicht zu wenige“ Elemente hat; und die zweite Forderung
besagt anschaulich, dal 4 ,,nicht zu viele“ Elemente besitzt.

Als schnell beweisbare Merkregeln haben wir dann:

FEine Familie L ist Erzeugendensystem eines Vektorraums V' genau dann,
wenn jeder Vektor aus V' darstellbar ist als Linearkombination von Elementen aus 1.

Eine Familie 3 ist linear unabhdngig in V genau dann,
wenn der Nullvektor Oy genau auf eine einzige Weise dargestellt werden kann
als Linearkombination von Elementen aus 4.

Satz 2.10. Eine Familie (uq, ..., uy) ist eine Basis von' V' genau dann, wenn jeder Vektor u € V' auf genau
eine Art und Weise als Linearkombination der u,...,u, dargestellt werden kann.

Beweis. Wir haben zwei Richtungen zu beweisen.

=
Sei (uy,...,up) eine Basis, und sei u € V ein beliebiger Vektor. Wegen der ersten Merkregel kénnen wir
den Vektor v auf mindestens eine Weise als Linearkombination der u; darstellen:

U=0o1u1 + -+ aply.

Wir miissen noch zeigen, daf} dies die einzige Moglichkeit ist. Sei also aulerdem noch v = B1uy + -« -+ Bp s, -
Wenn wir beide Darstellungen abziehen, bekommen wir

0= (a1 = Br)ur + -+ (an = Bn)tn.
Weil nun allerdings die Vektoren u, ..., u, eine linear unabhéngige Familie bilden, 148t sich der Nullvektor
nur darstellen, wenn (a; — 8;) = 0 ist fiir jedes j. Es ist also 5; = ;.
77C“:

Wenn jeder Vektor genau eine Darstellung hat, dann hat er mindestens eine Darstellung. Wegen der ersten
Merkregel ist dann die Familie (u1, ..., u,) also ein Erzeugendensystem. Und wegen der zweiten Merkregel
bilden die u; eine linear unabhéingige Familie, und somit auch eine Basis. |

Dieser Satz gilt auch dann, wenn diese Basis unendlich viele Elemente enthalten sollte; und auch der Beweis
ist im wesentlichen unveréndert.

8hasis
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Lemma 2.11. Seien uy,...,u, € V linear unabhingig, und sei v & span(ui,...,u,). Dann ist auch
(U1, ..., upn,v) eine linear unabhingige Familie.

Frage: Was bedeutet dies geometrisch ?

Beweis. Um die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen, setzen wir
aqug + -+ apuy +av =0

und miifiten als nichstes zeigen, dafl a; = -+ = a,, = a = 0 gilt.

Angenommen, « # 0. Dann hétten wir

U:(fﬂ)uﬁ..ﬁL(,%)um
(0% «

also v € span(uy, ..., u,). Wir hatten aber gerade das Gegenteil vorausgesetzt. Also mufi & = 0 sein. Damit
bekommen wir aquy + - - - + apu, = 0. Weil die Vektoren u; aber eine linear unabhéngige Familie bilden,
miissen die «; sémtlich gleich Null sein. O

Satz 2.12 (Basisergiinzungssatz). Sei (v1,...,v,) ein Erzeugendensystem des Vektorraumes V', und sei
(U1, ..., um) eine linear unabhingige Familie in V.

Dann kann man die Familie (uq,...,un) mit passend gewdhiten Vektoren v; zu einer Basis von V
erginzen. Insbesondere existiert ein Index p € N, sodaff (bei geschickter Numerierung der v;) die Familie
(Ul ey Um, Uptt, - - ., Uy) €ine Basis von V ist.

Beweis. Wenn die Familie (uq,...,u,,) schon den Vektorraum V aufspannt, dann sind wir fertig. Wir
brauchen nichts ergéinzen und setzen p = n. Anderenfalls existiert ein Vektor v € V', der nicht durch die
u; dargestellt werden kann. Dann muf} ein v;, aus dem Erzeugendensystem existieren, das nicht durch die
u; dargestellt werden kann (Begriindung bitte selbst finden). Mit diesem vi, benutzen wir Lemma 2.11 und
erhalten eine linear unabhingige Familie (u1,..., U, vg). Wir numerieren die v; so um, dal vy jetzt v,
heif3t. Mit dieser neuen Familie beginnen wir wieder von vorn. Nach n Schritten ist das Erzeugendensystem
(v1,...,vy,) in die linear unabhéngige Familie der u; eingefiigt worden, und der Beweis ist spétestens dann
fertig. (|

Eine Familie (uq) ist linear unabhiingig, wenn u; # 0. Auf diesem Wege erhalten wir:

Satz 2.13 (Basis—Satz). Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis.

Die Voraussetzung ,endlich erzeugt“ ist tibrigens nicht notig: Jeder Vektorraum hat eine Basis. Auf einen
Beweis miissen wir verzichten, da die erforderlichen Hilfsmittel aus der Mengenlehre hier nicht bereitgestellt
werden konnen.

Weiterhin gilt:

Satz 2.14. Jedes Erzeugendensystem enthdlt eine Basis.
Beweis. Man wende den Basisergdnzungssatz geschickt an. O

Frage: Im R!%77 seien drei linear unabhingige Vektoren gegeben. Man entscheide, ob diese drei Vektoren
den R3 aufspannen.

{ Es folgen fakultative Betrachtungen, was alles in unendlichdimensionalen Réumen schiefgehen kann. }

Ein Vektorraum heif3t unendlichdimensional, wenn es in ihm beliebig grofle linear unabhéngige Familien
gibt. Unser Basisbegriff fiir solche Vektorrdume verlangt, dafl jeder Vektor dargestellt werden kann durch
eine endliche Linearkombination der Basisvektoren. Der Grund fiir diese Beschrankung auf endliche Li-
nearkombinationen liegt darin, daf§ wir gar nicht wissen, wie man unendlich viele Summanden addieren
wiirde. Und ohne eine Norm ist eine solche Summation auch kaum definierbar.

Wir schauen uns mal fiir ein Beispiel, bei dem eine Summation von unendlich vielen Summanden méglich zu
sein scheint, an, was dann trotzdem noch passieren kann. Es sei V' der Vektorraum aller stetigen Funktionen
von R nach R, die im Unendlichen abklingen. Diesen Vektorraum statten wir mit der Norm |f|y =
maxger | f(2)] aus, was dann eine Norm geméf} Satz 2.26 ergibt.
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Fiir k e N_y :={-1,0,1,2,3,4,...} definieren wir Funktionen vj, geméis
v (z) := max(1 — 28T1z|,0), z e R.

Diese stetigen Funktionen sind identisch Null fiir |z| > 27771 und auf dem Intervall [-27%~1 27+1]
sind sie jeweils stiickweise linear. Fiir grofle k erhalten wir also Funktionen, die nur auf einem sehr kurzen
Intervall ungleich Null sind. AnschlieBend schieben wir solche Funktionen auf der reellen Achse hin und
her. Das heifit, fiir m € Z setzen wir

Vo1 () == v_q(z —m), xr € R,

was eine verschobene Kopie von v_; ist. Wir beobachten, dafl die Dreiecksteile der Graphen von zwei
benachbarten Funktionen v_ ., einander iiberlappen.

Weiterhin setzen wir, fiir k € Ny := {0,1,2,3,...} und m € Z,
Vkm (2) i= vp(z — 27771 —27Fm), z €R,

also eine verschobene Kopie von vy (jetzt iiberlappen die Graphen einander nicht mehr).

Das sollen unsere ,,Basis“—Funktionen sein. Wir verwenden deshalb Anfiithrungszeichen, weil wir absicht-
lich jetzt unendliche Linearkombinationen erlauben wollen, die bisher ja unzuléssig waren. Diese , Basis“—
Funktionen werden fiir grofle k sehr ,,schmal®, sodafl die Hoffnung besteht, dafl man wirklich jede Funktion
aus dem Vektorraum V' damit zusammenbauen kann. Das funktioniert tatséchlich. Denn sei f eine Funktion
aus V. Fiir K € Ng setzen wir

@) = 3 Fmv (@)

Im|<K

b (et - et - 1 m 42 ) ),

0<k<K;|m|<K

was tatséchlich eine endliche Linearkombination von Funktionen v, ist. Man ahnt oder glaubt, da fx
eine Anndherung von f ist, wenn K sehr grof} ist. Damit ist gemeint, dal die Normdifferenz |fx — f|v
beliebig klein wird, wenn man nur K geniigend groff nimmt. Tatséchlich 148t sich sogar beweisen, dafl

oo

f@) =Y (frn(@) = (@) + fola), (2.1)

K=0

und die Konvergenz der Reihe geschieht sogar im Sinne von Definition 5.25. Das ist eine sehr schéne
Konvergenz.

Eigentlich kénnten wir uns jetzt freuen, es gibt nur einen Haken. Durch die Klammersetzung in (2.1) wird
erreicht, dal die , Basis“~Elemente vy, in einer ganz bestimmten Reihenfolge aufsummiert werden. Es
stellt sich die Frage, ob man denn nicht die Anordnung dieser Summanden éndern kénnte (im Sinne eines
Assoziativgesetzes bzw. Kommutativgesetzes der Addition, blofl jetzt mit unendlich vielen Summanden).
Eigentlich sollten solche Gesetze ja gelten. Die schlechte Nachricht ist aber: wenn man die ,, Basis“~Elemente
clever anders anordnet, dann kann man erzielen, daf3 die Reihensumme nicht mehr f ist, sondern etwas
anderes. Fin Summenwert kann von der Reihenfolge der Summanden abhdngen ! Das ist seltsam, aber
wahr. Man sagt, dafl die vy ., eine bedingte Basis des Vektorraums V' bilden.

Nun gut, das legt die Vermutung nahe, daf§ wir uns bei der Wahl einer ,,Basis® fiir V' einfach ungeschickt
angestellt haben; und wenn man besser wéhlt, dann kommt bei beliebiger Anordnung der Summanden der
,Linearkombination“ immer derselbe Reihenwert heraus.

Aber dem ist eben nicht so. Egal, wie man in diesem Raum V eine ,,Basis“ wahlt: es wird stets so sein, daf3
verschiedene Anordnungen der Summanden der ,Linearkombination“ auf unterschiedliche Summenwerte
fithren werden, obwohl jede Reihe konvergiert. Dieser Vektorraum V ist ein schrecklicher Raum, denn er
besitzt keine unbedingte Basis. Leider.

{ Ende der fakultativen Betrachtungen }

2.2.3 Dimension eines Vektorraumes

Frage: Man gebe jeweils mehrere Basen an fiir
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e R3

e C? als Vektorraum iiber C,
e C3 als Vektorraum iiber R,
e R[X].
Wir haben also fiir einen Vektorraum verschiedene Basen gefunden, die gleichviel Vektoren enthalten. Es

stellt sich die Frage, ob dies immer so ist. Denn nur wenn jede Basis eines Vektorraums gleichviel Elemente
enthilt, hat es {iberhaupt Sinn, von einer Dimension (als Anzahl der Basisvektoren) zu reden.

Der Beweis dieser Aussage verteilt sich iiber mehrere Sétze und Lemmata. Wir beginnen:

Lemma 2.15 (Austauschlemma). Sei (v1,...,v,) eine Basis fir V, und sei u ein Vektor mit der
Darstellung u = aqv1 + -+ + anv,. Wenn fir ein k der Koeffizient oy, # 0 ist, dann konnen wir den
Basisvektor vi, gegen u austauschen und erhalten wieder eine Basis (V1 ..., Uk—1,U, Vkq1,---,Un)-

Es gibt immer ein solches k, 1 < k < n, mit ay # 0; es sei denn wu ist der Nullvektor.

Beweis. Wir nehmen an, daf} die Basisvektoren so numeriert sind, da3 £ = 1. Zu zeigen sind zwei Dinge:

(u,va,...,v,) erzeugt V: Wir haben v = ajv1 + -+ - + apv, mit oy # 0, also
vy = ailu + <Z_j) Vg 4o+ <Z—?) Uy, € span(u, va, ..., Uy).
Nun benutzen wir Satz 2.7 mehrfach:
V D span(u, va, ..., v,) = span(u, v1,va, ..., U,) D span(vy, Ve, ..., v,) = V.
Nach dem Sandwichprinzip ist dann V' = span(u, ve, ..., v,).

(u,va,...,v,) ist linear unabhiingig: Wegen a; # 0 ist u ¢ span(ve,...,v,) (Begriindung bitte selbst
suchen !). Nun brauchen wir blo Lemma 2.11 anwenden, und der Beweis ist komplett.

O

Als néchsten Schritt auf dem Weg zur Definition der Dimension wollen wir nicht nur einen Vektor austau-
schen, sondern mehrere:

Satz 2.16 (Austauschsatz von Steinitz (ERNST STEINITZ, 1871-1928)). Sei (v1,...,v,) eine Basis,

und sei (uq,...,u;) eine linear unabhingige Familie von V. Dann gilt:
e k<n,
o bei geeigneter Numerierung der vj ist (u1, ..., Uk, Vk+1,- .., V) eine Basis von V.

Wir entfernen also aus der Familie der v; k£ Elemente und fiigen stattdessen die u; ein. Fiir k = 1 erhalten
wir gerade das Austauschlemma.

Beweis. Wir fithren den Beweis mittels vollstindiger Induktion® iiber k.

9 Die vollstéandige Induktion ist ein Beweisverfahren der Mathematik.

Das Ziel ist stets, eine unendliche Kette A(1), A(2), A(3), ...von Aussagen zu beweisen. Der Weg zum Beweis fiihrt iiber
die Methode der vollstindigen Induktion, die aus zwei Schritten besteht.

In einem ersten Schritt (Induktionsanfang) beweist man die Aussage A(1).

Im zweiten Schritt (Induktionsschritt) zeigt man (fiir jedes k): Wenn A(k) wahr ist (Induktionsvoraussetzung), dann ist
auch A(k + 1) wahr (Induktionsbehauptung). Beim Beweis der I.B. darf dabei die I.V. benutzt werden.

Zum Beispiel soll gezeigt werden: es seien n Geraden (mit n > 1) in der Ebene gegeben, wobei keine zwei Geraden identisch
sein sollen (davon abgesehen ist iiber die Lage der Geraden nichts bekannt). Die Geraden zerlegen die Ebene in viele geradlinig
berandete Stiicke. Zu zeigen ist, dal diese Stiicke so mit den Farben schwarz und weif} eingefdrbt werden kénnen, dafl entlang
einer Kante benachbarte Stiicke immer unterschiedliche Farben besitzen. Diese Behauptung (formuliert fiir n Geraden) nennen
wir A(n).

Der Beweis von A(1) ist einfach: es gibt nur eine Gerade, und diese zerlegt die Ebene in zwei Hélften, von denen wir die
eine weif} firben und die andere schwarz.

Sei nun n > 1, und seien n+1 Geraden gegeben. Zu zeigen ist, da$ eine Farbung moglich ist. Wir setzen also die Aussage A(n)
voraus und wollen die Aussage A(n+ 1) zeigen. Dazu wihlen wir eine Gerade aus und entfernen diese (merken uns aber, wo sie
lag). Ubrig bleiben n Geraden, fiir die eine zulissige Farbung maoglich ist (denn das ist gerade die Induktionsvoraussetzung).
Diese Féarbung nehmen wir. Jetzt fiigen wir die (n + 1)-te Gerade wieder hinzu. Diese zerlegt die Ebene in zwei Hélften, und
in einer von diesen Hélften tauschen wir iiberall schwarz und weifl gegeneinander aus. Man sieht, dafl auf diese Weise eine
zulédssige Féarbung fiir den Fall von n + 1 Geraden entsteht.

Damit ist die Aussage A(n) fiir jedes n € N bewiesen.
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Fiir den Induktionsanfang sei & = 0. Dann gibt es die Familie der u; gar nicht, und es ist auch nichts
auszutauschen.

Sei nun k& > 0. Wir setzen voraus, dafl der Austauschsatz von Steinitz fiir £ — 1 schon bewiesen ist, und
jetzt wollen wir ihn fiir k& zeigen. Wir wissen damit, daf3

e k—1<n,

e und dafB bei geeigneter Numerierung der v; die Familie (u1, ..., ug—1,Vk, ..., v,) eine Basis von V ist.
Wir zeigen als erstes, daB k& — 1 = n nicht sein kann. Denn dann gébe es in der Familie
(Uiy. ooy Uk—1,Vk, ..., V) die v—Vektoren gar nicht, und die Vektoren (uq,...,ui_1) wiirden eine Basis
von V bilden. Dann konnte man uy als Linearkombination der Vektoren uq, ..., u;_1 schreiben. Wir hatten
aber vorausgesetzt, dafi die Familie (uq,...,uy) linear unabhéngig ist. Das ist ein Widerspruch, also ist

k — 1 # n. Zusammen mit k — 1 < n ergibt das k < n.
Um den zweiten e zu beweisen, stellen wir u; in der neuen Basis dar:
Up = QU1 + -+ Qp_1Ug—1 + BV + -+ Bavn.

Wenn jedes 8; = 0 wére, dann hétten wir v als Linearkombination von wi,...,ur—1 dargestellt, was
nicht moglich ist, wie wir eben sahen. Also mufl mindestens ein 5; # 0 sein. Wir numerieren die v;
so um, dal B # 0 ist (wir tauschen also j und k). Dann gibt uns das Austauschlemma die Méglich-

keit, in der Basis (ui,...,uk—1,Vk,...,v,) den Vektor v, gegen wuj auszutauschen, was beweist, dafl
(U1, ..oy Uk—1, Uk, Vkt1,--.,Up) eine Basis ist.
Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ist somit der Beweis vollendet. O

Daraus folgt fast sofort, daf§ die Basen eines Vektorraumes gleichlang sind:
Satz 2.17. 1. Jeder endlich erzeugte Vektorraum hat eine Basis endlicher Linge.

2. Wenn ein Vektorraum eine endliche Basis besitzt, dann hat jede Basis dieses Vektorraumes dieselbe
Linge.

3. Wenn ein Vektorraum zu jedem n € N eine linear unabhdngige Familie mit n Elementen besitzt, dann
hat dieser Vektorraum keine endliche Basts.

Beweis. 1. Folgt aus dem Basissatz.

2. Seien (uq,...,u;) und (vq,...,v,) zwei Basen eines Vektorraumes V. Aus dem Austauschsatz von
Steinitz folgt dann k& < n. Wenn wir die Rollen der u; und v; vertauschen und den Satz von Steinitz
ein weiteres Mal anwenden, erhalten wir n < k. Das ergibt k = n.

3. Folgt ebenfalls aus dem Satz von Steinitz.

O
Definition 2.18 (Dimension). Fiir einen Vektorraum V definieren wir seine Dimension'® als
0 :V={0},
dimV =< n :V hat eine Basis (u1,...,u,),

ooV enthdlt beliebig grofie linear unabhdngige Familien.

Wegen Bemerkung 2.9 kann der erste Fall der Klammer auf der rechten Seite auch dem zweiten Fall
zugeschlagen werden, worauf wir aus didaktischen Griinden aber verzichtet haben.

Um die Begriffe einzuiiben, empfiehlt es sich folgenden Satz zu beweisen, und denkbare Hilfsmittel wéren
der Austauschsatz und der Basiserginzungssatz:

Satz 2.19. Sei U Unterraum eines n—dimensionalen Vektorraumes V.

1. Dann ist U endlich erzeugt und hat eine Dimension < n.

10dimension



56 KAPITEL 2. VEKTORRAUME

2. Jede Basis (uy,...,un) von U kann zu einer Basis (Ui, ..., Um, Umt1, - - ., Up) Vo0V erginzt werden.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Wir brauchen noch einige Operationen mit Unterrdumen.
Seien U und V Unterrdume eines Vektorraumes W, so definieren wir
e UNV als Schnittmenge von U und V,
e U4V ={w=ut+v:uecUweV}.
Dies sind wieder Unterrdume von W, genannt ,, Durchschnitt“ und ,,Summe*.

Frage: Wie kann man U + V beschreiben mithilfe von Basen fiir U und fiir V' 7

Frage: Secien A und B Mengen mit jeweils endlich vielen Elementen (e und b Stiick). Wieviele Elemente
hat AUB ?

Satz 2.20 (Dimensionsformel). Seien U und V' Untervektorridume eines endlichdimensionalen Raumes
W, dann gilt

dimU +dimV = dim(U NV) + dim(U + V).

Beweis. Sei dimU =k, dim'V = m, dim(UNV) = r. Dann miiten wir zeigen, dafl dim(U+V) = k+m—r.

Wir starten von einer Basis (dy, ..., d,) von UNV. Gemé$ Satz 2.19 ist r < k sowie r < m, und wir kénnen
diese Basis ergénzen zu einer Basis von U,

(dl, e ,dr,ur+1, e ,uk),

und zu einer Basis von V|
(dl, ey dr7vr+17 N ,’Um).

Denn U NV ist Unterraum von U, und Unterraum von V.

Wenn wir diese beiden Basen zusammenfiigen, erhalten wir die Familie von k + m — r Vektoren
B={(d1,. . dpyUpily-eyUkyUpglye-eyUpmn)-

Es ist klar, daf} die Familie B die Summe U + V' erzeugt.

Zu beweisen bleibt noch, dafl die Familie B linear unabhéngig ist. Wenn wir das gezeigt héitten, dann wire
B eine Basis von U + V, und die Dimensionsformel wire bewiesen.

Sei nun also
Za]d + Z Biuj + Z ViV = 0, (2:2)
Jj=r+1 Jj=r+1

und zu zeigen ist a; =0, 8; =0, v; = 0 fiir jedes j.

Zu diesem Zwecke setzen wir

k
U= Z —Bju;j) Zajd + Z Vi Vj-
j=r+1 j=r+1

Die linke Summe enthélt nur Summanden aus U, also ist u € U. Andererseits enthalten die rechten Summen
nur Summanden aus V', also ist u € V', und somit mufl u € UNV sein. Weil UNV als Basis gerade (dy, . .., d;)
hat, haben wir eine Darstellung

u = i (dej.
j=1

Dieser Vektor gehort zu U NV, insbesondere also zu V. Fiir den Vektor v im Raum V' haben wir also zwei
Darstellungen: einmal }°, d;d;, andererseits >, a;d; + >, vjv;. Geméf Satz 2.10 darf es aber nur eine
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solche Darstellung geben. Also mufl zwangslaufig o;; = §; sein und v; = 0 fiir jedes j. Mit v; = 0 gehen wir
n (2.2) und erhalten

Za]d + Z Bju; = 0.

Jj=r+1
Nun ist aber die Familie (di,...,dy, Upt1,...,u) eine Basis fir U, weshalb die a; = 0 und 3; = 0 sein
miissen.
Damit ist bewiesen, da3 B eine linear unabhéingige Familie ist. |

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, da§ U NV = {0} ist. In diesem Fall kann man jeden Vektor
w € U+ V auf genau eine einzige Weise als Summe w = « + v mit v € U und v € V schreiben, was die
folgende Definition motiviert:

Definition 2.21. Seien Uy, ..., Uy Untervektorrdume eines Vektorraumes W mit der FEigenschaft, dafs
jedes Element w € W auf genau eine Weise

U}:U1++Uk, UZEUH V'L,

dargestellt werden kann. Dann heifit W die direkte Summe'!' der U;, und man schreibt

k
W=Ud-oU=U;.

2.3 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Literatur: Greiner: Quantenmechanik. Finfihrung. Kapitel XVII: Das formale Schema der Quantenme-
chanik.

In den bisherigen Untersuchungen haben wir uns allgemeine Vektorrdume angeschaut und dabei lediglich
ihre beiden Operationen +: V x V — V und -: K x V — V verwendet. Jetzt wollen wir Vektorrdume
studieren, die zusétzlich noch iiber ein Skalarprodukt verfiigen.

2.3.1 Skalarprodukte, Normen, Orthogonalsysteme

Definition 2.22. Sei V' ein Vektorraum iiber K, wobei K = R oder K = C. Eine Abbildung (-,-) : VXV —
K heifst Skalarprodukt, wenn die folgenden FEigenschaften gelten fiir alle w,v,w € V und alle o € K :

u,v) = (v,u) (hermitesch'?),

(
o (u,v+w) = (u,v)+ (u,w),
o (au,v) = a(u,v),
o (u,u) >0, und (u,u) =0 genau dann wenn u = 0.

Fiir K = R erhalten wir genau die Eigenschaften aus Satz 1.27.

Aus der ersten Bedingung folgt (u,u) € R fiir jedes u € U, auch wenn K = C sein sollte. Deshalb ist die
vierte Bedingung sinnvoll.

Man beachte, daf} ein Skalar im zweiten Faktor nur in konjugierter Form herausgezogen werden kann:
(u, v) =@ (u,v) .

Standardbeispiele sind fiir die Falle von V' =R" bzw. V =C"

ZEJUJ bzw. (z y ZEJUW
j=1

es gibt aber noch viele weitere Vektorrdume und zugehorige Skalarprodukte.

Frage: Welchen Nutzen bringt uns der Konjugationsstrich iiber dem zweiten Faktor n; 7

Hdirect sum
12CHARLES HERMITE, 1822-1901
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Definition 2.23. Ein Vektorraum dber R bzw. C mit Skalarprodukt heifit euklidischer'® Vektorraum'*

15

bzw. unitérer Vektorraum .
Weil (u,u) reell und nichtnegativ ist, konnen wir die Wurzel ziehen:
Definition 2.24. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Die Abbildung

|-]: V=R,

-] w = Jul = v/ {u, )
heifst Norm wvon w. Manchmal schreibt man auch |u|| oder ||ul|,, anstelle von |u|.

Eine weitere Beziehung zwischen Norm und Skalarprodukt wird gegeben durch die Ungleichung von
CAUCHY—-SCHWARZ:

Satz 2.25. Sei V' ein unitirer oder euklidischer Vektorraum. Dann gilt fir alle u,v € V' die Ungleichung

[ (w, 0) [ < Jul - vl

Der Beweis verlduft im Prinzip genauso wie im ersten Kapitel, lediglich im Falle eines unitéren Vektorraumes
sind einige kleinere Anderungen erforderlich.

Fiir euklidische und unitére Vektorrdume gilt die Parallelogrammgleichung:
Ju+ 0 + Ju—of* = 2(Jul® + [v]).
Satz 2.26. Die Normfunktion hat folgende Eigenschaften, fir alle u,v € V und alle o € K :
1. Es ist |u| >0, und |u| =0 genau dann wenn u = 0.
2. FEs ist |au| = || - |u].
3. Die Dreiecksungleichung'® gilt: |u + v| < |u| + |v].
Beweis. 1. Folgt aus der vierten Eigenschaft des Skalarprodukts.

2. Folgt aus |au| = /{au, au) = /a (u, au) = J/aa (u,u) = /|af? (u,u) = |a] - |u].

3. Ergibt sich aus der Ungleichung von Cauchy—Schwarz auf demselben Wege wie im ersten Kapitel.

O

Definition 2.27. Sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum (nicht notwendig euklidisch oder unitdr),
und sei |-|: V — R eine Abbildung, die den Bedingungen aus Satz 2.26 geniigt. Dann heifit | - | eine Norm
auf V, und das Paar (V,|-|) heifit normierter Raum'”.

Beispiele fiir Normen auf dem R™ sind
n
2l ==Y 161 ol == max &, wenn z = (§1,...,&n) € R™.
= Jj=1,....n

Frage: Wie sehen die ,,Einheitskreise“ zu diesen Normen aus ?

Definition 2.28. Sei V' ein unitdrer Raum.

1. Zwei Vektoren u,v € V heiffen orthogonal zueinander bzw. aufeinander senkrecht'®, v L v, wenn

(u,v) = 0.

I3EBUKLID VON ALEXANDRIA, 3. JH. V. CHR.
Meuclidean (vector) space

15 unitary space

16triangle inequality

17normed space

18perpendicular to each other
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2. Eine Familie (u;: j € J) (mit endlich oder unendlich vielen Elementen) heifst Orthonormalsystem
(ONS), wenn

1 :i=y,

3. Fine Basis, die gleichzeitig ein ONS ist, heifst Orthonormalbasis (ONB).
4. Sei U C 'V ein Unterraum. Dann heifst
Ut :={veV: (vu)=0 Yue U}
orthogonales Komplement von U.

5. Fiir zwei Untervektorriume Uy und Us von V' bedeutet die Schreibweise Uy L Us, daf$ jeder Vektor
aus Uy auf jedem Vektor aus Uy senkrecht steht.

Wegen U NUL = {0} haben wir in den meisten Fillen V = U @ U~. Ein Beweis dazu steht unten, falls der
Unterraum U endlichdimensional sein sollte. Damit erklédrt sich dann auch die Bezeichnung Komplement,
denn dies bedeutet hier ,, Ergéinzungsstiick“!.

Der grofie Vorteil von Orthonormalbasen ist, dafl sie die Rechnungen vereinfachen (im Vergleich zu einer
herkémmlichen Basis):

Satz 2.29. Sei V ein euklidischer oder unitirer Raum, und sei U = span(us, ..., uy), wobei die u; eine
ONB bilden. Dann hat jeder Vektor w € U die Darstellung

n
u = Z (u, uj) uj,

j=1

und fir die Norm haben wir die Formel
ul® = > | (w,uy) .
j=1

Beweis. Wegen u € span(u, ..., uy) haben wir eine Darstellung u = 2?21 aju; mit eindeutig bestimmten
o € K. Wenn wir das Skalarprodukt von v mit einem Basisvektor bilden, erhalten wir wegen der Linearitét
des Skalarprodukts und der Orthonormalitét

n n n
(u,ui) = <Z ajuj,ui> = Zaj (uj,ui> = Zajéji = .
j=1 j=1 j=1

Das beweist die erste Formel. Analog erhalten wir

n n n n n n n
= o = (S Yoo =373 o) = 3o i = 3ol
j=1 k=1 j=1k=1 j=1k=1 j=1
Die gemischten Produkte fallen raus wegen der Orthogonalitét. O

Frage: Im R'7%% sei ein Untervektorraum U gegeben. Welche Dimension hat U+ ?

Frage: Im R!5!7 sind zwei Vektoren u; und us gegeben, und ein dritter Vektor ist gesucht, der senkrecht
auf vy und auf us stehen soll. Kann man diesen dritten Vektor mittels Kreuzprodukt ermitteln ?

Der néchste Satz sagt uns, wie wir von einer gewohnlichen Basis iibergehen konnen zu einer Orthonormal-
basis:

Yaus dem Lateinischen: complementum= Erginzung, Vervollstindigung
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Satz 2.30 (Orthonormalisierungsverfahren von Gram—Schmidt?®). Sei V ein euklidischer oder
unitirer Raum, und sei (v1,va,...) eine endliche oder unendliche linear unabhingige Familie. Wir definie-
ren dann rekursiv

1
wy =V, U= m’wla
1
= 1
Wn+1 ‘= Un+1 — Z <'Un+1,Uj> Uj, Un41 = mwn_i_l, Vn > 1.
j=1 n+1

Dann gilt:

1. die Vektoren wy11 sind nie 6, also sind die upny1 definiert,

2. die Familie (uy,us,...) ist linear unabhingig und ein Orthonormalsystem,
3. span(vy,...,v,) = span(uy, ..., u) fir jedes n.
Beweis. Ubungsaufgabe. (|

Frage: Warum ist kein w;,+; =07

Frage: Warum ist (u,11,ur) =0 fir 1 <k <n?

2.3.2 Approximationsprobleme

Literatur: Greiner: Klassische Elektrodynamik. Kapitel 1.3.1: Entwicklung beliebiger Funktionen in
vollstandige Funktionssysteme

Nun wollen wir Lote féllen auf einen Unterraum. Genauer gesagt, geht es um folgendes Approximations-
problem:

Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum, und sei U ein Unterraum von V. Gegeben sei ein v € V. Gesucht
ist dasjenige u € U, das von v den geringsten Abstand hat. Wenn es ein solches v € U gibt, dann heifit u
Projektion von v auf U oder auch Proximum.

Wenn U unendlichdimensional sein sollte (was hiufiger vorkommt als man glaubt), dann ist es keineswegs
selbstverstédndlich, dafl so ein u iiberhaupt existiert, es gibt sogar Gegenbeispiele. Deshalb beschranken wir
uns auf den Fall eines endlichdimensionalen U.

Satz 2.31. Sei V ein euklidischer oder unitirer Raum, und sei U = span(uy, ..., uy) ein Unterraum von
V', mit Orthonormalbasis (u1,...,u,). Seiv € V ein belicbiger Punkt auferhalb von U.

1. Dann ezistiert genau ein u € U, sodafl v — u senkrecht auf U steht.
2. Dieses u wird gegeben durch u = 377_, (v, u;) u;.
3. Fir jedes andere v € U gilt |v — /| > |v —ul.

4. Fiir den Projektionsfehler |v — u| gilt |v — u|? = |v]? — |u|?.

Beweis. 1. Fiir uw machen wir den Ansatz v = 2?21 ajuj. Der Vektor v —u steht senkrecht auf U genau

dann, wenn er senkrecht auf jedem Basisvektor u; steht. Nun ist*!

, n
0= (v—u,u;) = (v,u;) — <Zakuk,uj> = (v,u;) — aj,
k=1

also gibt es genau ein solches u € U.

2. Ist soeben bewiesen worden.

20 JoRGAN PEDERSEN GRAM (1850-1916) und ERHARD SCHMIDT (1876-1959)
21Das Ausrufezeichen iiber dem = soll bedeuten, dal wir uns wiinschen, dafl die genannte Gleichung gelten moge.
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3. Wenn v’ € U, dann ist wegen v € U auch v — v’ € U. Nun steht v — u senkrecht auf U, also ist
insbesondere (v — u,u —u’) = 0. Wegen v’ # u und des Satzes von Pythagoras haben wir dann

|v fu/|2 =|(v—u)+ (ufu/)|2 = v 7u|2 + |u—u’|2 > |v —u|2.

4. Wir kénnen schreiben v = (v — u) +u. Weil v — u und u senkrecht aufeinander stehen (wegen 1.), gilt
aufgrund des Satzes von Pythagoras

o = v —uf® + |ul?,

woraus die Behauptung sofort folgt.

Jetzt haben wir alle Werkzeuge beisammen, um den Beweis von V = U @ U~ nachzuholen:

Satz 2.32. Sei V' ein unitirer oder euklidischer Raum, und sei U ein endlichdimensionaler Unterraum
von V. Dann ist V=U @ U~ .

Beweis. Sei v € V beliebig. Dann gibt es wegen Satz 2.31 genau ein v € U mit v —u L U. Wir kénnen
also jeden Vektor v € V in zwei Summanden v —u € UL und u € U zerlegen, und es gibt nur diese eine
Zerlegung. Also ist V =U @ U~. O

Beispiel 2.33. Sei V = C([—1,1] — R) der Raum der auf dem Intervall [—1,1] definierten stetigen und
reellwertigen Funktionen, ausgestattet mit dem Skalarprodukt

mﬁﬂmmm

Dann ist | f| = fjl |f(z)|?da. Wir wollen eine cos—Funktion durch eine quadratische Parabel anndihern.

Sei also U = span(1,2?) und v = v(x) = cos(§x). Gesucht ist ein u € U mit [v — u| — min.

Losung: Wir ermitteln mithilfe des GRAM—SCHMIDT—Verfahrens eine Orthonormalbasis (u1, us) fiir U:

vy =v1(z) =1, vy = vo(x) = z2,
1
e \/7 GE
1N 1, 1
wo = wa(z) = 2% — x, = -
2 2 ( N TG, 3

1 8
- 2 ) dr =42
el \/ ~1 (z 3) ! 45
ug = ug(x) = \/% <:c2 %)

Dann ermittelt sich das Proximum u = u(x) wegen Satz 2.31, Teil 2, nach der Formel
u=u(z) = (v,ur) ur(z) + (v, uz) uz(x),

und fiir die Norm haben wir (wegen Satz 2.29) die einfache Darstellung
ul = /] (v, un) 2+ | (0, ug) 2.

Die Koordinaten von w in Bezug auf die Basis (u1,us) sind dann

) = [ cos (Za) - ar =272

(v, up) = \/g/ll cos (g:c) : <:c2 - %) da.

und
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Im BRONSTEIN finden wir die Formel

562

2z 2
2 - .
/z cos(ax)dr = el cos(ax) + <_a - _a3> sin(ax) + const.,

mit deren Hilfe wir ausrechnen koénnen, dafl

e =S5 (3) (G 2)

Damit sind die Koordinaten von u beziiglich der Orthonormalbasis (uj,us2) von U bestimmt, und das
gesuchte quadratische Polynom ist gefunden.
|2

Zur Berechnung des Projektionsfehlers [v — u| benutzen wir die Formel |v — u|? = |v|* — |u|?, siehe auch

Satz 2.31, Teil 4. Wir haben

o = [ (cos ()

Aus dem BRONSTEIN entnehmen wir die Formel
/(cos(aac))Qdac =24 = sin(2a) + const
2 Ada v

die uns auf |v|? = 1 fiihrt. SchlieBlich ist nach einiger Rechnerei

[ul? = | (v,u1) |* + | (v, u2) |* = 0.810569468 + 0.18883446738 = 0.9994039,

woraus |[v—u|? = 0.000596 und |v—u| = 0.0244 folgen. Wir haben also einen relativen Approximationsfehler
[v—ul
[v]

von weniger als 2.5%.

Bemerkung 2.34. Der Projektion v — u gemdf u = 2?21 (v,u;) u; werden wir im 2. Semester bei der
Fourierreihendarstellung von periodischen Funktionen wieder begegnen.

2.4 Ausblick: Vektorrdume in der Physik 1

Wir bringen einige weitere Beispiele.

Riume fiir Ortsvariablen: das ist praktisch immer der R?, die Elemente davon beziehen sich auf Or-
te (oder sind Verbindungsvektoren zweier Orte). Die Mafleinheit ist zu interpretieren als ,Meter®.
(Das Gegenstiick, die Wellenzahlvektoren, behandeln wir absichtlich hier nicht, sondern erst im
iibernéchsten Kapitel.) Dieser Raum hat die Dimension 3.

R#ume fiir Vektorfelder: an jeden Punkt z des R? heften wir einen Vektor @(z) an, den wir als Fluf-
vektor interpretieren. Man denke z.B. an einen strémendes Fluid oder an das elektrische Feld (was
im Prinzip dasselbe ist). Die Uberlagerung verschiedener Stromungen ergibt eine Addition in einem
Vektorraum. Wenn wir annehmen, daf fiir |x| — oo die Stromung abklingt, dann ist es sinnvoll zu
verlangen, dafl

/ |ii(x)]*dx < oo,
z€R3

wobei |i(z)|? = (u1(2))? + (u2(2))? + (uz(x))?. Integrale dieses Typs kénnen hiiufig als Energie inter-
pretiert werden, womit sie fiir die Physik automatisch interessant sind. Den Vektorraum aller solcher
Vektorfelder schreiben wir als I?(R* — R?), er hat die Dimension unendlich und ein Skalarprodukt
geméf

(€, 0) 2 = /ER3 up(z)vy (z) + ua(z)va(z) + ug(z)vs(x)dw. (2.3)
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Vektorrdume in der Quantenmechanik: wir betrachten ein einzelnes spinloses Teilchen in einem Po-
tential. Der Zustand dieses Teilchens wird quantenmechanisch beschrieben durch eine Wellenfunktion
¥ = 1(x), die vom Ortsraum R?® nach C abbildet. Wir interpretieren das Betragsquadrat |1 (z)|? als
Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen an Position x anzutreffen. Sinnvollerweise ist

/ [v(2)|?dz < oc.
z€R3

Alle solchen Wellenfunktionen bilden einen Vektorraum, némlich den I*(R3 — C). Dieser ist unend-
lichdimensional, und er hat folgendes Skalarprodukt:

o) = [ ewiia. (24

Fiir M Teilchen jeweils aus dem R? liegt die Ortsvariable 2 im R3. Bei realistischen Werten von
M ist dies meist keine handhabbare Situation mehr, aber mittels Gruppentheorie (Vertauschungen
der Teilchen untereinander sind Elemente einer Permutationsgruppe !) kann man den Aufwand zur
Beschreibung des Systems um einiges reduzieren.

Literatur: Greiner und Miiller: Quantenmechanik. Symmetrien. Kapitel IX: Darstellungen der Per-
mutationsgruppe und Young—Tableaux.

2.5 Ausblick: die Helmholtz—Projektion

Skalare Felder sind Funktionen ¢ von R? nach R.
Vektorfelder sind Funktionen @ von R? nach R3.

Heute wird der R3 jedesmal ausgestattet mit einem kartesischen Koordinatensystem (keine Polarkoordina-
ten oder dhnliches).

Der Gradient eines skalaren Feldes ist

_ (99 9¢ Op
Vg&(z) N <8$176$278$3)'

Die Divergenz eines Vektorfeldes 1 ist

Ou;  Ous %

divi(z) = — 4+ =— .
IVU(:C) 6901 6902 6303

Ein berithmter Satz von Helmholtz ? besagt: jedes Vektorfeld @ € I[*(R3 — R3) kann auf eindeutige Weise
zerlegt werden als @ = ¥ + W, wobei 7, @ € [?(R® — R3) mit

divii(z) =0, Vo€ R?
(r) = Vp(z), VzeR®

g1

mit einem geeigneten Skalarfeld ¢. Man sagt auch: ¢ ist divergenzfrei bzw. quellenfrei, 0 ist ein Gradien-
tenfeld bzw. hat ein Potential. Wir haben also die Helmholtz—Zerlegung

F(R® - R%) = L3, (R® - R?) @ I, (R® — R?).
Es kommt noch schoner: beide Summanden auf der rechten Seite bilden nicht nur eine direkte Summe,

sondern sie stehen auch senkrecht aufeinander im Sinne des Skalarprodukts (2.3), wie wir im 2. Semester
erkennen werden.

Es ist I#; (R® — R?) ein (abgeschlossener) Untervektorraum des Vektorraums I*(R?* — R3). Wenn wir
von einem @ € I?(R? — R?) das Lot fillen auf I, (R* — R?), dann lésen wir genau eine Approximations-
aufgabe im Sinne von Abschnitt 2.3.2. Diese Abbildung heif3t Helmholtz—Projektion.

22 HERMANN VON HELMHOLTZ (1821-1894), Mediziner und Physiker, Professor fiir Physiologie und Pathologie in Kénigsberg,
spéter Professor fiir Anatomie und Physiologie in Bonn. Formulierte den Energicerhaltungssatz, erfand den Augenspiegel, mafl
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Nervenerregungen, lieferte wichtige Beitrdge zur Hydrodynamik und Elektrodynamik,
begriindete die wissenschaftliche Meteorologie.
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Anwendungen gibt es dafiir in der Elektrodynamik (denn elektrische und magnetische Felder E , B gehoren
gerade zu I*(R® — R?)) und in der Festkorperphysik. Man stelle sich einen Festkérper vor, der elastische
Schwingungen ausfiihrt. Diese konnen longitudinal oder transversal verlaufen, und die dazugehorigen Ver-
schiebungsvektorfelder sind gerade Potentialfelder bzw. divergenzfreie Felder. Die Helmholtz—Projektion
erlaubt es, diese beiden Schwingungstypen getrennt zu betrachten, und man erhélt z.B., daf} longitudinale
bzw. transversale Wellen unterschiedlich schnell laufen kénnen.

2.6 Schliisselbegriffe

e Definition eines Vektorraumes,

e Funktionenrdume als Vektorrdume,

e lineare Unabhéngigkeit, Basis, Dimension,

e direkte Summe von Vektorriumen, Dimensionsformel,

e Definition von Skalarprodukt (im euklidischen Fall und im unitiren Fall) und Norm,
e Verfahren von Gram—Schmidt,

e Losungsverfahren zu Approximationsproblemen — auch im abstrakten Fall.



Kapitel 3

Matrizen

3.1 Operationen mit Matrizen

Wie immer, sei K auch jetzt ein Korper, zum Beispiel K = R oder K = C. Unter K", K™ usw. verstehen
wir den Vektorraum der Spaltenvektoren mit n bzw. m Eintrégen. In diesem Kapitel soll es um Matrizen
gehen, also Zahlenschemata der Form

ail a12 N A1m
a1 a9 e a9m

A= . : ) , a;; € K.
an1 an2 N Anm,

Die Menge aller solchen Matrizen bezeichnen wir mit K™*™. Fiir m = 1 erhalten wir die Spaltenvektoren

Definition 3.1. Fir Matrizen A, B € K"™*™ wund Zahlen o € K definieren wir eine Addition zweier
Matrizen sowie eine Multiplikation einer Zahl mit einer Matriz gemdyfs

(A + B)ij == ai; + by, 1<i<n, 1<j<m,
(A)ij = aayj, 1<i<n, 1<j5<m.
Die Menge der n x m—Matrizen bildet mit diesen beiden Operationen einen Vektorraum iiber K.
Frage: Was ist das Nullelement dieses Vektorraumes ? Welche Dimension hat er ?
Genauso wie im ersten Kapitel definieren wir eine Multiplikation von Matrizen und Vektoren:

Definition 3.2. Fiir eine Matriz A € K™ ™ und einen Vektor x = (&1,...,&m)" € K™ definieren wir das
Produkt Ax € K™ durch

a1 Ce A1m 61 Z‘;n:l aljé—j
Az =| : N :

an1 N Anm é-m Z;n:l an]{]

Der Vektor x mufl genau so viele Komponenten haben wie A Spalten hat. Das Ergebnis Az hat so viele
Komponenten wie A Zeilen hat.

Satz 3.3. Sei A € K"*™. Dann erzeugt A eine Abbildung fa,

far K™ — K™,
fA: T = fA(.Z‘) = Ax.

Diese Abbildung ist linear (bzw. ein Homomorphismus), das heifft:

fa(z+y) = fa(x) + faly), =yeK™,
falax) = afa(z), a€K, ze€K™.
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Beweis. Ubungsaufgabe. O

Spéter werden wir sehen, dafl jede lineare Abbildung von K™ auf K™ in Form einer Matrixmultiplikation
dargestellt werden kann.

Wir stellen die Matrix als nebeneinandergestellte Spaltenvektoren dar:

A= 1{a as am
| | |

Dann sieht man schnell, daf$ a; = Ae;, das heifit,
die Spalten der Abbildungsmatriz sind die Koordinaten der Bilder der Einheitsvektoren.

Daraus ergibt sich fiir einen Vektor z = (£1,...,&n) " = Z;":l &je; aufgrund der Linearitét:

fA(ZL') = AZL' = A ijej = ijAej = ijaj.
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Das heifit, Az ist nichts anderes als eine Linearkombination der Spalten von A. Die Komponenten von x
sind gerade die Koeffizienten dieser Linearkombination.

Wir verallgemeinern die Matrix—Vektor-Multiplikation zu einer Matrix—Matrix—Multiplikation:

Definition 3.4. Sei A € K™ ™ und B € K™*!'. Dann definieren wir das Produkt AB € K™ durch

(AB);; Zalkbk], 1<i<n, 1<j<l.
k=1
Man beachte, dafl das Produkt nur dann definiert ist, wenn B soviele Zeilen hat wie A Spalten hat.

Wenn B nur eine Spalte hat (I = 1), dann erhalten wir die zuvor schon definierte Matrix—Vektor—
Multiplikation.

Durch Hinschauen erkennen wir:
die k—te Spalte von AB ist gleich A - (k—te Spalte von B)

Diese Multiplikation unterscheidet sich in mindestens zwei Punkten von der herkémmlichen Multiplikation
reeller oder komplexer Zahlen: sie ist im Allgemeinen nicht kommutativ (also AB # BA); und Nullteiler
sind moglich. Das heift, ein Produkt kann gleich der Nullmatrix sein, obwohl keiner seiner Faktoren gleich
der Nullmatrix ist. Ein Beispiel dafiir ist

1 —1\/1 2\ /(0 o0
-1 1 1 2/ \0 0/’
1 2 1 -1\ (-1 1
1 2)\—1 1) \~1 1)
Satz 3.5. Seien A € K™ ™, B € K™*! und seien fa: K™ — K" sowie fg: K' — K™ die dazugehdorigen

Abbildungen. Sei weiterhin fap: K' — K™ die der Produktmatric AB € K™ ! zugeordnete Abbildung.
Dann st

fag = fao [B,
das heifit fap ist die Nacheinanderausfiihrung der Abbildungen fg und fa.

Beweis. Es seien by, ...,b; die Spalten von B; und sei x = (&1,...,&)" = 2221 &je; ein beliebiger Vektor.
Dann ist (wenn wir an die beiden obigen Merkregeln erinnern)

l
(fao fo)(@) = fa(fB(z) = fa(Bx) = fa (Zm) =A (Z fkbk>
k=

! ! !
:Z Abku&ABek—ABZkek—ABx*fAB()
1 k=1

k=1

Das ist genau die gewiinschte Aussage. O
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Damit kénnen wir jetzt zeigen, dal die Matrixmultiplikation assoziativ ist:

Satz 3.6. Seien A€ K™*™, B K™*! ynd C € K'*". Dann gilt (AB)C = A(BC).

Beweis. Wir beachten die Regel (PQ)i; = >, pikqk; fiir kompatible Matrizen P und Q. Dann ergibt sich
fiir die linke Seite gerade

l l m I m

(AB)C) =3 (4B)ery = Y (z b) =3 anburens

Y =1 k=1 \s=1 k=1 s=1

und die rechte Seite ist gleich

m m l m
(A8), = 380y = 3 (s ) = 3N vt
u=1 u=1 v=1

u=1v=1

und wenn man hier u zu einem s umtauft und v zu einem k, dann erhilt man genau den Ausdruck der
anderen Seite. Die Summationszeichen diirfen getauscht werden wegen der Kommutativitat der Addition
in K. O

Definition 3.7. Sei A € K™*™ eine Matriz mit Eintrigen a;j. Dann definieren wir eine transponierte
Matrix! AT € K™*" und eine adjungierte Matrix®> A* € K™*" durch

(AN)ij = a5, (A%)y = a5

Wenn K = R, dann sind die Matrizen AT und A* identisch.

Satz 3.8. Wenn die Formate der Matrizen A und B zueinander passen, dann ist
(AB)" =BT - AT, (AB)* = B* - A*.

Die Standardskalarprodukte kionnen geschrieben werden als

*

(my)p=2'y, (vy)c=vy=yw

Beweis. Ubungsaufgabe. |

3.2 Gleichungssysteme

Wir versuchen jetzt, die Matrix-Multiplikation umzukehren, also eine ,, Division“ zu finden. Konkret geht
es um Folgendes:

Problem: Gegeben sind zwei Matrizen A € K"*™, B € K™*!. Gesucht ist eine Matrix X € K™*! mit
AX = B.

Es stellen sich dabei fast von selbst einige Fragen:

e Gibt es tiberhaupt Losungen X 7

Falls die Losbarkeit von A und B abhéngen sollte: welche Bedingungen miissen A und B erfiillen,
damit es Losungen X gibt 7

Wieviele Losungen X gibt es ?

e Wie findet man diese Losungen ?

Der Fall [ = 1 ist noch am einfachsten: dann ist B ein Spaltenvektor B = b= (81,...,3,) ", und X ist ein
Spaltenvektor X =z = (£1,...,&,) . Wir erhalten in diesem Fall ein lineares Gleichungssystem

a11é + -+ aimém = B,

an1§1 + -+ anmfm = ﬂn

Dieses System wird noch etwas einfacher im Fall n = m:

Ltransposed matrix
2adjoint matrix
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Definition 3.9. Fine Matrizx A € K™*™ heifit invertierbar®, wenn es eine Matriz B € K™*" gibt mit

BA =1,

wobei I, die n x n—Einheitsmatric bezeichnet: Man schreibt B = A™', und nennt A~ die zu A inverse*

Matrix. Wenn A invertierbar bzw. nicht invertierbar ist, dann heifit A auch regulir® bzw. singulir®.

Wenn A invertierbar ist, dann wird eine Losung = des Gleichungssystems Az = b gegeben durch x = A~ 1b.

Frage: Kann es sein, dafl das Gleichungssystem Ax = b bei invertierbarem A mehrere Losungen = hat 7
Begriindung ?

Satz 3.10. Es seien A, B € K"*"™. Dann gilt:

1. Wenn A invertierbar ist, so gibt es genau eine inverse Matrix.
Wenn A invertierbar ist und AB =1, so ist B= A"".
Wenn A invertierbar ist, so ist auch A=* invertierbar, und (A=1)~1 = A.

Wenn A invertierbar ist, so ist auch A" invertierbar, und (AT)~! = (A=1)T.

AT SR

Wenn A und B beide invertierbar sind, so ist auch AB invertierbar, und es ist (AB)™' = B~1A71,

Beweis. 1. Folgt direkt aus Satz 1.44.
2. Folgt aus Satz 1.44.
3. Folgt aus Satz 1.44.

4. Wir haben AA~! = I. Wenn wir darauf Satz 3.8 anwenden, haben wir (A™1)TAT =T = I, also ist
(A=1)T die Inverse zu A'.
5. Folgt direkt aus Lemma 1.48.
O

Gleichungssysteme der Form AX = B behandeln wir, indem wir versuchen, die Matrix A auf eine einfachere
Form zu bringen. Dabei benutzen wir folgenden Satz.

Satz 3.11. Seien A € K™*™, B e K™! X ¢ K™ und C € K™, wobei C regulir ist. Dann ist X eine
Liosung von AX = B genau dann, wenn X eine Losung von CAX = CB ist.

Beweis. Sei AX = B. Dann ist auch CAX = CB.

Sei andererseits CAX = CB. Weil C invertierbar ist, existiert C~!, und es ist C"!CAX = C~1CB, also
AX = B. [l

Wir wollen also eine Matrix C' finden, sodafl C'A einfacher zu behandeln ist als A. Wir withlen C' als Produkt
von sogenannten Eliminationsmatrizen und Permutationsmatrizen, und die angestrebte Form von C'A ist
die sogenannte GAUSS—JORDAN—Form bzw. Zeilenstufenform.

Ein Beispiel einer Matrix in Zeilenstufenform, mit beliebigen Eintrdgen an dem mit x markierten Stellen,
ist

0 1 X X X X X X X
0 0 0 1 X X X X X
0 0 0 0 0 0 1 X X
0 0 0 0 0 0 0 1 X
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

3invertible

4inverse

zregular

singular
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Es gibt zwei Sorten von Eliminationsmatrizen: allgemeine und spezielle.

Eine allgemeine Eliminationsmatrix hat die Form

L= )\jj , )\ij € K, )\jj #0.

Die Leerrdume sind Nullen.

Eine spezielle Eliminationsmatrix hat eine der folgenden Formen:

1
1 )\ij
L= ,
1
1
1
1
L= )\jj s )\jj 75 0.
1
1
Frage: Wohin werden von den obigen drei Matrizen L die Einheitsbasisvektoren €1, ..., €, abgebildet ?

Frage: Warum sind die speziellen Eliminationsmatrizen regulidr ? Wie sehen ihre Inversen aus ?

Sei L eine spezielle Eliminationsmatrix des ersten Typs, und A eine beliebige Matrix mit soviel Zeilen, wie
L Spalten hat. Dann ergibt sich das Produkt LA nach folgender Regel:

k—te Zeile von A sk £,

k—te Zeile von LA = ¢ . ) . )
i—te Zeile von A + \;; - (j—te Zeile von A) : k =1.

Frage: Warum soll bei den Eliminationmatrizen des zweiten Typs der Eintrag A;; nicht Null sein 7
Frage: Wie sieht das Produkt LA aus, wenn L eine Eliminationsmatrix des zweiten Typs ist 7

Es seien nun zwei oder mehrere spezielle Eliminationsmatrizen gegeben, die ihre A-Eintrége in derselben
Spalte haben. Wenn wir diese Matrizen multiplizieren, dann erhalten wir eine allgemeine Eliminationsma-
trix.

Und weil die speziellen Eliminationsmatrizen reguldr sind, sind also auch die allgemeinen Eliminationsma-
trizen regulér.

Wir werden solche Matrizen benutzen, um im Produkt C'A viele Nullen zu erzeugen. Dazu sind lediglich
die \;; passend zu wihlen. Diesen Prozefl bezeichnen wir auch als ,, Ausrdumen®.
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Permutationsmatrizen P = P;; haben die Form

1

1
Diese Matrix sieht fast wie eine Einheitsmatrix aus, lediglich die Zeilen ¢ und j sind vertauscht worden.

Man {iiberzeugt sich schnell, daf:

Die Multiplikation mit einer Permutationsmatriz P;; von links vertauscht die Zeilen i und j.

Die Multiplikation mit einer Permutationsmatriz P;; von rechts vertauscht die Spalten i und j.

Dann gilt also PP = I, also ist P invertierbar.
Das Rechenverfahren zur Behandlung von AX = B verlauft wie folgt:

Man schreibt zunéchst die Matrizen A und B nebeneinander, getrennt durch einen senkrechten Strich. Das
ist moglich, weil A und B gleichviel Zeilen haben. Unter einer Langzeile verstehen wir eine Zeile, die A und
B umfaft.

Folgende Zeilenoperationen sind zuléssig:
e Vertauschen zweier Langzeilen,
e Multiplikation einer Langzeile mit einer Zahl # 0,

e Addition des Vielfachen einer Langzeile zu einer anderen Langzeile.

Diese drei Operationen werden mithilfe von Permutationsmatrizen und Eliminationsmatrizen mathematisch
beschrieben.

Man wendet diese Operationen solange an, bis man die Matrix links vom Strich auf Zeilenstufenform
gebracht hat.

Sehr anschaulich formuliert, liegt die Zeilenstufenform vor, wenn folgendes gilt: In der Matrix gibt es eine
Treppe von links oben in Richtung nach rechts unten mit folgenden Eigenschaften:

e Jede Stufe ist genau eine Zeile hoch.

e Jede Stufe ist eine oder mehr als eine Spalte breit.

e Im Stufenknick steht eine 1.

e Unterhalb der Stufen und links von den Stufen stehen nur Nullen.

e Oberhalb der Stufen oder rechts von den Stufen steht irgendetwas.

Beispiele dafiir sind die Einheitsmatrix oder die Nullmatrix. Ein weiteres Beispiel ist

0 1 X X X X X X X
0 0 0 1 X X X X X
0 0 0 0 0 0 1 X X
0 0 0 0 0 0 0 1 X
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Hierbei stehen die x fiir beliebige Eintréige.
Die Anzahl der Einsen in den Stufenknicken heifit auch Rang der Matrix.
Exakt formuliert:

Definition 3.12. Eine Matriz D € K™*™ ist in Zeilenstufenform, wenn es ein 0 < r < n und Zahlen
1< 71 <jo < < jpr <m gibt mit folgenden Eigenschaften:

o diy, =1 firl<i<r,

o dy =0 firl<Il<j,

e d; € K beliebig fir j; <l <m,

e diyy =0 firr<k<nundl <IlI<m.
Im oben gezeichneten Beispiel ist 7 = 5 und (j1, jo, ..., j5) = (2,4,7,8,9).
Die zweiten bis vierten Bedingungen der Definition bedeuten:

e links von den Einsen, aber in derselben Zeile, stehen Nullen,

e rechts von den Einsen, aber in derselben Zeile, stehen x,

e ab der Zeile r 4+ 1 stehen nur noch Nullen.
Das GauB-Jordan”Verfahren verliduft wie folgt:

1. Man setze einen Spaltenzihler s und einen Zeilenzéhler z jeweils auf 1.

2. Man suche in der Spalte s unterhalb des z—ten Eintrags von oben (einschlielich) nach einem Matri-
xeintrag # 0.

3. (a) Wenn es einen solchen nicht gibt, dann erhthe man den Spaltenzéhler s um 1 und gehe zu
Schritt 2.
(b) Wenn es einen Matrixeintrag # 0 gibt®, dann tausche man die dazugehérige Langzeile mit der
z—ten Langzeile. Jetzt ist der Eintrag a,s # 0.
4. Man dividiere die z—te Langzeile durch a.s. Jetzt ist der Eintrag a,s = 1.

5. Man addiere geeignete Vielfache der z—ten Langzeile zu den tieferen Langzeilen, um die Eintrige
unterhalb von a.s zu annullieren (,, Ausrdumen*®). Schréig links unterhalb von a.s und links von a,
passiert nichts, weil dort sowieso nur Nullen stehen.

6. Wenn unterhalb von a.s die Nullen erzeugt worden sind, erh6he man z und s jeweils um 1.

=

(a) Wenn diese Indizes z und s den Bereich der Matrix A verlassen, ist das Verfahren beendet.

(b) Ansonsten gehe man zu Schritt 2.

Auf diesem Wege kommt man immer zu einer Gaufi—Jordan—Form. Man kann das Verfahren aber variieren.
Zum Beispiel kann man den Schritt 4 auch spéter ausfithren. Man kann auch oberhalb der a.s ausrdumen.

Als Beispiel wollen wir die Inverse von

3 1 1
A=|1 3 1
1 1 3

bestimmen, also das System AX = I3 16sen. Wir starten also mit

3 1 1 1 0 0
1 3 1 0 1 0
1 1 3 0 0 1

TWILHELM JORDAN (1842-1899), nicht zu verwechseln mit MARIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (1838-1922), franzdsischer
Mathematiker, dem Schopfer der JORDANschen Normalform. Und die JORDAN—Algebren der Physik stammen von PASCUAL
JORDAN (1902-1980).

8Man nennt ihn auch Pivotelement.
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Wir sehen, dal wir unterhalb der 3 links oben ausrdumen kénnen. Weil wir Bruchrechnung vermeiden
wollen aus Bequemlichkeit, multiplizieren wir stattdessen die 2. und 3. Langzeile mit passenden Faktoren:

3 1 1 1 0 0 3 1 1 1 0 0
-3 -9 -3 0 -3 0] —160 -8 -2 1 -3 0
-3 -3 -9 0 0 -3 0 -2 -8 1 0 -3

Ausgehend von der —8 an der Position (2,2) rdumen wir nach oben und unten aus:

24 8 8 8 0 0 24 0 6 9 -3 0
0 -8 -2 1 -3 01 —=120 -8 -2 1 -3 0
0 8 32 —4 0 12 0 0 30 -3 -3 12

Und jetzt starten wir von der 30 an der Position (3,3) und rdumen nach oben aus:

—120 0 -30 —45 15 0
0 —120 —-30 15 —45 0
0 0 30 -3 -3 12

—120 0 0 —48 12 12

— 0 —120 0 12 —48 12

0 0 30 -3 -3 12

Anschlieflend kiirzen wir die Langzeilen durch —120, —120 und 30:

48 12
12 2
o A0

[
[

i 5,
o o U R
1 0 0 2 -% -5
=lo 1 0 L 2 _x
110 51 210
o 0 1 “1 10 5

Und rechts vom Strich steht die Inverse von A. Man rechnet leicht nach, daf§ tatséchlich AX = I3 gilt.
Frage: Warum ist das so ?

Falls man stattdessen das System

0
Ar = |7
0

hétte 16sen wollen, dann hitte man mit dem Schema

3 1 1 0
1 3 1 7
1 1 3 0

gestartet, und mit genau denselben Langzeilenumformungen wie oben wire man auf das Schema

1 0 0 -
0 1 0 1

57
0 0 1 -5

S _ 7 14 _ 7TNT :
gekommen, von dem man die Losung x = (_E’ T —1—0) abliest.

3.3 Schliisselbegriffe

e Matrizen als zentrales Beispiel linearer Abbildungen,

e Beziehung zwischen Matrixprodukt einerseits und Nacheinanderausfithrung der zugeordneten linearen
Abbildungen andererseits,

e Gaufi—Jordan—Verfahren.



Kapitel 4

Homomorphismen

Wir setzen jetzt unsere Betrachtungen zur Linearen Algebra fort, und wir werden einigen Gedanken aus
dem Einfithrungskapitel erneut begegnen, diesmal allerdings auf einer abstrakteren Ebene (didaktisches
Spiralprinzip). Es ist also empfehlenswert, gelegentlich nochmal zuriickzubléttern und den fritheren Stoff
mit neuem Blick zu betrachten.

4.1 Allgemeine Eigenschaften

Jede Matrix A € K™*™ begriindet eine Abbildung fa: K™ — K™, gemifl der Vorschrift fa(z) := Ax.
Diese Abbildung geniigt den Regeln

fa(z+y) = falz) + faly), Ve,y e K™,
fa(Az) = AMfa(z), VAEK, VYxeK™.

Wir benutzen dabei aber gar nicht, dafl der Ausgangsvektorraum der K™ ist. Weil diese beiden Eigenschaf-
ten so wichtig sind, haben Abbildungen dieses Typs einen eigenen Namen bekommen:

Definition 4.1. Seien U und V' Vektorriume diber K, und sei f: U — V eine Abbildung mit den Eigen-
schaften

f(x—i-y) :f(‘r)+f(y)7 Ve,y €U, (41)
FO@) = M), VAEK, VzeU (4.2)

Dann sagen wir, daff f eine lineare Abbildung bzw. ein Homomorphismus' ist. Die Menge aller Homomor-
phismen von U nach V bezeichnen wir mit Hom(U — V) bzw. L(U — V). Wenn U =V, dann reden wir
auch von Endomorphismen? und schreiben £(U) anstatt von L(U — U). Falls V = K ist, bezeichnet man
die Homomorphismen auch als lineare Funktionale?.

Anstelle von Homomorphismen ist auch die Bezeichnung lineare Operatoren? gebriuchlich. In der Literatur
sind die Schreibweisen L(U, V) oder L(U; V') weit verbreitet anstelle unserer Notation L(U — V), die
hoffentlich besser erkldrt, wie hier eigentlich abgebildet wird.

Die beiden zentralen Eigenschaften (4.1) und (4.2) einer linearen Abbildung driicken wir wieder als kom-
mutative Diagramme aus:

f f
(z,y) | —— |(f(2), [ (¥)) —— | f(@)
+l(in U) +l(in V) /\»l(in U) A | (in V)
f(@)+ f(y) A ()
x4+ e x| ——
r | =flaty) e r =)
Einige Eigenschaften ergeben sich direkt aus der Definition:
L homomorphism
2endomorphism

3linear functionals
4linear operators

73



74 KAPITEL 4. HOMOMORPHISMEN

Satz 4.2. Sei f € L(U — V). Dann gilt

e f(0)=0,
o fTio Ng) = 205 A f ().

Beweis. Sollten Sie selber konnen. O

Beispiel 4.3. 1. Sei A € K™ dann definieren wir eine Abbildung f: K™ — K" gemdf$ f(x) = Ax;
und es ist dann f € Hom(K™ — K™).

2. Sei U = CY([0,1] — R) der Raum der auf [0,1] einmal stetig differenzierbaren Funktionen, und
entsprechend V = C([0,1] — R). Dann ist die Abbildung C?—I: U — V eine lineare Abbildung.

3. 8iU=C*R—R),V=CR-—>R)und L € LU — V) der zur Schwingungsdifferentialgleichung

gehorige Differentialoperator L = % + k% + w?, wobei k und w gewisse positive Konstanten sind.

Die dquivalente Sprechweise in der Physik lautet: fiir die Schwingungsdifferentialgleichung gilt das
Superpositionsprinzip “.

4. Ahnliches gilt fiir die Partiellen Differentialoperatoren A und V.

5. 8eiU=C[R —R) und V=CHR — R). Dann ist der Integrationsoperator, der jedem f € U eine
Stammfunktion x — foz f()dt zuordnet, eine lineare Abbildung.

6. SeiU=C(R—-R), V=R, und é: U — V die Abbildung [ — f(0), die jeder Funktion ihren Wert
im Nullpunkt zuordnet. Diese sogenannte DIRACsche® Delta—Distribution ist ein lineares Funktional,
das z.B. fiir die Beschreibung von Punktmassen verwendet wird.

7. Sei U = R? der Raum der Ortsvariablen und V = R. Lineare Abbildungen k: U — V werden in der
Physik hdufig als Wellenzahlvektoren bezeichnet.

Im Folgenden werden wir allgemeine Homomorphismen als Abbildungen zwischen zwei Vektorrdumen U
und V studieren.

Satz 4.4. Es seien U und V zwei Vektorrdume. Sei (by,...,by) eine Basis fir U, und sei (vi,...,0pm)
eine beliebige Familie von Vektoren in V.

Dann gibt es genau einen Homomorphismus f € L(U — V) mit f(b;) = v; fir jedes j. Dieser Homomor-
phismus wird gegeben durch die Formel

flaaby + - 4 Qmbm) = Q101 + - + QU

Beweis. Weil (by,...,b,) eine Basis ist, gibt es zu jedem u € U genau einen Satz von Koeffizienten
(1,..., Q) mit u = a1by + -+ + @by, Die obige Formel beschreibt einen Homomorphismus (Beweis
selbst vervollstédndigen !) und es ist f(b;) = v;, wie verlangt.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl dieses f der einzige Homomorphismus mit f(b;) = v; ist. Sei nun g ein
weiterer Homomorphismus mit g(b;) = v; fiir jedes j. Dann ist wegen Satz 4.2

g(u) = glarby + -+ + ambm) = a1g(b1) + -+ - + Amg(bm) = @101 + -+ + A vy = f(u),

also ist g = f. O

Damit konnen wir jetzt eine offengebliebene Frage des vorigen Kapitels beantworten. Damals wurde be-
hauptet, dafl jede lineare Abbildung f: K™ — K™ in Form einer Matrix dargestellt werden kann.

Gegeben sei eine lineare Abbildung f € L(K™ — K™).
Gesucht ist eine Matrix A € K™*™ mit Az = f(x) fiir jedes © € K™.

Um eine solche Matrix zu finden, wihlen wir eine Basis in K, zum Beispiel die Standardbasis (eq, ..., en).
Seien v; die Bilder der Einheitsvektoren, v; = f(e;), j = 1,...,m. Wenn wir diese Spaltenvektoren neben-
einanderstellen, erhalten wir eine Matrix A. Diese ist genau die gesuchte Matrix, denn geméf der Regel

die Spalten sind die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren

5PAUL ADRIEN MAURICE DIRAC (1902-1984), Nobelpreis 1933 zusammen mit Erwin Schrodinger
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ist Ae; = vj, also f(e;) = v;. Und der vorige Satz sagt uns dann, dafl die Gleichung f(u) = Aw nicht nur
fiir u € {e1,...,en} gilt, sondern fiir jeden Vektor u € U.

Frage: Was ist der Unterschied zwischen den folgenden beiden Formulierungen:
. f ist eine lineare Abbildungen vom R” in den R7¢

. f ist eine lineare Abbildungen vom R” auf den R7¢ ?

Definition 4.5. Seien A und B Mengen, und f: A — B eine Abbildung.

o f heifit injektiv®, wenn aus f(z) = f(a') folgt: v = 2.
o f heifit surjektiv’, wenn es zu jedem y € B mindestens ein v € A mit y = f(x) gibt.
o [ heifit bijektiv®, wenn f injektiv und surjektiv ist.

e Die identische Abbildung idg: A — A wird definiert durch id4(x) := x fiir jedes x € A.

Wir betonen, dafl A und B einfach nur Mengen sind; sie brauchen keine Vektorrdume zu sein.

Satz 4.6. Identische Abbildungen sind bijektiv.

Beweis. ist recht einfach und soll deshalb eine Ubungsaufgabe sein. |

Satz 4.7. Seien A, B, C Mengen, f eine Abbildung von A in B, g eine Abbildung von B in C. Dann gilt:

1. Wenn go [ surjektiv ist, dann auch g.

2. Wenn go f injektiv ist, dann auch f.

Beweis. Wir benutzen die Beweismethode der Kontraposition:’

Zu Teil 1: Wenn g die Menge € nicht ausschopft, dann kann go f die Menge € erst recht nicht ausschopfen.
Zu Teil 2: Wenn f nicht injektiv ist, dann bildet f zwei verschiedene Elemente von A auf dasselbe Element
von B ab. Dann kann auch g o f nicht injektiv sein. O
Satz 4.8. Seien A, B Mengen, und sei f: A — B eine Abbildung. Dann gilt:

f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g: B — A gibt mit

fog=ids, go f=idg.

Beweis. ,,—“:

Sei f bijektiv. Dann ist f surjektiv, also gibt es fiir jedes b € B mindestens ein a € A mit f(a) = b. Und
weil f auch injektiv ist, ist dieses Element a eindeutig. Die gesuchte Abbildung g ist gerade diejenige, die
b auf a sendet.

«“.
o

Wegen Satz 4.6 ist idg bijektiv, also ist auch fog = ids bijektiv, also ist f o g surjektiv, und wegen Satz 4.7
ist dann auch f surjektiv.

Wegen Satz 4.6 ist id 4 bijektiv, also ist auch go f = id4 bijektiv, also ist go f injektiv, und wegen Satz 4.7
ist dann auch f injektiv. O

Satz 4.9. Seien U, V, W Vektorriume iiber einem Korper K, und sei f € L(U — V), g€ L(V = W).

1. Die identische Abbildung idy : u v w ist ein bijektiver Homomorphismus idy € L(U — U).

2. Durch go f:uw g(f(u)) wird ein Homomorphismus go f € L(U — W) definiert.

Sinjective

“surjective

8hijective

9 Das bedeutet: Seien 21 und B Aussagen, und wir wollen beweisen: ,,Wenn 2, dann B“. Aquivalent dazu ist die Aussage
,» Wenn ‘B falsch ist, dann ist 20 auch falsch®. Diese zweite Variante ist manchmal einfacher zu beweisen.
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Bewets. Das Ergebnis 1. ist ziemlich leicht und deshalb dem Leser iiberlassen.

Zum Beweis von 2. benutzen wir (4.1) und (4.2) fiir f und g:

(go @ +y)=g(fx+y))=g(f(x)+ fy) =9(f(x)) +9(f(y) = (g0 @)+ (g0 f)Y)
Analog

(9o f)(Azx) = g(f(Ax)) = g(A\f(2)) = Ag(f(x)) = Alg o f)(x).

Definition 4.10. Bijektive Homomorphismen zwischen Vektorrdumen heiflen Isomorphismen'®.

Wenn es zwischen zwei Vektorrdumen U und V' einen Isomorphismus gibt, dann nennt man beide Rdume
zueinander isomorph'®.

Im ersten Kapitel hatten wir bereits zwei zueinander isomorphe Vektorrdume behandelt: nédmlich einen
Vektorraum der Verschiebungspfeile in der Ebene (nennen wir ihn U), und den Raum V = R? der aus
Zahlenpaaren besteht. Der Zusammenhang zwischen @ € U und einem dazugehorigen Zahlenpaar wird
durch eine Basis (51, l;g) fiir U vermittelt. Wenn eine solche Basis gewihlt ist, konnen wir jedes @ zerlegen

im Sinne von i = 5151 + 5252. Die Abbildung 4 — (g) ist eine Abbildung von U nach R?, und diese

Abbildung ist linear und bijektiv, also ein Isomorphismus. Wir héitten auch cine andere Basis (b, b,) anstatt
(51, l;g) wéhlen kénnen, und das hétte uns einen anderen Isomorphismus geliefert. Es gibt also unendlich
viele Isomorphismen zwischen U und R2. In der Schule ist vermutlich der Eindruck entstanden, dal U als
Vektorraum der Verschiebungspfeile in der Ebene und der R? | schon irgendwie derselbe Vektorraum* sind.
Dieser Eindruck ist in dem Sinne richtig, dafl beide Vektorrdume isomorph zueinander sind, und isomorph
bedeutet eben gleichgestaltig.

Satz 4.11. Seien A,B € K™*" Matrizen, und fa, fp € L(K™) die zugehorigen linearen Abbildungen.
Dann ist die Komposition fao fp: K™ — K™ gegeben durch (fa o fg)(x) = ABx.

Zueinander inverse Isomorphismen fa und fp werden durch zueinander inverse Matrizen A und B be-
schrieben.

Beweis. Ubungsaufgabe. Man nutze Satz 3.5. O

4.2 Geometrische Aspekte

Wir brauchen noch einige weitere Begriffe.

Definition 4.12. Sei f € Hom(U — V). Dann heifit

o ker f:={u€ U: f(u) =0} der Nullraum bzw. Kern'? von f,

o img f:={f(u) € V:u € U} der Bildraum bzw. das Bild'® von f.
Analog definieren wir fir eine Matriz A € K™*™

o kerA:={z € K™: Az =0},

e imgA:={Are K":x € K™}.
Satz 4.13. Wenn f € Hom(U — V), dann ist ker f ein Unterraum von U und img f Unterraum von V.
Beweis. Es ist f(0) = 0, also ist 0 € ker f und 0 € img f. Wenn nun uj,us € ker f sind, dann ist

flur +u2) = f(ur) + f(u2) = 0, also auch uj + uz € ker f. Analog beweist man au € ker f, falls o € K
und u € ker f. Geméf Satz 2.6 ist dann ker f ein Unterraum von U.

Seien nun vy, vy € img f. Dann gibt es ui,us € U mit f(u1) = v1, f(u2) = vo. Dann gilt f(u1 + uz) =
flur)+ f(uz) = v1 + v9, also ist v1 +v2 € img f. Analog zeigt man aw € img f, wenn v € img f und o € K.
Nun verwendet man nochmal den Satz 2.6, und der Beweis ist fertig. O

10isomorphism
Hisomorph to each other
12kernel

Bimage
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Definition 4.14. Die Dimension des Bildes von f heifit Rang'* von f:
rang f := dimimg f.
Der Rang einer Matriz A wird definiert durch
rang A := dimimg A.
Die Dimension des Kernes von f heifit Defekt'® von f,
def f := dim ker f.
Satz 4.15. Sei f € Hom(U — V) und sei (u1, ..., un) eine Familie in U. Dann haben wir die Aussagen:

1. f injektiv <= ker f = {0},

2. f surjektiv <= img f =V,

3. (f(ur), ..., f(um)) ist unabhingig in V= (u1,...,uy) sind unabhingig in U,

4. (U1, ..., up) sind unabhingig in U und f ist injektiv = (f(u1),..., f(um)) sind in V unabhingig,
5. (u1,...,um) erzeugen U = (f(u1),..., f(um)) erzeugen img f,
6. (

Uty ..oy Um) erzeugen U und f ist surjektiv = (f(u1),..., f(um)) erzeugen V.

Beweis. 1. Wenn f injektiv ist, dann gibt es nur ein v € U mit f(u) = 0, nimlich v = 0. Also ist
ker f = {0}.
Sei nun andererseits ker f = {0}. Wenn f(u) = f(u') ist, dann ist f(u—u’) =0, also u—u’ € ker f =
{0}, also u = '.

2. So ist Surjektivitéit definiert.
3. Sei Y71, aju; = 0. Zu zeigen wire a; = 0 fiir jedes j. Wir haben 0 = f(0) = f(3°7L, ajuy) =

> iy @ f(u;). Nun sind aber die f(u;) linear unabhiingig, also sind alle a; = 0.

4. Sei Z;":l a; f(uj) =0, zu zeigen wére a; = 0 fiir jedes j. Nun ist wegen der Linearitét f(Z;"Zl aug) =
0. Weil f injektiv ist, haben wir mit 1. ker f = {0}, also muf} Z;nzl aju; = 0 sein. Da nun die
(u1,...,Unm) linear unabhingig sind, ist a; = 0 fiir jedes j.

5. Sei v € img f. Dann gibt es ein u € U mit f(u) = v. Weil die u; den Originalraum U erzeugen, gibt
es Konstanten a1, ..., ap, mit u= 337" aju;. Dann ist v = f(u) = f(35; ajuy) = 35, a; f(uy). Also
ist v als Linearkombination der (f(ulg, ooy f(uy)) dargestellt.

6. Folgt direkt aus 2. und 5.

Ein Teilergebnis dieses Satzes ist so wichtig, dal wir es nochmal hinschreiben sollten:

Folgerung 4.16. Sei f € Hom(U — V) ein injektiver Homomorphismus. Dann gilt

(U1, ..., up) linear unabhingig in U <= (f(u1),..., f(um)) linear unabhingig in V.

Die Injektivitdt von f ist hierbei die entscheidende Voraussetzung !

Als weitere fast triviale Folgerung ergibt sich:
Satz 4.17. 1. Die Spalten einer Matriz sind ein Erzeugendensystem fiir das Bild.

2. Der Rang einer Matriz ist die Maximalzahl linear unabhdngiger Spalten dieser Matriz.

Rang und Defekt einer Abbildung sind nicht unabhéngig voneinander:

Myank

15 defect
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Satz 4.18 (Dimensionsformel). Sei f € Hom(U — V). Dann ist
def f 4+ rang f = dim U.
Fiir Matrizen A € K™*"™ bedeutet das

def A+ rang A = m.

Beweis. Sei (uy,...,us) eine Basis fiir ker f. Nach dem Basisergéinzungssatz konnen wir diese Basis
von ker f zu einer Basis von ganz U erginzen: (ui,...,uUs, Usi1,...,Un). Dann erzeugen die Vektoren
(f(u1),..., f(um)) den Raum img f, wegen Satz 4.15, Teil 5. Weil f(u1) = -+ = f(us) = 0, kann man diese
Vektoren im Erzeugendensystem weglassen, und kommt zu einem Erzeugendensystem (f(us41), ..., f(um))
fiir img f.

Als néchstes wollen wir zeigen, daf§ diese Vektoren (f(usy1),..., f(un)) linear unabhéingig sind.

Sei nun also >0 ) «;f(u;) = 0. Dann ist f(3270,; aju;) =0, also ist Y270 | aju; € ker f. Aber ker f
hatte gerade die Basis (u1, ..., us), und die Vektoren (uq, ..., us, Ust1, ..., U ) sind linear unabhéngig. Das
kann nur sein, wenn alle o;; = 0 sind, fiir j =s+1,...,m.

Damit ist (f(ts4+1),-- ., f(um)) eine Basis fiir img f.

Die Dimensionsformel ergibt sich nun durch Abzéhlen. O

flu,)

flug)

f(ug)

fu,)

Abbildung 4.1: Pseudo-schematische Veranschaulichung der Dimensionsformel, mit dimU = m = 7 und
dimker f =s=3

Damit konnen wir nun die Abbildungseigenschaften der einer invertierbaren Matrix zugehorigen Abbildung
beschreiben:

Satz 4.19. Seien U,V Vektorriume idber K, und sei dimU = dim V. Sei f € Hom(U — V). Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist Isomorphismus,
2. f ist injektiv,
3. f ist surjektiv,

4. f bildet eine Basis (u1,...,um) von U auf eine Basis (f(u1),..., f(um)) von V ab.



4.2. GEOMETRISCHE ASPEKTE 79

Beweis. 2 < 3:

Wir haben dimker f + dimimg f = dimU = dimV. Wenn f injektiv ist, dann ist ker f = {0}, also
dimker f = 0, also dimimg f = dim V, also img f = V, also ist f surjektiv. Wenn f surjektiv ist, dann ist
img f =V, also dimimg f = dim V, also muf} dim ker f = 0 sein, also ist ker f = {0}, also ist f injektiv.

123

Das ist genau Definition 4.10.

2,3 = 4:

Es ist (u1,...,u;,) unabhiingig in U, und f ist injektiv: also ist wegen Satz 4.15, Teil 4 auch
(f(u1),..., f(um)) eine linear unabhingige Familie in V.

Weiterhin erzeugt (uq, ..., u) den Raum U, und f ist surjektiv: also erzeugt wegen Satz 4.15, Teil 6 auch

(f(u1),..., f(t,)) den Raum V.
Also ist (f(u1),..., f(un)) eine Basis von V.

4= 3:

Es liegen f(u1), ..., f(uy) in img f, aber diese m Vektoren sind eine linear unabhiingige Familie, denn
sie bilden eine Basis von V. Also ist dimimg f > m. Wegen dim V' = m folgt dann img f = V, also ist f
surjektiv. 0

Wir iibertragen die Ergebnisse dieses Satzes auf Matrizen:

Satz 4.20. Sei A € K™*" und f € Hom(K"™ — K") die von A erzeugte lineare Abbildung. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist Isomorphismus,

2. A ist invertierbar,

3. rang A =n,

def A =0,

Die Spalten von A erzeugen den K™,

Die Spalten von A sind linear unabhdngig,

NS G

Die Spalten von A sind eine Basis des K™.

Beweis. 1 <= 2
Siehe Satz 4.11.
l<—3<<=14:

Die Aussage rang A = n ist gleichbedeutend mit img A = K™, also mit der Surjektivitdt von f, gemé&f
Satz 4.15. Und def A = 0 bedeutet ker A = {0}, also die Injektivitit von f, ebenfalls wegen Satz 4.15.

Die Aquivalenz von 1, 3 und 4 folgt nun aus Satz 4.19.
l=7:

Die Spalten sind gerade die Bilder (f(e1), ..., f(em)) der Standardbasisvektoren (ey,. .., €, ). Die Behaup-
tung folgt aus Satz 4.19, von Aussage 1 zu Aussage 4.

b—T7:

Nach Satz 2.14 enthélt das System der n Spaltenvektoren eine Basis des K. Wegen dim K" = n muf} jede
Basis aber aus genau n Vektoren bestehen, also ist das System der n Spaltenvektoren schon eine Basis.

7T—5und 7—6:
So sind Basen definiert !
6—7:

Nach dem Basisergdnzungssatz kann man das linear unabhéngige System der n Spaltenvektoren zu einer
Basis des K™ ergénzen. Diese hat aber genau n Vektoren, also miissen die n Spaltenvektoren von A schon
eine Basis sein. (Oder man nimmt die zweite Behauptung des Austauschsatzes von Steinitz.) O
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Folgerung 4.21. Sei A € K"*™ und C' € K"*", wobei C invertierbar sei.
Dann haben A und C'A denselben Rang.

Beweis. Das folgt aus Folgerung 4.16: wenn die Matrix A einige linear unabhéingige Spalten enthélt, dann
sind die entsprechenden Spalten von C'A auch linear unabhéngig, und umgekehrt. Die Maximalzahl linear
unabhéngiger Spalten ist aber gerade gleich dem Rang. O

Satz 4.22. Sei A € K™, und sei A eine GAUSS—JORDAN-Transformierte von A. Das heifit, A ergibt
sich aus A durch Zeilenumformungen und hat Zeilenstufenform.

Dann haben A und A denselben Rang, und A ist invertierbar genau dann, wenn n =m und A die Gestalt
einer oberen Dreiecksmatriz hat.

Beweis. Wir erhalten A als Produkt LA, wobei L eine reguliire Matrix ist, die wir als Produkt von Elimi-
nationsmatrizen und Permutationsmatrizen schreiben kénnen. Dann haben A und A denselben Rang.

Wir wissen: wenn A eine obere Dreiecksmatrix ist, dann konnen wir das GAUSS—JORDAN—Verfahren wei-

terfithren, indem wir noch nach oben ausrdumen, solange bis eine Matrix A = I, entsteht, also LA = T,,.
Dann ist A invertierbar.

Andererseits, wenn nun A auf Zeilenstufenform gebracht wurde, aber keine Dreiecksgestalt hat, dann ist
die unterste Zeile von A eine Nullzeile. Die Spalten von A spannen dann nicht den K™ auf, also ist A nicht
invertierbar. Dann ist rang A < n, also auch rang A < n, also ist A nicht invertierbar. O

12 Fragen: Sei U = R7 und V = R®. Wieviele injektive (surjektive) (bijektive) (identische) Abbildungen
gibt es von U nach V' ? Von V nach U ? Von V nach V' 7 (Alle Abbildungen seien linear.)

4.3 Lineare Gleichungen

Es geht um Gleichungen f(u) = v, wobei f € Hom(U — V) eine lineare Abbildung zwischen zwei Vek-
torrdumen U und V ist. Dieses f und ein Vektor v € V sind gegeben, und v € U ist gesucht. Folgende
Fragen ergeben sich naheliegenderweise:

e Gibt es iiberhaupt Losungen 7
e Wenn ja, wieviele sind es ?

e Manchmal gibt es fiir gewisse v € V eine Losung u, fiir andere v € V aber keine Losung u. Welche
Bedingungen muf v erfiillen, damit es (mindestens) eine Losung gibt ?

e Wie findet man die Losungen ?

Satz 4.23. Seien U und V' Vektorrdiume iber K, f € Hom(U — V) und v € V gegeben.

o Wenn uy, us € U Lisungen von f(u) = v sind, dann ist uy — us eine Lisung von f(u) = 0.

e Wenn uy eine Lisung von f(u) = v und ug eine Lisung von f(u) = 0 sind, dann ist u; + us eine
Lésung von f(u) =wv.

Beweis. Das sollten Sie selber konnen. O

Wir erhalten die folgende Merkregel:

Die allgemeine Losung des inhomogenen Problems

eine spezielle Losung des inhomogenen Problems

+

die allgemeine Losung des homogenen Problems.
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Die allgemeine Losung des homogenen Problems wird gerade beschrieben durch den Kern von f. Demnach
besitzt die Gleichung f(u) = v also Losungen in einer linearen Mannigfaltigkeit mit der Dimension def f =
dim U — rang f; aber nur, wenn sie {iberhaupt eine Losung besitzt.

Satz 4.24. Seien U und V' Vektorriume iber K, und zwar endlichdimensional. Sei f € Hom(U — V).
Dann gilt:

1. Die Gleichung f(u) = v hat fiir jedes v € V mindestens eine Lisung u € U <= rang f = dim V.
2. Die Gleichung f(u) = v hat fir jedes v € V mazimal eine Lisung u € U <= rang f = dimU.

3. Die Gleichung f(u) = v hat fiir jedes v € V' genau eine Lisung u € U <= rang f = dimU = dim V.

Beweis. 1. Trivial wegen img f = V.

2. Wenn es maximal eine Losung gibt, dann ist ker f = {0}, also 0 = def f = dimU — rang f und
umgekehrt.

3. Folgt sofort aus 1. und 2.

Wenn wir diesen Satz auf den speziellen Fall von Matrizen beziehen, erhalten wir:

Satz 4.25. Sei A € K™*™. Dann gilt fir Gleichungssysteme Ax = y mit gegebenem y € K™ und gesuchtem
re K™:

1. Das Gleichungssystem Ax = y ist lisbar <= y € img A <= rang A = rang(Aly), wobei (Aly)
die Matriz bezeichnet, die durch Nebeneinanderstellen von A und y entsteht. Es gibt dann def A =
m — rang A linear unabhdngige Losungen fir das homogene Problem Ax = 0.

2. Az =y hat fir jedes y € K™ mindestens eine Lisung v € K™ <= rang A = n <= die Spalten von
A erzeugen den K™.

8. Ax =y hat fir jedes y € K™ maximal eine Lisung x € K™ <= rang A = m <= die Spalten von A
sind linear unabhdngig.

4. Ax =y hat fir jedes y € K™ genau eine Losung x € K™ <= rang A = m = n <= die Spalten von
A sind eine Basis des K™.
Beweis. 1. Hinschauen. Die Spalten von A spannen img A auf.
2. Siehe 4.24, Teil 1.

3. Siehe 4.24, Teil 2. Der Rang von A ist die Anzahl der linear unabhéngigen Spalten von A, aber A hat
genau m Spalten.

4. Folgt aus 2. und 3.

4.4 Basistransformationen

Problem: Gegeben sei U = K™ mit 2 Basen: (by,...,by) und (b),...,0],). Wir stellen uns B als alte
Basis vor, und B’ als neue Basis. Fiir einen Vektor v € U haben wir dann zwei Darstellungen:

m m
w= &b = &b
j=1 j=1
mit Koeffizienten §;, «Eé € K. Wir fassen diese Koeffizienten zu Spaltenvektoren zusammen:

&1 &
xr = . , =
€m B ;n B’
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Wie kann man die neue Koordinatenspalte 2’ aus der alten Koordinatenspalte  bestimmen ?

Losung: Weil die Basisvektoren aus dem K™ stammen, kann man sie als Spaltenvektoren interpretieren.
Wenn man diese Spaltenvektoren nebeneinanderstellt, erhiilt man quadratische Matrizen B und B’. Diese
sind regulér, weil die Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Dann 148t sich die Darstellungsformel fiir «
gerade schreiben als

u= Bx = B'7/,
woraus wir sofort
¢ = (B 'Bz

erhalten. Wir ziehen daraus eine Merkregel (und stellen uns dabei vor, dal  beziiglich der Standardbasis
(e1,€a,...,en) dargestellt wird, also B = I,, die Einheitsmatrix ist):

Im K™ kann man die Multiplikation einer Zahlenspalte x mit einer invertierbaren Matrixz ansehen als
Umrechnung der Koordinaten des von x beziiglich der Standardbasis dargestellten Vektors
auf eine neue Basis.

Einerseits: die alte Basis war jetzt (e1,...,en), und der j—te neue Basisvektor lautet b = B'e;.

Andererseits: die alten Koordinaten (beziiglich (e, ..., e,,)) eines Punktes hatten wir x genannt, und dann
lauten die neuen Koordinaten desselben Punktes jetzt 2’ = (B')~lz.

Wir bekommen also zwei verschiedene Umrechnungsregeln fiir die Basisvektoren und fiir die Koordinaten.

Problem: Seien U = K™, V = K" und f € Hom(U — V). Bezogen auf die Standardbasen (eq, ..., epm)
und (eq,...,e,) von U bzw. V wird die lineare Abbildung f durch eine Matrix A € K™*™ dargestellt:
f(u) = Au, wenn u als Spaltenvektor interpretiert wird.

Wir geben uns noch jeweils eine weitere Basis von U bzw. V vor: (b¥,...,bY) fiir U und (bY,...,bY)
fiir V. Wenn wir diese Spaltenvektoren in der angegebenen Reihenfolge nebeneinanderstellen, erhalten wir
regulidre Matrizen By € K™*™ und By € K"*". Sei nun v = f(u), also v = Au. Die Vektoren u und v
konnen wir auch in den neuen Basen darstellen:

m n

w=) &, v=3 ¢y,

Jj=1 Jj=1

wobei ij, fjv € K. Diese Koeffizienten konnen wir wieder in Spaltenform anordnen:

& &
Y = ; zV = :
U 14

m/ By n / By

Wie sieht nun die Abbildungsmatrix beziiglich der neuen Basen aus ? Gesucht ist also eine Matrix Ae
K™ mit

2V = AzY.

Und diese Beziehung soll natiirlich fiir jeden Koeffizientenvektor ¥ gelten, wenn 2V den Koeffizientenvektor
des zugehorigen Bildvektors v darstellt.

Losung: Die Darstellung der Vektoren u und v als Linearkombinationen der Basisvektoren bjU und b}/ kann
man auch schreiben als

u = ByaY, v= Byz".
Zusammen mit v = Au erhalten wir damit
2V = By'v = Byt Au = (B, ' ABp)aY = AzY.

Im Hinblick auf die obige Merkregel ist dieses Dreierprodukt von Matrizen nicht {iberraschend: die beiden
duferen Matrizen dienen dem Umrechnen zwischen verschiedenen Basen, und A erzeugt die Abbildung.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen:
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Satz 4.26. Mit den obigen Bezeichnungen ist A= B;lABU. Die Bilder der neuen Basisvektoren bg»]
werden gegeben durch

FY) = AbY = Z%bk :

wobet ay; gerade die Fintrige der Matriz A sind.

Beweis. Es ist lediglich der zweite Teil noch offen. Nun ist aber
f(by) = Ab;] = A - (j—te Spalte von By ) = j—te Spalte von(ABy) = (ABy)e;
= By By 'ABye; = By Ae; = By - (j—te Spalte von A)

= aby.
k=1
O

Im wichtigen Sonderfall U = V' = K™ haben wir die Freiheit, By und By unabhéngig voneinander zu
wihlen, normalerweise nicht.

Definition 4.27. Zwei Matrizen A,fl € K™*" heiflen ahnlich'®, wenn es eine invertierbare Matriz B €
K™ " gibt mit A= B~'AB.

Es stellt sich die Frage, wie man die Matrix B wihlen kann/soll, damit A méglichst einfach oder moglichst
schon wird. Die Antwort darauf ist mit unseren jetzigen Kenntnissen noch nicht méglich und mufl auf ein
spateres Kapitel vertagt werden.

Satz 4.28. Sei A€ K"*™, By € K™*™, By € K™*", wobei By und By invertierbar seien. Dann haben
A und A = B‘;IABU denselben Rang.

Beweis. Wir definieren eine lineare Abbildung f € Hom(K™ — K") durch f(u) := Au. Dann ist rang A =
rang f = dimimg f. Nun beschreiben A und A die gleiche Abbildung, lediglich in verschiedenen Basen. Da
der Rang einer Matrix sich interpretieren 148t als Dimension des Bildraumes, miissen die Rédnge von A und
A gleich sein. O

Der Rang einer Matrix ist gleich der Anzahl der linear unabhéngigen Spalten, man redet auch vom Spal-
tenrang.

Definition 4.29. Der Zeilenrang einer Matrixz ist gleich der Anzahl der linear unabhingigen Zeilen.
Satz 4.30. Fir jede Matriz stimmen Zeilenrang und Spaltenrang tiberein.

Beweis. Fiir den Zeilenrang bzw. Spaltenrang einer Matrix A schreiben wir Zeilenrang(A) bzw.

Spaltenrang(A). Sei A die fragliche Matrix mit Rang (Spaltenrang) r. Wir wihlen geeignete Matrizen
By und By (zusammengebaut aus Eliminationsmatrizen und Permutationsmatrizen) so, dafl

By'ABy = A = ({; 8) e KX,

Nun gilt fiir die beiden Rangtypen, durch zweimaliges Anwenden von Satz 4.28:

r = Spaltenrang(A) = Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) = Spaltenrang((4) ")
= Spaltenrang (B, A" (By,') ") = Spaltenrang(B; A" (By,)™")
= Spaltenrang(A ")
= Zeilenrang(A).
O

Bemerkung 4.31. Es empfiehlt sich (Spiralprinzip der Didaktik), den Abschnitt 1.5.3 erneut zu lesen,
und dabei insbesondere das Dreierprodukt R = ARyAT (in der Notation von Satz 1.67) mit dem jetzigen
Dreierprodukt A = B~YAB wie in Definition /.27 zu vergleichen. Welche Gemeinsamkeiten finden Sie ?

16

similar
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4.5 Differentialgleichungen
Ziel dieses einfithrenden Abschnittes soll es sein, die Losungsmenge von Differentialgleichungen mithilfe der
Homomorphismentheorie zu beschreiben. Dabei orientieren wir uns an 2 typischen Beispielen:

Beispiel 4.32. Eine Zerfalls/Wachstumsgleichung mit Zufuhr und Anfangsbedingung wird gegeben durch
u'(t) + au(t) = f(t), u(0) =ug, a€R.

Eine Schwingungsgleichung mit Dampfung und Anregung und 2 Anfangsbedingungen ist zum Beispiel
u (t) 4+ ku'(t) + wu(t) = f(t), w(0) =up, u'(0)=wu1, k,w>0.

Definition 4.33. Sei U = C"(R = R) und V = C(R — R). Hierbei ist u € U genau dann, wenn u n—mal
differenzierbar ist, und die n—te Ableitung ist noch eine stetige Funktion. Seien ag, a1, ..., an—1 Stetige
Funktionen von R nach R.

Eine Abbildung

L:U—=YV,
n dnfl

L:uw Lu= Lu(t) := @u(t) + an,l(t)Wu(t) N al(t)%u(t) + ao(t)u(t)

heifst Differentialoperator der Ordnung n.
Wenn f € V gegeben ist, dann heifst
Lu=f

lineare Differentialgleichung der Ordnung n, und typischerweise ist die Funktion u gesucht. Falls f = 0
(also f(t) = 0 fiir jedes t € R), dann reden wir von einer homogenen Gleichung, ansonsten von einer
inhomogenen Gleichung.

Frage: Was sind dimU und dim V' 7

Im allgemeinen Fall haben wir es mit einem Anfangswertproblem
Lu=f, (u(0),2'(0),...,u""(0)) = (uo, u1, ..., Un_1) (4.3)
zu tun, wobei f und die u; gegeben sind, und das wu ist gesucht.

Satz 4.34. Wenn u., eine spezielle Losung des inhomogenen Problems Lu = f ist, dann liegen alle Lisungen
zu Lu = f in der Menge

uy +kerL:={u e U: u—u, €kerL}.

Beweis. Siehe Abschnitt 4.3. O

Satz 4.35. Es ist dimker L = n. Die Anfangswertabbildung, die eine Funktion u auf ihre verallgemeinerten
Anfangswerte zur Zeit 0 abbildet,

AWA: ker L — R",

AWA : u — (u(0),4/(0),u"(0),...,u""D(0)),

ist bigektiv.

Der Beweis dazu verteilt sich auf mehrere Schritte. Leider kénnen wir ihn mit unseren Kenntnissen nicht in
der hier behaupteten Allgemeinheit fithren, sodafl wir uns stattdessen beim Beweis der Surjektivitit auf die
Schwingungsgleichung beschrinken und den Beweis des allgemeinen Falls auf das dritte Semester vertagen.

Auf jeden Fall erhalten wir aus diesem Satz ein allgemeines Verfahren zur Bestimmung der Losung des
Anfangswertproblems (4.3):

1. Finde eine spezielle Losung u, = u4(t) zu Lu = f, zum Beispiel durch geschicktes Raten. Die
Anfangswerte fiir t = 0 sind im Moment egal.
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2. Bestimme ker L, also alle Funktionen v € U mit Lu = 0.

3. Wihle dann aus ker L ein Element u, = wu(t) mit besonderen Anfangswerten, ndmlich mit
(1,(0), 2(0), ..., ul""V(0)) + (wn (0), 1} (0), ..., uS"(0)) = (ug, s, ..., un_1).

4. Setze u(t) = ux(t) + up(t).

Aus Satz 4.35 ergibt sich, dafl es immer eine Losung u gibt, und dafl die so konstruierte Losung tatséchlich
die einzige Losung ist.

U

‘i~

Oy

Abbildung 4.2: Die drei Vektorrdume U = C"(R — R), V = C(R — R) und R”, sowie die beiden linearen
Abbildungen L und AWA.

Fiir den Beweis der Injektivitat der Anfangswertabbildung brauchen wir ein Hilfsresultat:

Lemma 4.36. Sei u € C"(R — R) Lisung zu Lu = 0 mit den verallgemeinerten Anfangsbedingungen
(u(0),u/(0),...,u”=1(0)) = (0,0,...,0). Dann ist u(t) = 0 fiir jedes t € R.

Beweis. Wir definieren uns eine (mathematische) Energie

B(t) = 5 (®)? + @0 + ..+ @ (0)?)

und untersuchen deren Zeit—Ableitung;:
E' =ud +u'u + ... +u Dy
< Jul - o] '] - | 4 ] ). (4.4)

Fiir simtliche reellen Zahlen p und ¢ gilt die YoUNGsche Ungleichung [p| - |g| < (p® + ¢2), was wir bald
sehr oft gebrauchen kénnen. Wir diirfen auch noch annehmen, dafl die Koeflizientenfunktionen ag, a1, ...,
ap—1 im Betrag durch eine (notfalls grofie) Zahl A beschrénkt sind:

ja;(H)] < A Vi, vt
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Dann ist (wegen Lu = 0) auch |[u(™ (¢)| = |E;Zg a;(t)u(t)] < AZ;:Ol |ul?)(t)|. Wir kénnen hier (Spiral-
prinzip) die Ungleichung von Cauchy—Schwarz im R" verwenden:

ju(t)] 1

Ti|u(j)(t)|:< : o >S’/QE(t)"/P""""'lQ:\/F(t)'\/ﬁ,

IO

also [u(™(t)| < nA\/2E(t). Weiterhin ist |u("~Y(t)] < \/2E(t). Somit erhalten wir aus (4.4) und der
Ungleichung von YOUNG

E < % (u2 + (u’)Q) + % ((u’)2 4 (u”)Q) NI % ((u(nfz))z + (u(”fl))Q) + \/ﬁ \/ﬁA\/ﬁ
< 2E +2/nAE.

Zur einfacheren Schreibweise setzen wir @ := 2 + 2,/n A und bekommen also E'(t) < aE(¢) fiir alle ¢ € R.

Ein freundlicher Geist erscheint uns im Traum und gibt uns den Hinweis, die Ableitung der Funktion
t — E(t)e* zu untersuchen:

(E(t)et) = E'(t)e™ + E(t) - (—~a)e™* < aB(t)e " — aE(t)e " = 0 < 0.
Also ist diese Funktion schwach monoton fallend, und somit ist, fiir ¢ > 0,
E(t)e™™ < E(0)e™ .

Nun ist allerdings E(0) = 0, also auch E(t) < 0 fiir ¢ > 0. Weiterhin zeigt uns die Definition der Funktion
E, da8 E gar nicht negativ werden kann. Damit ist also E(t) = 0 fiir jedes t > 0.

Das erzwingt dann aber u(t) = 0 fiir alle ¢ > 0, nach Definition von E. Analog argumentiert man fiir
negative t. (|

Damit ist die Injektivitdt der verallgemeinerten Anfangswertabbildung fast schon gezeigt:
Satz 4.37. Die Abbildung

AWA: ker L — R",
AWA : u — (u(0),4/(0),...,u""D(0))

1st ingektiv und es ist dimker L < n.

Beweis. Es seien v und 4 aus ker L mit AWAu = AWA4. Sei 2z = u — @. Dann ist z € ker L und
(2(0),2'(0),...,2"=1(0)) = (0,0,...,0). Nach Lemma 4.36 haben wir z(t) = 0 fiir jedes t € R, also
u = . Also ist die Anfangswertabbildung injektiv.

Die Dimensionsaussage folgt aus Satz 4.15, Teil 4, denn dimR"™ = n. O

Unsere jetzigen Kenntnisse reichen nicht aus, um die Surjektivitét der Anfangswertabbildung im allgemeinen
Fall zu zeigen. Wir beschrénken uns stattdessen auf den Spezialfall der Schwingungsgleichung.
Satz 4.38. Sei U = C*(R - R), V =C(R — R) und w, k € R. Dann ist die Abbildung

AWA : ker d—2+ki+w2 — R?
' de? dt ’

AWA : u — (u(0),u'(0))

surjektiv.

Beweis. Wir zeigen dim ker L = 2. Dann ist die Anfangswertabbildung eine injektive Abbildung von einem
zweidimensionalen Raum in einen zweidimensionalen Raum, nach Satz 4.19 also auch surjektiv.

Weil u € ker L, erfiillt u die Differentialgleichung

u”(t) + k' (t) + w?u(t) = 0.
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Im Rest des Beweises konstruieren wir zwei linear unabhingige Losungen uy,u_ € C?(R — R), also zwei
linear unabhéngige Elemente von ker L. Dann ist die Dimension von ker L also mindestens gleich 2, nach
Satz 4.37 also genau gleich 2.

Wir machen fiir die Funktion v den Ansatz
u(t) = e, teR,

mit wihlbarem Parameter \. Wenn wir diesen Ansatz in die homogene Gleichung einsetzen, bekommen wir
M (X + kA +w?) =0.

Weil die Exponentialfunktion nie Null wird, miite A2 + kX + w? = 0 sein, also

k 2
)\—)\172:—5 I—wQ
Fall 1: & — w2 >0
Dann sind A1, A2 € R und verschieden, also sind die Funktionen u, (t) := e*! und u_(¢) := e*?! linear

unabhéngig. Wir haben also zwei linear unabhingige Losungen « der homogenen Schwingungsgleichung
gefunden.

Fall 2: & — 2 =0

Dann ist A\; = Ay und die beiden Funktionen ¢ — et

Aot

und ¢ — e*?" sind linear abhéngig.

At

Man rechnet aber schnell nach, daf3 eine weitere Losung gegeben wird durch ¢ — te*'*. Damit sind erneut

zwei linear unabhingige Losungen der Schwingungsgleichung gefunden.
Fall 3: ’1—2 -w?<0
In diesem Fall sind A1 und A5 nicht reell. Wir haben stattdessen

k k2
)\1,2:,U,iil/, M:_E’ v = ‘Z_WQ’
und dann gilt
Mt = e (cos(vt) + isin(vt)), et = et (cos(vt) — isin(vt)).

Man rechnet nach, dafl zwei linear unabhéngige Losungen der Schwingungsgleichung gegeben werden durch

uy (t) := et cos(vt), u_(t) := e sin(vt).

In allen drei Fillen kamen wir auf dim ker L > 2, und der Beweis ist damit beendet. O

4.6 Ausblick: Lineare Abbildungen in der Physik

Die iiblichen Differentialoperatoren sind typische Beispiele fiir lineare Abbildungen zwischen Funktionen-
vektorrdumen:

Gradient: fiir ein Skalarfeld p: R? — R ist der Gradient definiert als
dp dp Oy
Ve = a. ' a8, 2 4o |-
14 ((9561 (9:62 al'g

Die Abbildung ¢ +— Ve ist linear. Wir haben z.B.
?
V € Hom (I*(R® — R) — I*(R* — R?)),

dabei sollten wir aber aufpassen wegen des Definitionsbereiches von V: dieser Operator kann nur auf
solche Funktionen ¢ aus dem I?(R® — R) angewandt werden, fiir die tatsichlich Vi im Bildraum
I#(R? — R3) liegt. (Welche Funktionen ¢ das sind, wollen wir hier nicht weiter erértern. Wir deuten
lediglich diese Baustelle (bzw. dieses Minenfeld) durch ein Fragezeichen an.) Mit den Bezeichnungen
der Helmholtz—Zerlegung haben wir dann

imgV =12, (R® — R?).

pot
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Divergenz: fiir ein Vektorfeld @: R3 — R? ist die Divergenz definiert als

Our  Ous %

divii = — + —= .
i axl 6902 6903

Die Abbildung « + div « ist linear. Wir haben z.B.
?
div € Hom (I*(R® — R?) —» *(R®* - R)) ,

und auch hier sollten wir aufpassen wegen des Definitionsbereiches von div. Mit den Bezeichnungen
der Helmholtz—Zerlegung haben wir dann

ker div = I7;, (R* — R?).

Laplace—Operator: Dieser ist definiert als /A = divoV. Aufgrund von Satz 4.9, Teil 2, ist er dann

automatisch linear.

Lineare Differentialoperatoren haben die wunderschone physikalische Eigenschaft, daf fiir ihre Losun-
gen das Superpositionsprinzip gilt.

P und @Q: Wir betrachten ein einzelnes spinloses Teilchen. Sein quantenmechanischer Zustand wird be-

schrieben durch eine Wellenfunktion ¢ = (t,z): R; x R3 — C. Diese liegt (fiir jede Zeit t) im
Vektorraum I?(R? — C), der ausgestattet ist mit dem Skalarprodukt (-,-) ;. wie in (2.4).

Wenn ein Teilchen einen Spin hat (mit Wert +4 oder —31), dann brauchen wir zwei Wellenfunk-
tionen zur Beschreibung dieses Teilchens, also haben wir ¢ = (¢4,1_) € (I?(R3 — C))?, und das
Skalarprodukt ist dann (@, ¢) = (@4, Vy) 2 + (@, V) 2.

Bei M Teilchen (ohne Spin) nehmen wir als Vektorraum den I*(R** — C) mit naheliegendem
Skalarprodukt, und wenn diese Teilchen miteinander wechselwirken oder Spins haben kénnen, dann
wird es richtig kompliziert.

Alle diese Vektorrdume sind dem jeweiligen physikalischen System zugeordnet und heiflen Systemhil-
bertrdume. Thre Dimension ist praktisch immer gleich unendlich.

Nun schauen wir uns MefigroBlen an, wie z.B. Ort, Impuls, Energie. Jeder solchen MeBgrséfie (Obser-
vable) entspricht eine lineare Abbildung, man sagt auch linearer Operator. Diese Operatoren bilden
den Systemhilbertraum H (bzw. einen Untervektorraum davon) in H ab (bzw. in den H x H x H,
denn wir leben ja in einer dreidimensionalen Welt).

Ortsoperator Q: Es ist Q: ¢ — Qu, wobei (Qv)(z) = xb(x). Wegen x = (z1,72,23)" € R3
zerlegen wir Q = (Q1, Q2, Q3) mit (Q;v)(z) = x;¢(x).
Impulsoperator P: Esist P: vy +— P, wobei

(P)(a) = T V0(a),

und h = % ist das Planck-Wirkungsquantum, mit A = 6.6260755 - 10~3*Js. Wir zerlegen analog
zu @ auch P als P = (Py, Py, Ps).

Operator zur potentiellen Energie: Sei V = V(x) ein Potential (fiir das Wasserstoffatom z.B.
das Coulomb—Potential), dann gehort dazu ein Multiplikationsoperator My : 1 — My 1), wobei

(My)(x) = V(2)p(z).

Operator zur Gesamtenergie: Wir ersetzen £ durch ih%.

Die Energiegleichung E = Eyiy, + Epor = é’% + V wird dann zu

'ha t = hQA t Vv t
laqp(,x)ff% Y(t,x) + V(x)y(t,x),

was die berithmte Schrodingergleichung ist.

Die Wellenfunktion 1) ist als solche mefitechnisch nicht auffindbar. Messen kann man nur die iiblichen
Groflen fiir ein Teilchen: Aufenthaltsort, Impuls, Energie, Drehimpuls usw., und Quantenmechanisch
sind diese Meflwerte dann Figenwerte der entsprechenden Operatoren. Fiir den Ortsoperator q
wiére ein solcher Eigenwert also eine Zahl 27 € R mit Q19 = Z19. Diese Eigenwerte zu Operatoren
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entsprechen genau den Eigenwerten zu selbstadjungierten Matrizen, wie wir sie im zweiten Semester
behandeln werden.

Zum Abschluf} erinnern wir daran, daf§ die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist. Etwas &hn-
liches beobachten wir auch hier: die Operatoren P und @) vertauschen nicht miteinander, denn es ist
PjoQ; # QjoP;, fir j = 1,2,3. Die physikalische Konsequenz davon ist die Unschirfenrelation
von Heisenberg, die besagt, dafl man fiir ein Teilchen seinen Aufenthaltsort und seinen Impuls nicht
gleichzeitig beliebig genau messen kann.

Wir verlassen den Zoo der Differentialoperatoren und schauen uns einige physikalische Groflen an:

Wirmeleitungstensor: Wir haben ein unbewegliches Medium, in dem Wérme stromen kann, z.B. einen
Festkorper (aber kein Gas oder Fluid). Die Temperatur am Ort 2 nennen wir 7'(z), was ein skalares
Feld ergibt. Der Gradient davon, also VT'(x), ist ein Vektor, der am Punkt x angeheftet ist und in
Richtung des steilsten Temperaturanstiegs zeigt. Dieser Temperaturunterschied fithrt normalerweise
zu einem Wéarmefluf, der durch ein Vektorfeld beschrieben wird, das wir j nennen. Im Allgemeinen
gilt dann

j=—AVT,

wobei \ meist eine Zahl ist, die die Warmeleitfahigkeit des Stoffes beschreibt. Es ist aber auch moglich,
da der Stoff in unterschiedlichen Richtungen die Wirme unterschiedlich gut leitet. Zum Beispiel
ist es denkbar, dafl Holz die Wirme besser parallel zur Faser leitet als quer dazu. Oder vielleicht
liegt ein Kristall vor, bei dem das Verhalten entlang der verschiedenen Achsen unterschiedlich ist.
Dann brauchen j und V7' nicht mehr parallel zueinander sein, und A ist eine Matrix, die auch
Wirmeleitfihigkeitstensor genannt wird. Wir stellen uns vor, daf3 dieser Tensor die ,,Ursache* VT
auf die ,Wirkung® j abbildet. Der isotrope Fall (daf alle Richtungen gleichberechtigt sind) ist mit
enthalten, wenn wir fiir A ein Vielfaches der Einheitsmatrix erlauben.

Verzerrungstensor: Ein Festkorper wird irgendwie belastet und verformt sich ein wenig. Das kann man
sich so vorstellen, daf} das Teilchen, was im Ruhezustand an der Position x war, durch die Verformung
gewandert ist an die Stelle x4+ u(x). Der Vektor u(x) heifit Verschiebungsvektor; wir stellen ihn uns
als kurz vor. Bei einer Verschiebung des gesamten Korpers ist « konstant, was uns nicht interessiert.
Bei einer Drehung des gesamten Korpers ist (nach einer geeigneten Wahl des Koordinatensystems)
u(z) = Az, wobei A eine Drehmatrix aus der Gruppe SO(3) ist. Das interessiert uns auch nicht, denn
wir wollen nur die Verzerrungen beschreiben, weshalb wir voraussetzen, daff unser Koérper solche
Bewegungen nicht ausfiihrt. (Das typische Beispiel ist ein Stab, an dessen beiden Enden gezogen
wird, sodaf} er linger wird, gleichzeitig aber diinner.) Unter dieser Voraussetzung bekommen wir,
daf} ein kurzer Verbindungsvektor 2z’ zweier Punkte abgebildet wird auf einen Vektor €2, wobei € der
sogenannte Verzerrungstensor ist, der den alten Verbindungsvektor vor der Deformation zum neuen
Verbindungsvektor nach der Deformation sendet.

Spannungstensor: Wir haben einen verformten Festkérper und wéhlen in seinem Innern ein kleines
Fliachenstiick, und auf einer Seite davon denken wir uns das Material gedanklich markiert. Dieses
gedanklich markierte Material kann auf das iibrige Material eine Kraft ausiiben, die {iber das kleine
Fldchenstiick vermittelt wird. Diese Kraft kann senkrecht zur Fliche driicken (Druckspannung), oder
senkrecht zur Fliche ziehen (Zugspannung) oder tangential zur Fliche schieben (Schubspannung),
oder alles vermischt bewirken. Der Spannungstensor o ist derjenige Tensor (also diejenige Matrix),
der den Auflennormalenvektor des kleinen Flidchenstiicks auf den Kraftvektor abbildet.

Elastizitdtstensor: Wir stellen uns vor, dafl zwischen Verzerrung und Spannung ein linearer Zusammen-
hang besteht, der dann wie folgt aussieht:

o= Ce.

Hierbei sind o und e die obigen Tensoren zweiter Stufe mit jeweils 3 x 3 = 9 Eintrégen, also ist C' ein
Tensor vierter Stufe mit 9 x 9 = 81 Eintriagen, der Elastizitdtstensor genannt wird. Aus Symmetrie-
griinden sind viele von diesen Eintrdgen gleich, sodafl nur 21 Materialkonstanten iibrigbleiben. Und
fiir einen isotropen Festkorper sind es nur zwei Parameter, und es entsteht:

2
Ciji = Kéij01 + G <5ik5jl + 0udjn — §5ij5kl) .
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Wir nennen K den Kompressionsmodul und G den Schermodul.

Wenn dieser Festkorper jetzt beginnt zu schwingen, dann bekommen wir die Differentialgleichung fiir
die Verschiebungsvektorfunktion @ = (¢, x):

0%
“or2

wobei o die Materialdichte bezeichnet.

=GAu+ (K—F%)Vdiva’,

Knobelaufgabe: Man zerlege mittels Helmholtz—Projektion das Verschiebungsvektorfeld « in einen lon-
gitudinalen und einen transversalen Anteil. Man beobachte, wie diese Zerlegung die obige komplizierte
Differentialgleichung erheblich vereinfacht. Man errate die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der beiden Wel-
lentypen.

4.7 Awusblick: Vektorrdume in der Physik 2

Sei U ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Die Menge aller linearen Abbildungen von U in den Vektorraum
K heiBt Dualraum von U. Dieser Dualraum ist seinerseits wiederum ein Vektorraum iiber dem Koérper K.
Man stelle sich vor, daf} ein Element des Dualraumes nichts anderes tut, als auf Vektoren aus U zu warten,
sie aufzufressen und Zahlen daraus zu machen.

Als Beispiel fiir U betrachten wir den R?, dann ist K = R. Die Elemente von U nennen wir z = (1, v, z3) "
als Spaltenvektoren. Wir stellen uns diese Vektoren als Ortsvektoren vor, mit Mafleinheit Meter. Der Dual-
raum dazu besteht aus Zeilenvektoren k = (ki, k2, k3) mit MaBeinheit ri—. Jedes solche k € R} erzeugt
eine Abbildung von Ri in den einheitenlosen R geméf kx = kjxy + koxo + ksxs. Diese Vektoren k nennt
man gelegentlich Wellenzahlvektoren.

Als typisches Beispiel denken wir an einen triklinen Kristall. Dieser hat 3 Achsen, deren Winkel zueinander
keine rechten Winkel sind, und die charakteristischen Kantenléngen sind unterschiedlich lang. Auf diesem
Wege bekommen wir eine Gitterstruktur, und an jedem Gitterknotenpunkt sitzt eine Elementarzelle. Wir
fiihren ein Koordinatensystem ein, wobei die Basisvektoren entlang der Gitterlinien zeigen. Die Basisvek-
torenléinge ist genau gleich dem Abstand zweier benachbarter Gitterpunkte entlang einer Gitterlinie.

Wir bekommen auf diesem Wege drei Basisvektoren by, by, b3, die keine ONB des R3 bilden. Jeder Vektor x
kann dann geschrieben werden als @ = &by +&2by 4 £3b3 (hierbei hat es sich eingebiirgert, die Indizes an die
Koordinaten oben zu schreiben, nicht unten). Wenn wir noch einen weiteren Vektor y = n'by +n%by + n3b3
haben und uns fiir das Skalarprodukt x -y interessieren, dann ist dieses leider nicht gleich &'n! +&2n2 +&3n3.
Stattdessen entstehen weitere Argersummanden aus gemischten Produkten, eben weil keine ONB vorliegt.

Als Ausweg betrachten wir eine weitere Basis (b, %, b?), diesmal fiir den Dualraum, mit Indizes oben statt
unten. Wir verlangen, daf} fiir die Skalarprodukte mit den Elementen der alten Basis gilt:

Voby =06,  j k=123,
wobei rechts das KRONECKERsymbol steht. Wenn wir jetzt y in der dualen Basis (man nennt sie auch
reziproke Basis) entwickeln, y = n1b! + 12b? + 12b%, dann ist tatséichlich x -y = &lny + g + E3n3.

Die reziproke Basis erzeugt in natiirlicher Weise ein neues Gitter, das in Bezug auf das Kristallgitter das
reziproke Gitter genannt wird. Fiir die Untersuchung von z.B. Gitterschwingungen spielt dieses reziproke
Gitter eine ganz wichtige Rolle.

Wir rechnen damit noch ein bifichen. Als Hauptregeln halten wir dabei fest:
e Punkte - bezeichnen das Skalarprodukt von Vektoren,
e Groflen in lateinischen Buchstaben sind Vektoren (abgesehen von Indizes),
e Groflen in griechischen Buchstaben sind reelle Zahlen,

e alle Summationen laufen von 1 bis 3 (die Summenkonvention von Einstein wird hier nicht praktiziert,
da im ersten Semester vielleicht zu verwirrend),

e Groflen mit unteren Indizes heiflen kovariant, mit oberen Indizes heiflen sie kontravariant (das ist
im allgemeinen Fall nicht ganz korrekt, in der hier vorliegenden Situation aber richtig. In Wirklich-
keit beziehen sich die Begriffe , kovariant® und , kontravariant“ darauf, nach welcher Formel sich die
betreffenden Groflen transformieren bei einem Basiswechsel).
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Gegeben sei jetzt eine kovariante Basis (b1, b2, b3) fiir den R?, und wir suchen die dazugehérige kontravari-
ante Basis (b!,b%,b%). Das definierende Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar, sodafl wir schon wissen, daf}
es diese kontravariante Basis tatséchlich gibt, es fehlt blofl noch der Rechenweg. Wir setzen

Bix = b; - by, Bk = b7 bk, g k=1,2,3.

Die kovarianten Metrik-Koeffizienten 3;1, sind bekannt, die kontravarianten Metrik-Koeffizienten B7% sind
es noch nicht.

Wir basteln uns einige Vektoren als Spielzeug, nimlich ¢/ := 3", 3/'b;. Dann ist
b= b = gl = gk =1 bk
] ]

Wir haben also (¢/ — b7) L b¥ fiir jedes k, demnach mufl ¢/ — b’ = 0 € R? sein, also ¢/ = b’. Das bedeutet
v => ',
l

und jetzt brauchen wir die ¢/ nicht mehr. Wenn es uns gelingt, die 47! auszurechnen, dann haben wir die
gesuchte kontravariante Basis (b, b2, b%). Dazu beobachten wir, daf

Zﬂjlﬂlk = Zﬂﬂbl by =b by =01,
1 ]

was nichts anderes bedeutet, als daf die Matrix der 579¢ und die Matrix der Bji invers zueinander sind. Und
Matrizen invertieren konnen wir ja.

Als niichstes Projekt bestimmen wir die Kooordinaten eines Vektors. Sei = gegeben (die beiden Basen
natiirlich auch), und die Koordinaten ¢/ und &; gemif = = 3=, &/b; sowie = Y- &;b7 seien gesucht. Man
verifiziert schnell, dafl die Lésung gegeben wird durch folgende Formeln:

=z, & =x-bj, j=1,23.

Und als Schlufiprojekt betrachten wir Basistransformationen: sei mit (by,bs,b3) eine weitere kovariante
Basis gegeben:

b; = Zg?bk, (4.5)
k

und wir wollen wissen, wie die Transformationsformeln fiir die anderen Gréfien sind. Die Unter- und Ober-
striche bedeuten keinerlei Konjugationen oder &hnliches, sondern sollen lediglich das Einfithren weiterer
Buchstaben vermeiden.

Die umgekehrte Transformation ist dann
b, = Zaﬁjl
l
mit noch unbekannten @, die sich aber bestimmen lassen durch Einsetzen und Koeffizientenvergleich:

b =Y 0] b,
l,m

also muf Y-, @™ = 6" sein, und demnach sind die Matrizen der o} und @}, invers zueinander. Dann muf
aber auch die Gleichung Y, ol @y = 6" gelten, denn aus AA~! =TI folgt A™1A =1I.

Nun suchen wir Formeln fiir die reziproke Basis (51 , 52, 53). Mit Phantasie, gestiitzt durch Probieren anhand

echter Zahlen (oder durch einen Ansatz), kommt man zur Vermutung, dafl b= >, ab* sein kénnte. Wir
testen dies anhand folgender Rechnung:

b D b = (Z ﬁ‘ﬂ“) | (Z a’“”) =Y af @b, 0t =Y aradl = Y ara, = 4,
k m k m,k m,k m
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also gilt tatsdchlich

0= a. (4.6)
k
Fiir die Transformation von Koordinaten eines Vektors x haben wir z =}, Elgl mit
El :x~5l :z~Za§€b’“,
k

woraus wir

€= ale (4.7)
k

bekommen. Und fiir die kovarianten Koordinaten von x haben wir x = Zj Ejgj mit

fj:x~l_7j:x~2g?bk
k

mit der Konsequenz

&= a4 (4.8)
k

Wir erkennen, daf (4.5) und (4.8) sehr #hnlich aussehen: die Transformation erfolgt mittels der a.. Sémtliche
Groflen, die sich so transformieren, bezeichnet man als kovariante Tensoren.

Und wir erkennen weiterhin, daf§ auch (4.6) und (4.7) einander sehr dhneln: die Transformation erfolgt
mittels der @. Sdamtliche Gréflen, die sich nach diesem Schema transformieren bei Basiswechsel, nennt man
kontravariante Tensoren.

Das waren die Anfangsgriinde der Tensorrechnung, mehr Informationen findet man z.B. in KLINGBEIL,
Tensorrechnung fiir Ingenieure.

4.8 Schliisselbegriffe

e Definition linearer Abbildungen, Differentialoperatoren als lineare Abbildungen,
e Begriffe injektiv, surjektiv, bijektiv, Isomorphismus,

e Kern, Bild, Rang,

e Dimensionsformel und Folgerungen daraus,

e Struktur der Losungsmenge linearer Gleichungssysteme,

e idhnliche Matrizen und deren Beziehung zu Basistransformationen,

e Losungsalgorithmus fiir lineare gewohnliche Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, an-
hand der Schwingungsdifferentialgleichung.



Kapitel 5

Normierte Raume, Reelle Zahlen,
Folgen, Reihen

Die bisherigen Kapitel 2,3,4 behandelten die Lineare Algebra, deren Leitbegriffe Vektorraum und lineare
Abbildung lauten. In diesem und dem néchsten Kapitel soll es nun um die Analysis gehen, insbesondere wol-
len wir uns dann mit dem Differenzieren und Integrieren vertraut machen. Diese Techniken beruhen auf dem
Begriff des Grenzwerts, der also die Leitidee der Analysis ist. Wir entfernen uns aber nicht iiberméfig weit
von der linearen Algebra, denn auch in Vektorrdumen kann man Folgen und deren Grenzwerte anschauen.

5.1 Folgen im R? und C¢

Aus der Schule ist (so ungefihr) bekannt, was darunter zu verstehen ist, wenn man sagt, dafl eine Folge
(a1, as,...) reeller Zahlen gegen einen Grenzwert a* konvergiert. Wir wollen den Konvergenzbegriff auf die
Riume RY und C? iibertragen; und deshalb fithren wir in diesen Rédumen eine Norm ein, um Abstinde
messen zu konnen.

Definition 5.1. Im R? und im C? definieren wir die pythagoréischen Normen ||-||ga und ||-||ca mittels

I2llea = yfad+. . 4ad, lellea = VIz P+ 2l

Im Folgenden schreiben wir immer K% mit K =R oder K = C.

Diese Normen besitzen die gleichen Eigenschaften wie in Satz 2.26 beschrieben. Unter dem Abstand zweier
Punkte verstehen wir die Norm von deren Differenzvektor.

Unter einer Folge im Raum K¢ verstehen wir einen Ausdruck der Form (a1, as,as,...) =: (ay)nen mit
a, € K% Mathematisch priizise werden wir den Begriff dann in Definition 5.16 festlegen.

Definition 5.2. Eine Folge (a,)nen C K heifit konvergent mit Grenzwert a* ', wenn

i ay, — o] jea = 0.

Das ist mathematisch definiert als:

Ve > 03Ny(e) : Vn > No(e) @ |lan —a”||ga <e.
Wir lesen diese Formelzeile folgendermafen: ,Fiir jedes® positive € existiert ein No (das von & abhdngen
darf), sodaf fir jedes n > No gilt, daf$ ||an — a*| jca kleiner als € ist“.

Zu verstehen ist diese Formelzeile wie folgt:

Wir konnen den Abstand von a,, und a* beliebig klein bekommen (||an — a*|| ga < €)
— und zwar beliebig klein (Ve > 0) —
wenn wir nur vorher sicherstellen, dafi n geniigend groff (3Noy(e): ¥n > Ny(e)) ist.
Dabei sind alle a,, mit n > No(€) hichstens € von a* entfernt, nicht bloff einige a, (¥Yn > No(e)).

Lconvergent with limit a*

2 die gelegentliche Lesung fiir alle anstelle fiir jedes ist grammatisch und inhaltlich falsch.

93
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Eine Merkregel fiir den Konvergenzbegriff ist:

Ein Element a* ist Grenzwert einer Folge (an)nen,
wenn es zu jeder Umgebung von a* ein Ny ¢ibt,
sodafl das Folgenendstiick ab Ny in dieser Umgebung liegt.

¢

Eine ,Umgebung von a*“ ist ein Intervall mit Mittelpunkt a*. Ein ,Folgenendstiick ab Ny* sind alle

Folgenglieder ab a .

Der Zweck des folgenden Satzes besteht auch darin, die Argumentationstechnik der sogenannten , Epsi-
lontik“ einzuiiben. Wir erkennen, dafl man durch konsequentes Anwenden der e—Np—Sprache tatséchlich
niitzliche Aussagen zeigen kann. Wenn man sich an diese Ausdrucksweise erstmal gewohnt hat, dann ist es
gar nicht mehr so schwierig:

Satz 5.3. Konvergente Folgen haben genau einen Grenzwert.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an und machen uns auf die Suche nach einem Widerspruch: Sei (ay, )nen
eine konvergente Folge mit 2 verschiedenen Grenzwerten ¢* und ¢**. Dann ist laut Definition

Ve > 03Nox(e) : Vn > Nou(e) @ |lan —a*||ga <,
Ve > 0 3Ngx(e) + V> Nox(e) : |lan —a™ || ga <e.

Nun wéhlen wir € := - [|[a* — a**| x4 > 0. Sei nun n > No.(¢) und n > Ny ..(¢). Dann haben wir

2
la” = a™ [l a = lla” = an + an — a™|ga < lla” = anllga + lan = a™[lga <e+e= = lla" =0 xa,

2

7, was absurd ist. O

und jetzt diirfen wir durch die positive Zahl [|a* — a**|| 4 kiirzen: also 1 <

Definition 5.4. Sei (an)nen eine Folge von Elementen einer Menge M, und sei (k(n)),en eine streng
monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifit die Folge

(Ak(n) Jnen
Teilfolge® der Folge (ay,)nen-

Satz 5.5. Wenn eine Folge gegen einen Grenzwert konvergiert, dann konvergiert auch jede ihrer Teilfolgen
gegen denselben Grenzwert.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Satz 5.6. Seien (an)nen und (by)nen zwei konvergente Folgen in K¢ mit Grenzwerten a* und b*, und
seien «, § € K. Dann konvergiert auch die Folge (aa, + Bby)nen, und zwar gegen aa™ + Sb*.

Beweis. Zunichst haben wir fiir samtliche n > 1, dafl
[(aan + Bbn) — (aa™ + Bb)|| ga < [[alan — @)l ga+[18(bn = b")| ca = el llan — a™ | ca+ 18] bn — b gca -
Laut Voraussetzung und Definition ist

Ve > 03Noa(e) : Vn > Noule) ¢ |lan —a*|[ga <,
Ve > 03Nop(e) : Vn > Nop(e) & [lbn — 0" ga <e.

Sei nun ein positives € gegeben, und wir suchen ein Ny 4 (), soda$ fiir jedes n > Ny 4(¢) gilt, daB

(@ + Bbn) — (aa” + B | u < €.

Wenn wir dieses Ny 4 () erfolgreich gebaut haben, dann ist der Beweis komplett. Mit der obigen Zerlegung
erkennen wir, dafl folgendes Ny 4 (¢) unsere Wiinsche erfiillt:

N07+(€> = Imax {NO,a (ﬁ) 7NO,b (ﬁ) } y

zumindest in dem Fall, dafl weder a noch 8 gleich Null ist. Dieser Sonderfall a- 3 = 0 sei den Studierenden
als Ubungsaufgabe ans Herz gelegt. O

3sub-sequence
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Warnung 5.7. Die Regel
nan;O(aan + Bb,) = anlingo an + ﬂnlirrgo by,
gilt nur dann, wenn beide Grenzwerte auf der rechten Seite existieren ! Als Beispiel betrachte man o = 5 =1
sowie (a1, az,as,...)=(1,2,1,2,1,2,1,2,...) und (by,b2,b3,...) = (6,5,6,5,6,5,6,5,...).
Definition 5.8. Sei M C K. Ein Punkt a* € K% heifit Haufungspunkt von M *, wenn es eine Folge
(an)nen C M\ {a"}
gibt mit a* = limy,_ o0 @y, .
Die folgende Vereinigungsmenge heifit Abschlul® von M :
M = M U{alle Hiufungspunkte von M}.

Beispiele:
e K¢=Rund M = (0,1],

e K1=R?und M = {z: ||z|;a < R}.
Definition 5.9. Fine Menge M ist abgeschlossen® , wenn jeder Haufungspunkt von M in M liegt.

Beispiele: Fiir K¢ = R betrachte man M = [0, 1] bzw. M = [0,1) bzw. M = [0, 00).
Definition 5.10. Sei xp € K¢ und ¢ € Ry. Die Menge

Be(z0) = {z € K ||z — 20| o < €}
heifit e-Umgebung” von x¢ € K¢ oder auch e-Ball um zg.

Definition 5.11. Sei M C K% eine Menge. Ein Punkt xo € K¢ heifit innerer Punkt® von M, wenn
es eine Umgebung B-(xo) C M gibt. Ein Punkt zo € K? heifft Randpunkt® von M, wenn in jeder e
Umgebung Be(zo) ein Punkt in M und ein Punkt in K¢\ M liegen. Die Menge aller Randpunkte wird mit
OM bezeichnet.

Definition 5.12. Eine Menge M C K¢ ist offen'?, wenn jeder Punkt von M ein innerer Punkt von M
15t.

Satz 5.13. Fine Menge M ist abgeschlossen genau dann, wenn OM C M.
Eine Menge M C K ist offen genau dann, wenn K¢\ M abgeschlossen ist.

Beweis. Das schaffen Sie selbst. O

Man sagt auch umgangssprachlich:

Bei einer abgeschlossenen Menge gehort der Rand dazu.
Bei einer offenen Menge gehdrt der Rand nicht dazu.

Als Sonderfille haben wir M = () und M = K9. Diese Mengen sind gleichzeitig offen und abgeschlossen.
Es gibt auch Mengen in R, die weder offen noch abgeschlossen sind, z.B. M = (0, 1].

Definition 5.14. Eine Menge M C K? heifit beschrinkt!'!, wenn es eine Konstante C € R gibt, sodaf$
||| oa < C fiir jedes x € M gilt. Also

dCeR Ve e M : ||z| g <C.

Das bedeutet anschaulich, dafl jede beschriinkte Menge in einer passend grofl gewiihlten Kugel untergebracht
werden kann. Der Kugelradius C' darf von der betreffenden Menge M abhéngen.

Frage: Sei M = Q C R! die Menge der rationalen Zahlen im Vektorraum R!. Was sind die Randpunkte
von M 7 die Haufungspunkte 7 die inneren Punkte ?

4cluster point of M
5closure
6closed
7 e—neighbourhood
Sinner point
9boundary point
0open
Hhounded
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5.2 Folgen und Reihen in normierten Riumen

Das charakteristische Merkmal der Vektorrdume R? und C? ist, daB sie endlichdimensional sind. In den
Betrachtungen des vorigen Abschnitts haben wir aber diese Endlichdimensionalitit nirgendwo benutzt.
Deshalb werden wir jetzt allgemeinere Vektorrdume verwenden, die auch unendlichdimensional sein kénnen.
Dabei lassen wir uns von den Anwendungen in der Physik leiten, denn der fiir die Quantenmechanik hochst
wichtige Vektorraum I?(R? — C) ist ja unendlichdimensional.

Um Absténde in Vektorrdumen messen zu koénnen, ist es hilfreich, eine Norm zu haben, was uns dann zum
Konzept der normierten Rdume fiithren wird. Insbesondere betrachten wir folgende normierten Réume:

R, €4, KP*9 C*(R = RY),....

Da ab jetzt U ein beliebiger Vektorraum sein wird, iiber den nichts bekannt ist (abgesehen von den Ei-
genschaften, die in der Definition von abstrakten Vektorrdumen gefordert werden), kénnen wir auch den
Begriff einer Norm nur abstrakt definieren:

Definition 5.15. Sei U ein Vektorraum tber einem Korper K, K =R oder K = C. Eine Abbildung
U o R,
[ w =l
heiffit Norm von U, wenn gilt:
o |lul| >0 fir jedes w € U; und ||ul]] =0 genau dann, wenn u =0,
o ||Aul| = |A| - ||ull, fir jedes w € U und jedes X € K,
o |lu+v| <|lull + ||v] fir jegliche u,v € U.
Das Paar (U, ||-||) heifst normierter Raum'?.

Jeder normierte Raum ist ein Vektorraum. Die Umkehrung gilt nicht. Anschaulich bedeutet ||u|| die ,,Linge*
des Vektors .

Beispiele: Fiir U = R? sind folgende Normen gebriuchlich:

lzlly o= yfat + -+ @,
2lly := laa] - -+ |zal,
oo = max |zl

Analog fiir U = C?. Fiir Matrizen A € KP*9 benutzt man unter anderem

| Al = Z laij|?, oder auch || A|| := n}z}x|aij|.
\/ irj ’

Fiir den Funktionenraum U = C([a, b] — R) erscheinen folgende Normen plausibel:

[fllee := max |f(x)],

z€[a,b]

b
1£]l, = / f(z)2de,

b
£, = / | (@)]da.

In Wirklichkeit ist die ||-||,,~Norm etwas anders definiert; die obige Formel ist aber nicht falsch, wenn die
Funktion f auf [a,b] stetig ist (wie wir es ja vorausgesetzt hatten).

Und fiir den Raum U = C*([a, b] — R) verwendet man im Allgemeinen || f{|o1 == || fllo + [/l -
Definition 5.16. Sei M eine Menge. Fine Abbildung

N — M,

n e ap

heifit Folge'® von Elementen aus M.

12
1

normed space
3sequence
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Mit Hilfe der jetzt bereitgestellten Begriffe ,Norm“ und ,Folge* definieren wir anschliefend die Begriffe
,2Konvergenz“, , Teilfolge,” ,Haufungspunkt“, ,Abschlu3“, ,,abgeschlossene Menge*, ,,e—Umgebung*, ,in-
nerer Punkt“,  Randpunkt®, ,offene Menge“, , beschrinkte Menge“ genauso wie im vorigen Abschnitt (wir
ersetzen einfach iiberall , K4 durch ,,U*). Die Sitze 5.3, 5.5, 5.6 und 5.13 gelten auch jetzt.

Beispiel 5.17. Sei U der Vektorraum der auf [0, 1] ,verniinftig integrierbaren® Funktionen (diese ungenaue
Formulierung ist unvermeidlich), sei fn, = fn(x) = 2™, und sei fo(x):=0 fir 0 <z <1 sowie f.(1):=1.

e fiir jedes feste x € [0,1] ist lim, o0 fn(x) = fu(x), mit Konvergenz im normierten Raum R,

o wir haben auch lim, o fn = fi« mit Konvergenz in der ||-||,-Norm fir U, denn || fn, — fll; = n%_l,

e sei g = g(x) := 0 die Nullfunktion auf [0,1], also g(x) = 0 insbesondere auch fir x = 1. Dann
ist limy, o0 fn = g mit Konvergenz in der ||-||,-Norm fir U, denn | f, —g|; = n+-1 (Nun ist aber
g # f«. Wie versohnen Sie das mit dem zweiten ® und mit Satz 5.3 ?)

e gemessen in der ||-|| ., ~Norm konvergiert die Folge der f, nirgendwohin, auch nicht nach f. oder g,
denn || fo = filloo = lfn = glloe =1 fiir alle n.

5.2.1 Vollstandigkeit

Aus Beispiel 5.17 lernen wir, dafl wir im Falle eines unendlichdimensionalen Vektorraumes U bei der Wahl
der Norm von U Vorsicht walten lassen sollten. Ansonsten konnte es passieren, dafl der entstehende nor-
mierte Raum nicht vollstandig ist, was einige unangenehme Konsequenzen mit sich bréchte.

Definition 5.18. Eine Folge (a,)nen C U heifit CAucHY-Folge'® genau dann, wenn:
Ve >0 INg(e) : Vn,m > No(e) : |lan — am|ly <e.

Definition 5.19. Ein normierter Raum (U, ||-||,;) heifst vollstindig!®, wenn jede Cauchy—Folge (an)nen C
U einen Grenzwert a* € U hat. Ein vollstindiger normierter Raum heifst auch BANACHraum!'®. Ein

vollstindiger euklidischer bzw. unitirer Raum heif$t HILBERTraum'".

Jeder Hilbertraum ist ein Banachraum. Jeder Banachraum ist ein normierter Raum. Die Umkehrungen
gelten beide nicht.

Beispiel: Der Raum (Q, | - |) ist ein normierter Vektorraum iiber dem Kérper Q, aber nicht vollstindig.
Als Gegenbeispiel betrachten wir

(a1,as,...) = (3,3.1,3.14,3.141, 3.1415, 3.14159, .. ),

definiert als Folge der abgehackten Dezimalbruchentwicklung von 7. Der ,,Grenzwert“ dieser Folge ist m & Q.
Diese Cauchyfolge hat also keinen Grenzwert in Q ! Wir stellen uns dies so vor, dafl genau an der Stelle,
wo der Grenzwert dieser Folge sein miiite (wenn es ihn gibe), der Vektorraum Q leider ein Loch hat.

Satz 5.20. Der Raum (R,|-|) als normierter Raum iber dem Kérper R ist vollstindig. Er ist sogar der
kleinste vollstindige Raum, der als Erweiterung von Q gewonnen werden kann.

Beweis. Wir konnen ihn hier nicht fithren, da wir die reellen Zahlen nirgends definiert hatten. Stattdessen
begniigen wir uns mit der Bemerkung, dal R genau als Vervollstdndigung von Q definiert wurde. O

Die linearen Ridume R?, C? sind mit jeder der Normen |||, |||, und |||, vollstindig, genauso wie der
Raum der Matrizen mit jeder der obigen Normen. Dies folgt alles aus der Vollstindigkeit von R.

Satz 5.21. Der Raum der auf dem Intervall [a,b] stetigen Funktionen, C([a,b] — R), versehen mit der
||| oo ~Norm, ist vollstindig.

Beweis. Kommt spéter. O

M Cauchy-sequence

15complete

16 STEFAN BANACH, 1892-1945, polnischer Mathematiker
17 DAvID HILBERT, 1862-1943, deutscher Mathematiker
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Frage: Man zeige durch ein Beispiel, da der Raum C([a,b] — R), versehen mit der |[-||,~Norm, nicht
vollsténdig ist. Analog fiir die [|-||,—Norm.

Die Unvollsténdigkeit des Raumes der stetigen Funktionen unter der [|-||,— bzw. ||-||,~Norm ist unerwiinscht.
Andererseits sind diese Normen so wichtig, daf§i man nicht auf sie verzichten kann. Eine solche Funktion
konnte z.B. ein Geschwindigkeitsfeld sein, und eine physikalisch naheliegende Norm wire dann die kinetische
Energie (oder vielmehr die Wurzel daraus), die diesem Geschwindigkeitsfeld innewohnt. Das ist aber exakt
eine I?~Norm. Der Ausweg ist, den Raum der stetigen Funktionen solange zu ergéinzen, bis ein vollstandiger
Raum entsteht. Diese Réume bezeichnet man dann als I ([a, b] — R) bzw. I*([a,b] — R); und sie bestehen
aus all jenen Funktionen, fiir die die Integrale (im Lebesgue'®-Sinne)

Lb|ﬂmwx MW'JC |f(z)[2dz

=a =a

endlich sind. Fiir die Theorie des Lebesgue—Integrales ist bei den Mathematikstudierenden die gesamte
MafBtheorie—Vorlesung des dritten Semesters reserviert, und wir verzichten hier auf sdmtliche Einzelheiten.

Satz 5.22. Konvergente Folgen sind Cauchy—Folgen.

Beweis. Sei (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a*. Wir haben:
Ve > 03dNy(e) : Vn > No(e) : |lap —a™| <e.

Wir wollen zeigen, daf:
Ve > 03N1(e) : Vn,m > Ni(e) : |lan — aml| < e.

Gesucht ist ein Ni(g), sodafl die Aussage in der vorigen Zeile gilt. Wir wihlen N;(e) := Ny(g/2). Dieses
N; hat die gewiinschten Eigenschaften, denn: Seien nun n,m > Nj(¢). Dann haben wir

e €
lan = amll = llan — @ + a" = am[| < llan —a™[| + [la" —am|| < 5 + 5 =

2 2

Also ist die Folge (a,)nen tatséichlich eine Cauchy—Folge. O

Die Umkehrung dieses Satzes gilt bekanntlich nicht.

Satz 5.23. Cauchy—Folgen sind beschrinkt.

Beweis. Man wihle in der Definition der Cauchy-Folgen ¢ := 1, m := Ny(1), schreibe sich die Definition
des Cauchy—Folgen—Begriffs genau hin, und schon steht es da. O

Satz 5.24. Sei (apn)nen eine konvergente Folge in einem normierten Raum U. Dann gilt

o = A llanly

lim a,
n— o0

Beweisskizze. In jedem normierten Raum U gilt die Ungleichung

[zlly = Iyl | < llz =yl - (5.1)

Wir setzen x := lim, o0 a, und y := a,,, und jetzt ist es nicht mehr schwierig. O

Frage: Warum gilt (5.1) ?

I8HENRI LEON LEBESGUE, 18751941
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5.2.2 Reihen in normierten Riumen

Definition 5.25. Sei (U, ||-||) ein normierter Raum und (a,)nen eine Folge in U. Unter einer Reihe'”
o0
D>
n=0

verstehen wir zwei Dinge (gleichzeitig):

e cinerseits die Folge der Partialsummen (Sy)nen, wobei Sy = 22;0 an,

e andererseits den Grenzwert S =limy_, o, Sy, aber nur, falls dieser existiert.

Wenn die Folge der Partialsummen (Sy)nen gegen S konvergiert, dann sagt man, daf$ die Reihe ZZO:O an,
konvergiert und den Wert S hat. Ansonsten sagt man, dafl die Reihe ZZO:O an diwergiert.

Definition 5.26. Sei ) a, eine Reihe von Elementen aus einem normierten Raum U. Wenn die Reihe
von reellen Zahlen

oo
> lanlly
n=0
00
=0

konvergiert, dann nennt man die Reihe )

Beispiel 5.27. Sei U = R.

a, absolut konvergent?’.

1. Die geometrische Reihe >, q* konvergiert genau dann, wenn |q| < 1. Dann ist ihr Grenzwert gleich
ﬁ, denn fiir die Partialsumme Sy gilt die Formel Sy = 1_1‘1_Nq+1
aber nur wenn |q| < 1.

, und somit ist limy 00 Sy = 1,

k

5, und

2. Die harmonische Reihe 22021 % divergiert, denn wenn N = 2F ist mit k € N, dann ist Sy >
somit ist limpy_,oo SNy = +00.

3. Die Reihe Y, k_12 konvergiert (warum ?), und zwar gegen %772 (Beweis im 2. Semester mittels
Fourierreihen).

4. Die Reihe 1 — % + % — % + % F... konvergiert (und zwar gegen In 2, vgl. Satz 6.72), aber nicht absolut
(warum ?).

Frage: Vollenden Sie die Argumentation dieses Beispiels in den Unterpunkten 1., 2. und 3. Die Ungleichung
k—12 < m konnte niitzlich sein.

Alle wichtigen Funktionen (Winkelfunktionen, Arcusfunktionen, Exponentialfunktionen, Logarithmusfunk-
tionen) lassen sich mit Potenzreihen definieren (wie man das genau macht, schauen wir uns spéter an):

Beispiel 5.28 (Potenzreihe). Sei U = C([-1,1] — R) oder U = C(B1(0) — C), versehen mit der
||~||007N07’m. Die Reihe

(oo}

Exka |1‘| S 15
k=0 "

konvergiert in U, und zwar gegen die Exponentialfunktion (Beweis folgt). Konvergenz gilt auch in der ||-||, -
bzw. |||, ~Norm.

In der Signaltechnik sind Reihen von Winkelfunktionen wichtig:

Beispiel 5.29 (Fourierreihe). Sei U = [*([—m, 7] — R). Im 2. Semester werden wir erkennen: Die Reihe

4 (. sin(3xz)  sin(5z)  sin(7z)
—(sm(ac)+ 3 + : + > +)

™

konvergiert in der ||-||,~Norm gegen die 2w —periodisch fortgesetzte Funktion (,Rechtecksignal®)

1 0<z <,
-1 : —am<x<O.

x— S(x) :{

geries

20absolutely convergent
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Frage: Warum konvergiert diese Reihe nicht in der ||-|| ~Norm ?

Satz 5.30. Se: ZZOZO an eine Reihe, die im normierten Raum U konvergiert. Dann ist lim,,_, o a, = 6U.

Beweis. Die Folge (Sy)nen der Partialsummen konvergiert, ist also eine Cauchy—Folge, wegen Satz 5.22.
Die Definition des Begriffes ,,Cauchy—Folge® sagt uns jetzt:

Ve > 03dNg(e) : VN, M > No(e) : ||Sv — Smlly <e.
Wir wahlen nun M := N + 1 und erhalten

Ve > 03Ny(e) : VN > No(e) : |lan+1lly <e.
Also streben die ax gegen Oy, denn |jan—1]/; = HaN+1 - 6U" . O
U
Warnung 5.31. Die Umkehrung dieses Satzes ist falsch (und ein beliebter Fehler).

Absolute Konvergenz ist besser als Konvergenz — das ist die néchste Aussage. Siehe auch Abschnitt 5.3.3.

Satz 5.32. Wenn die Reihe ZZO:O an, in einem Banach-Raum U absolut konvergiert, dann konvergiert sie
dort auch (im Sinne von Definition 5.25).

Beweis. Die Folge (Jla1 , |a1]| + [laz|| . |lai|l + |laz]l + ||las]|,...) konvergiert, ist also eine Cauchy-Folge.
Das bedeutet:

Ve > 03dNg(e) : Vm,n > No(e) (m >n) : |an|| + |lantill + - + llam|| <e.
Sei nun (Sy)wen die Partialsummenfolge der Reihe Y7 a,,. Dann ist fiir m > n
1Sm — Sull = [lan+1 + ant2 + -+ am|l < lantill + llans2|l + -+ llam| -

Also ist (Sny)nen eine Cauchy—Folge und folglich konvergent, denn U ist ein Banachraum. O

Eine Reihe in einem Banachraum konvergiert genau dann,
wenn beliebig lange Reihenendteilstiicke beliebig klein werden.

Ein Reihenendstiick wire ZZO: ~ @n, und ein Reihenendteilstiick ist Zﬁi N On = Sy — Sy—1. Hierbei darf
die Anzahl der Summanden (also M — N + 1) beliebig grof8 sein. Die Konvergenz der Reihe ist ja gerade
gleichbedeutend damit, dafl die Partialsummenfolge eine Cauchy—Folge ist.

Satz 5.33. Seien Y. " a, und Y~ by zwei konvergente Reihen in einem normierten Raum mit Reihen-

werten sq und sy. Seien weiterhin o, f € K. Dann konvergiert auch die Reihe Zzozo(ozan + Bby), und zwar
gegen den Wert asq + Bsp.

Beweis. Folgt sofort aus dem entsprechenden Satz fiir Folgen, also Satz 5.6. O

5.2.3 Konvergenzkriterien

Um zu entscheiden, ob Reihen konvergieren, benutzt man iiblicherweise Vergleichskriterien:

Satz 5.34 (Allgemeines Majorantenkriterium). Sei > ° ja, eine Reihe in einem Banachraum U
(konvergent oder divergent). Wenn es eine Folge (yn)nen reeller Zahlen gibt mit den zwei Eigenschaften:

o es existiert ein N, sodaf ||ay ||, < yn fir jedes n > N,

e die Reihe Y )" n konvergiert,

dann konvergiert auch die Reihe Y " an, sogar absolut.
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Beweis. Das Konvergenzverhalten einer Reihe (divergent/konvergent/absolut konvergent) éndert sich nicht,
wenn man am Anfang einige a,, wegliafit. Wir diirfen also annehmen, dafl die Reihe erst mit ay beginnt. Sei
nun (S, ),>n die Partialsummenfolge zu Y~ [|an||;;, und (0, )n>n die Partialsummenfolge zu Y~ \ Vn.
Weil die Reihe iiber die v, konvergiert, wissen wir, daf die o, eine Cauchy-Folge bilden:

Ve > 03dNg(e) : Vn,m > Ny(e) : |on —om| <e.
Nun ist (fiir n > m)

S0 = Sm| = llamsally + -+ llanlly < Ympr 4+ = lon — oml.
Also ist auch (Sy,)n>n eine Cauchy—Folge in R. O
Beispiel 5.35. Wir betrachten im Raum U = C((—o00,00) — R) die Fourier—Reihe

sin(2x) n sin(3x) n sin(4x) n

sin(z) + 4 9 T

und fragen nach ihrer Konvergenz in der ||-|| .. ~Norm. Wir haben

sin(nx
\, = ()
n
und ||ay ||, = n—lz Wir konnen jetzt ~, := # wdhlen, was eine konvergente Reihe ergibt. Also konvergiert

obige Fourierreihe.
Beispiel 5.36. Die Reihe > o7, % konvergiert wegen n! =1-2-3....n > 2n~1

n=1 n!

Folgerung 5.37. Wir vergleichen eine beliebige Reihe mit der geometrischen Reihe:

o Wenn es C >0, NeNundp <1 gibt mit |ayl||,, < Cp™ fir alle n > N, dann konvergiert >~ an
absolut in U,

e Wennes C >0, N €N undp>1 gibt mit ||a,|, > Cp™ fiir alle n > N, dann divergiert Y, .

Der erste Teil folgt aus Satz 5.34, der zweite folgt aus Satz 5.30.

Satz 5.38 (Wurzelkriterium). Sei > "  a, eine Reihe in einem Banachraum U. Sei q € R definiert
durch

= lim {/|a
g= lim {flall,
wobei wir voraussetzen, daf dieser Limes existiert. Dann gilt:

q < 1: die Reihe ZZOZO an, konvergiert absolut,
q > 1: die Reihe >~ a, divergiert,

q = 1: das Konvergenzverhalten ist unbekannt.

Beweis. Wir setzen p := 3(1 + ¢). Fiir ¢ < 1 haben wir ab einem Ny die Ungleichung {/Jla,[l; <p <1,
und fiir ¢ > 1 haben wir ab einem Ny die Ungleichung {/|la,||,; > p > 1. Nun liften wir das in die n-te
Potenz und verwenden Folgerung 5.37. |

Das folgende Quotientenkriterium ist gelegentlich einfacher anzuwenden. Andererseits gibt es Beispiele, in
denen das Quotientenkriterium versagt, aber das Wurzelkriterium noch eine Aussage liefert.

Satz 5.39 (Quotientenkriterium). Sei > >°  a, eine Reihe in einem Banachraum U, und keiner der
Summanden sei 0. Sei q € R definiert durch

g= lLim Han+1”U’
n=% ||any

wobei wir voraussetzen, daf dieser Limes existiert. Dann gilt:
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q < 1: die Reihe ZZO:O an konvergiert absolut,
q > 1: die Reihe > a,, divergiert,

q = 1: das Konvergenzverhalten ist unbekannt.

Beweis. Sei g < 1. Wir setzen p := %(1 +q) < 1, also g < p < 1. Dann gibt es ein Ny, sodaB fiir m > Ny die
Quotienten a1l / ||am||; unterhalb von p liegen. Multiplikation passend vieler Ungleichungen diesen
Typs liefert

lano+nlly < llanolly ™ 7 =0.

Wir benutzen nun Folgerung 5.37 mit C = |jan,||;, und die absolute Konvergenz der Reihe > 7 a,, folgt
sofort.

Fiir den Fall ¢ > 1 verwende man den zweiten Teil von Folgerung 5.37. O

Beispiel 5.40. Sei U = R. Fiir jedes x € (0,00) betrachten wir die Reihe reeller Zahlen

>

k=0

| —

'(—Qx)k

o

und fragen, fiir welche x Konvergenz vorliegt. Wir haben (fiir fiziertes x)

1 n 1 n
an = H(—Qm) , also |ap| = 5(290) ,
und bekommen demnach
] . i)™t 9
qg= lim —— = lim — - = lm =0,

also Konvergenz. Damit konvergiert diese Potenzreihe fiir jedes x € (0,00) absolut.

5.3 Folgen und Reihen reeller Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen bildet zusammen mit der tiblichen Betragsfunktion einen vollstédndigen nor-
mierten Raum. Das bedeutet, das alle Ergebnisse des vorigen Abschnitts auch auf Folgen und Reihen von
reellen Zahlen angewandt werden konnen.

Andererseits haben die reellen Zahlen auch Eigenschaften, die man in einem beliebigen normierten Raum
meist nicht zur Verfiigung hat. Insbesondere:

e reelle Zahlen kann man ordnen,
e reelle Zahlen kann man multiplizieren.

Aus diesem Grunde ist die Theorie der Folgen und Reihen reeller Zahlen etwas reichhaltiger.

Wir erinnern an ein einfaches Ergebnis, das zum Beispiel mittels vollstdndiger Induktion gezeigt werden
kann (und tibrigens auch in C gilt):

Satz 5.41 (Binomische Formel). Fir reelle Zahlen a,b und n € Ny gilt
(a+0)" = i ") akpnt
im0 \F -

Hierbei steht (Z) fiir den Binomialkoeffizienten,

n n! n-n—1)-...-(n—k+1)
(k):k!(n—k)!: 1.2... -k ) 0'=1.
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5.3.1 Schranken und Grenzen

In allgemeinen normierten Rdumen hatten wir beschrinkte Mengen definiert. Im R haben wir zusétzlich
noch einseitig beschréankte Mengen:

Definition 5.42. Sei M C R eine Menge reeller Zahlen. Wenn es eine Zahl S € R gibt mit der Eigenschaft,
daff © < S fiir jedes x € M, dann heifit S obere Schranke®' von M. In diesem Falle sagt man, daf die
Menge M nach oben beschrinkt?? ist. Entsprechend definiert man untere Schranken®® und den Begriff
nach unten beschrinkt?*.

Jede Zahl, die grofler ist als eine obere Schranke einer Menge, ist ebenfalls eine obere Schranke dieser
Menge.

Definition 5.43. Sei M eine Menge reeller Zahlen. Wenn es eine Zahl S € R gibt, die gleichzeitig obere

Schranke von M und Element von M ist, dann heif$t S Maximum?® von M. Analog definiert man das

Minimum?6.

Eine Menge kann zwar unendlich viele verschiedene obere oder untere Schranken haben, aber héchstens ein
Maximum bzw. Minimum.

Beispiel 5.44. Die Menge M = {z € R: 0 <z < 1} =: (0,1) hat weder Minimum noch Maximum. Sie ist

nach oben beschrinkt durch S = 1 und nach unten beschrdinkt durch S = 0.

Definition 5.45. Sei M C R eine nach oben beschrinkte Menge. Eine Zahl S € R heifit Supremum bzw.
kleinste obere Schranke bzw. obere Grenze?” wenn folgendes gilt:

1. S ist obere Schranke von M,
2. jede kleinere Zahl als S ist keine obere Schranke von M.

Entsprechend definiert man die Begriffe Infimum bzw. groSte untere Schranke bzw. untere Grenze®®.

Beispiel 5.46. Die Menge M = (0,1) hat Infimum 0 und Supremum 1.

Die Menge M = {x € Q: 2® < 2} hat in den rationalen Zahlen weder Supremum noch Infimum, obwohl sie
nach oben und unten beschrinkt ist.

Satz 5.47. Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen hat genau ein Supremum in R.
Jede nichtleere nach unten beschrinkte Menge reeller Zahlen hat genau ein Infimum in R.

Bevor wir zum Beweis dieses zentralen Satzes kommen, schieben wir ein niitzliches Ergebnis ein:

Satz 5.48. Sei (an)nen eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen, die nach oben beschrinkt ist. Dann
hat diese Folge einen Grenzwert, und dieser Grenzwert ist gleich dem Supremum der Menge {a,: n € N}.

Hierbei verstehen wir unter monoton wachsend”®, daf a, < a,1 fiir jedes n gilt. Ein entsprechender Satz

gilt fiir monoton fallende Folgen, die nach unten beschriinkt sind.

Beweis. Sei a, < apt1 und a, < S fir jedes n € N. Wir wollen zeigen, dafi die Folge (an)nen eine
Cauchy—Folge ist, also

Ve > 03dNy(e) : Vn,m > No(e) : |an — am| < €.
Wir nehmen das Gegenteil an und suchen einen Widerspruch. Das Gegenteil ist

Jep >0 : VN dIn=n(N),m=m(N)>N : |a, — am| > €o.

2lypper bound

22hounded from above

23lower bounds

24 bounded from below

25 maximum

26 minimum

27supremum, least upper bound
28infimum, greatest lower bound
29monotonically increasing
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Wir kommen auf diesem Wege zu einer steigenden Folge von Indizes
k1 < ko <ks<ky<ks<kg...

mit lim;_, o k; = oo, sodafl

|lak, — ak, | > €o, lak, — ak,| > €o, laks — aks| > o, .- ..
Andererseits ist ap, < ag, < ag, < ap, < .... Dann mu zwangsldufig die Folge der a, die Schranke
S irgendwann iiberschreiten. Das ist ein Widerspruch. Also ist die Folge (a)nen eine Cauchy—Folge und
somit konvergent. Die Aussage iiber das Supremum sieht man schnell. O

Beweis des Satzes 5.47. Wir zeigen nur die Aussage iiber das Supremum.
Man iiberlegt sich schnell, dafl eine Menge keine zwei verschiedenen Suprema haben kann.

Die Menge hat mindestens ein Element und mindestens eine obere Schranke; diese taufen wir x; und S;.
Es gilt 7 < S1. Wenn 7 = 57 sein sollte, dann ist dies gerade das Supremum, und wir wéren fertig. Sei
also jetzt x1 < S7. Wir taufen das arithmetische Mittel dieser beiden Zahlen Z.

Es gibt 2 Fille:
Z ist obere Schranke von M: dann setzen wir zs := x1 und Sy := Z.

7 ist keine obere Schranke von M: dann gibt es ein Element von M, das zwischen Z und 57 liegt.
Wir nennen dieses Element x5, und setzen Sp := 5.

Auf jeden Fall haben wir jetzt 2 Zahlen x1, zo, die Element von M sind, und zwei obere Schranken S; und
S1. Es gilt

1
21 <xp <8 <54, |$2*SQ|§§|SC1*S1|-

Mit dem Intervall [, S2] konnen wir verfahren wie eben. Wir finden ein Element 3 € M und eine obere
Schranke S3, sodafl gilt

1
21 <xp <23 <93 <8 <5, |$3*53|§Z|SC1*S1|-

Induktiv setzen wir dieses Verfahren fort und erhalten eine monoton wachsende Folge (z,)nen und eine
monoton fallende Folge (Sy,)nen. Da die wachsende Folge (x,,)nen nach oben beschriinkt ist durch Sp, hat
diese Folge einen Grenzwert x*. Analog hat die monoton fallende Folge (S, )nen einen Grenzwert S*.

Da aber zusitzlich die Folge der Differenzen (x,, — Sy, )nen nach 0 strebt, mufl * = S* sein.
Fiir jedes ¢ > 0 gilt dann:

e im Intervall (z* — ¢, 2*) ist mindestens ein Element von M,

e im Intervall (z*, 2* + £) ist mindestens eine obere Schranke von M.
Die erste Aussage bedeutet, dafl keine Zahl unterhalb von z* jemals obere Schranke von M sein kann. Die

zweite Aussage bedeutet, dafl oberhalb von z* kein Element von M sein kann. Insbesondere ist dann z*
eine obere Schranke von M; und nach der ersten Aussage ist dies die kleinste obere Schranke von M. O

Das folgende Ergebnis ist fiir spétere Zwecke gedacht:

Satz 5.49 (Bolzano®’—Weierstraf3*!). Sei M C R ein Intervall mit folgenden beiden Eigenschaften:

e M ist beschrinkt,

e M ist abgeschlossen.

30 BERNARD PLACIDUS JOHANN NEPOMUK BOLZANO, 1781-1848
31 KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS, 1815-1897
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Sei (an)nen eine Folge, die in M liegt; also a, € M fiir jedes n € N. Dann besitzt diese Folge eine Teilfolge,
die gegen einen Grenzwert in M strebt.

Beweis. Wir teilen das Intervall M =: M; in zwei gleichgrofie Teilintervalle. In einem davon liegen unendlich
viele Glieder der Folge (ay,)nen. Dieses Teilintervall nennen wir Ms. Nun teilen wir My in zwei gleichgrofe
Teilintervalle. In einem davon liegen unendlich viele Folgenglieder, dieses nennen wir Ms. In diesem Stile
fahren wir fort und erhalten eine Folge von Intervallen

My D My D MsgD---

von denen jedes halb so lang ist wie das vorhergehende. In jedem dieser Intervalle liegen unendlich viele
Elemente der Folge.

Aus M; wéhlen wir ein Element ay, der Folge. Aus M, wihlen wir ein weiteres Element ay, der Folge,
das von ag, verschieden sein soll. Aus Mj3 wihlen wir ein Folgenglied ay,, das von den beiden vorigen
verschieden sein soll. Wir bekommen auf diesem Wege eine Teilfolge (ax,)jen. Weil alle Glieder dieser
Teilfolge ab j = Np im Teilintervall My, enthalten sind, ist diese Folge offensichtlich eine Cauchy-Folge.
Diese hat einen reellen Grenzwert, der nach Konstruktion ein Hiufungspunkt des Intervalles ist. Weil das
Intervall abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert im Intervall. |

Bemerkung 5.50. Dieser Satz kann verallgemeinert werden. Es reicht, daf M C R? eine beschrinkte und

abgeschlossene Menge ist, damit jede Folge in M eine in M konvergente Teilfolge enthdlt.

Definition 5.51. Sei U ein Banachraum. Eine Menge M C U heifit kompakt®?, wenn jede Folge in M
eine Teilfolge enthdlt, die einen Grenzwert in M hat.

Wir fassen zusammen:

e in jedem Banachraum gilt: wenn eine Teilmenge kompakt ist, dann ist sie auch beschréinkt und
abgeschlossen (das iiberlegt man sich schnell).

e im R? gilt: wenn eine Teilmenge beschrinkt und abgeschlossen ist, dann ist sie auch kompakt (das
haben wir in Bemerkung 5.50 schon erwéhnt).

e in jedem unendlichdimensionalen Banachraum gilt: es gibt Teilmengen, die beschréinkt und abge-
schlossen sind, aber leider nicht kompakt.

Relevant fiir die Physik ist diese Betrachtung aus folgendem Grund: in gewisser Hinsicht ist die Quanten-
mechanik eine Form von linearer Algebra in unendlichdimensionalen Rdumen. Jetzt beobachten wir aber,
dafl in solchen Rdumen die Begriffe kompakt sowie beschrinkt € abgeschlossen logisch nicht dquivalent
sind. Das ist unangenehm, aber unvermeidlich. Fiir Mathematikstudierende gibt es im vierten Semester
eine Funktionalanalysisvorlesung, in der (mit hohem Aufwand !) solche Fragen erortert und beantwortet
werden. Auf die Einzelheiten miissen wir aus Zeitgriinden verzichten.

5.3.2 Beispiele fiir konvergente Folgen
Bei Folgen und Reihen gibt es prinzipiell (mindestens) zwei Fragen zu beantworten:

Konvergiert die Folge/Reihe iiberhaupt ? Antworten dazu werden gegeben durch Majorantenkrite-
rien oder durch Satz 5.48.

Wohin konvergiert sie ? Oder: wie lautet der Grenzwert genau ? Ein Werkzeug fiir die Antwort
zu dieser Frage kommt jetzt.

Satz 5.52 (Sandwichprinzip). Es seien (an)nen, (bn)nen, (Cn)nen Folgen reeller Zahlen mit den Figen-
schaften, dafs

e a, <b, <c, firjedesn €N,

e die Limites lim,, o an und lim, .. ¢, existieren und sind beide gleich g* € R.

32 compact
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Dann existiert auch der Grenzwert lim,_,« b, ; und er ist ebenfalls gleich g*.

Beweis. Fiir jedes e > 0 suchen wir ein Ny(g), sodaB |b, — ¢*| < e gilt fiir jedes n > Ny(e).

Wir wissen aus der Voraussetzung, dafl

Ve >03dNi(e) : Vn > Ni(e) : |an — 9| <,
Ve > 03dNs(e) : Vn> Na(e) : [cp — g7 <e.

Wir wihlen Ny(e) := max(Ny(g), N2(¢)). Dann haben wir fiir n > Ny(e):
g —e<a, <b,<c,<g" +e,
was den Beweis vollendet. O
Als Anwendung des Sandwichprinzips haben wir folgendes Ergebnis:
Lemma 5.53. Es ist lim, o, {/n=1.
Beweis. Offensichtlich ist /n > 1 fiir n > 17. Also kénnen wir fiir jedes solche n schreiben:
Yn=1+2z,, wobei z,>0.

Wir wenden die binomische Formel an:

" /n n n nn—1) ,
=3 () (D) ()t
P k 0 2 2

Wenn wir diese Ungleichung n > 1+ @z% nach x,, umstellen, kommen wir auf

2
0<a, < \/j, fiir jegliches n > 17.
n

Damit sind die «x,, eingequetscht zwischen zwei Folgen, die beide nach Null streben. Also ist lim,,_, o z,, = 0
und somit lim,, ., /1 = 1. O

Satz 5.54. Seien (an)neny und (by)nen zwei konvergente Folgen reeller Zahlen mit Grenzwerten a* und b*.
Dann konvergiert auch die Folge (anby)nen, und ihr Grenzwert ist a*b*.

Wenn zusdtzlich noch by, # 0 fiir jedes n € N und b* # 0, dann konvergiert auch die Folge (ay/bn)nen, und
ihr Grenzwert ist a* /b*.

Beweis. Wir beweisen nur die Aussage iiber das Produkt, die zweite Aussage 148t sich dhnlich zeigen. Die
entscheidende Idee ist das Einfiigen einer fruchtbaren Null:

lanbn, — a™b*| = |anby, — anb® + and® — a*b*| < |(an — a™)b*| + |an (b, — bY)).
Nun sind die Folgen (an)nen und (by)nen beschriankt (wegen Satz 5.22 und Satz 5.23), also
lan| < A, |b,| < B, neN.
Dieselbe Beschrénkung gilt dann auch fiir die Grenzwerte. Wir haben somit
|anby, — a*b*| < Bla, — a*| + A|b, — b*|,
woraus sich die Behauptung unmittelbar ergibt. O

Bemerkung 5.55. Mit einem dhnlichen Beweis kann man zeigen: die Produktfolge einer Nullfolge und
einer beschrinkten Folge ist wieder eine Nullfolge. Hierbei verstehen wir unter einer Nullfolge eine solche
Folge, die nach Null strebt.

Beispiel 5.56. Seien k,x € R. Die Folge (n*x™),en konvergiert gegen 0 fir |x| < 1 und divergiert fiir
|x| > 1. Wir fassen dies zusammen in folgender Merkregel (wobei wir sprachlich etwas unscharf sind):

Im Konfliktfall ist ein Exponentialterm stirker als ein Potenzterm.
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5.3.3 Nichtabsolute Konvergenz und Umordnungen

Wir kennen aus dem Majorantenkriterium bereits einen Mechanismus, der die Konvergenz einer Reihe
bewirkt: die Folge der Summanden klingt schnell genug ab.

Es gibt noch einen weiteren Mechanismus, der die Konvergenz einer Reihe nach sich zieht: die Ausldschunyg.

Satz 5.57 (Leibniz**—Kriterium). Sei Y.~ a, eine Reihe reeller Zahlen. Wenn die a,, die folgenden
Bedingungen erfiillen:

e die Folge der |ay,| strebt streng monoton nach Null,

e a,an11 <0 fiir jedes n € N,
dann konvergiert die Reihe Y " ay,.

Man beachte, daf3 die Folge der Summanden a, auch extrem langsam nach Null streben darf, ohne die
Reihenkonvergenz in Gefahr zu bringen.

Beweis. Die zweite Bedingung besagt, dafl die Summanden a,, alternierende Vorzeichen haben. Zum Beweis
betrachten wir die Partialsummen s,,. Seien die asg, positiv, und die ag,+1 negativ. Dann haben wir

S2p42 — S2p, = A2p42 + G2p41 < 0,

also ist die Folge (so, S2, $4,...) streng monoton fallend. Analog zeigt man, dafl die Folge (s1, s3, S5,...)
streng monoton steigend ist. Weiterhin ist s,412 — sp+1 > 0, sodafl die fallende Folge (sq, s2,...) nach
unten beschriinkt ist durch s;. Also konvergiert sie. Analog ist die wachsende Folge (s1, s3, ... ) nach oben
beschrankt durch sg, also konvergent. Beide Grenzwerte miissen iibereinstimmen wegen a,, — 0. O

Wir bleiben noch etwas bei solchen Reihen mit Summanden wechselnden Vorzeichens. Es gilt (wie wir
spéter sehen werden)

bpoqg 1,1 1,1 1.1 1 1 1
e Ty Ty T s T e T T8 9 10
Durch Verdoppelung ist dann
dmpeg 2,2 2,2 2.2 2.2 2
n2=2—-—+-——-+4+-—-—+-——+———F...
273 175 67 89 10
L, g.2 1,2 1.2 1 2 1
- 3 25 37 179 57
Wenn man die Briiche mit gleichem Nenner zusammenfaflt, folgt
1 11 1 1 1 1 1 1
MM2=1— - o mfo o Lo _]p2
" 53 175 677 s 9 107" "

Wo steckt der Fehler ?

Satz 5.58. Sei S eine beliebige reelle Zahl. Dann gibt es eine Reihe ZZOZO G, die sich durch Umsortieren
der Summanden der Reihe Y .- | (—=1)""'L ergibt und den Reihenwert S hat.

Die Umsortierung héngt natiirlich von S ab. Der Satz besagt also, dal zumindest bei dieser Reihe das
Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz leider nicht gelten.

Beweisskizze. Die Teilreihen 1+ % + % +...und —5—7— = — ... der positiven und negativen Summanden
divergieren beide. O

Dieses Phinomen kann nicht auftreten, wenn die Ausgangsreihe absolut konvergiert.

Satz 5.59. Sei Y a, eine absolut konvergierende Reihe. Dann konvergiert auch jede Umordnung dieser
Reihe absolut und hat denselben Reihenwert. Es gilt auch die Umkehrung: wenn jede Umordnung der Reihe
denselben Reihenwert hat, dann ist die Ausgangsreihe absolut konvergent.

33 GoTTrRIED WILHELM VON LEIBNIZ, 16461716
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Bewers. Lassen wir weg. O

Die Frage der Konvergenz von umgeordneten Reihen ist keineswegs akademisch. Wenn man zum Beispiel
zwei Reihen Y7 ja, und Y .- by multiplizieren will, dann méchte man die einzelnen Produkte a,by
bilden, in eine geeignete Reihenfolge bringen, und in dieser Reihenfolge dann aufsummieren. Nun gibt es
aber keine Reihenfolge dieser Teilprodukte, die ,richtiger” wire als eine andere Reihenfolge. Falls bei einer
anderen Anordnung der Teilprodukte sich ein anderer Reihenwert ergiibe, wire dies natiirlich schlecht.

Satz 5.60. Es seien y o an und Y . by zwei absolut konvergente Reihen. Dann konvergiert die
JReihe* 37, anby bei beliebiger Anordnung der Summanden anby gegen denselben Wert, ndmlich

(Xm0 an) (3o5zo bk)-
Bewers. Lassen wir weg. O

Es hat sich eine spezielle Anordnung eingebiirgert, die auf die sogenannte CAUCHY—Produktreihe fiihrt. Das
Konzept der Cauchy—Produktreihe wird sich als ganz natiirlich herausstellen, wenn wir uns im néchsten
Abschnitt Potenzreihen anschauen.

Definition 5.61. Es seien Y .- an, und Y o by zwei absolut konvergente Reihen. Wir definieren eine
Folge (¢m)men, gemdif

Cpp 1= Z anbr = aoby, + a1by—1 + -+ apm—_1b1 + apbg, m € Np.
k+n=m

Dann heifst > °_ ¢, die Cauchy—Produktreihe der beiden Reihen Y " o an und Y oo by.

5.4 Potenzreihen

Definition 5.62. Unter einer Potenzreihe®* verstehen wir eine Reihe der Form

oo

n
g an(z —20)",  an,z,20 € C.
n=0

Hierbei denken wir uns zg als fixiert und z als variabel. Fiir den Summanden mit n = 0 vereinbaren wir,

daB 00 := 1.

Ein Beispiel ist die geometrische Reihe

o0
Zz”, z e C.
n=0

Diese konvergiert genau fiir |z| < 1, wie man zum Beispiel mithilfe des Wurzelkriteriums sieht. Das Kon-
vergenzgebiet ist in diesem Falle also eine Kreisscheibe mit Radius 1 um zy = 0. Geméfl Definition 5.10
verwenden wir fiir diese Kreisscheibe die Schreibweise B1(0).

Diese Potenzreihe kann man von 2 Standpunkten aus betrachten.

e Einerseits kann man jeden Summanden z" als stetige Funktion ansehen, also zum Beispiel als Element
eines Vektorraumes U = C(Bgr(0) — C) (wobei R eine passend gewihlte positive Zahl sei), diesen
Raum mit der ||-|| ,,~Norm ausstatten (wodurch er zu einem Banachraum wird), und dann nach der
Konvergenz der Reihe in diesem Banachraum fragen.

e Andererseits konnte man z € C festhalten. Dann erhilt man eine Reihe von komplexen Zahlen, die
konvergieren kann oder auch nicht.

Wir vermerken nur kurz, daf§ die geometrische Reihe genau dann im Banachraum U = C(Br(0) — C)
konvergiert, wenn R < 1, und werden uns ab jetzt auf den zweiten Aspekt konzentrieren.

34power series
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Definition 5.63. Sei ZZO:O an(z—z0)™ eine Potenzreihe, und sei M C C eine beliebige Menge. Wir sagen,
dafy die Potenzreihe auf der Menge M gleichmiBig gegen P(z) konvergiert®®, wenn gilt:

n

Z ar(z — z0)* — P(2)

k=0

Ve > 03Ny(e) : Vn > No(e), Vz€ M <e.

Entscheidend ist dabei, dafi die Schranke Ny(g) nicht von z € M abhéngt, sondern fiir alle solchen z
dasselbe Ny(e) verwendet werden kann. Dann kann man die letzte Formelzeile umschreiben zu

n

Ve > 03Np(e) : Vn > No(e) : sup
zeM

ap(z — zo)k — P(2)
k=0

<eg,

und das wiederum kann logisch dquivalent umformuliert werden zu

Ve > 03Ny(e) : Vn > No(e) : <,

S ax(- — o)~ P()
k=0

o0

denn genauso ist die ||| ,,~Norm in Bezug auf die Menge M definiert. Weil wir es jetzt mit Funktionen zu
tun haben, ist das z in der Notation verschwunden und ein Joker—Zeichen - an seine Stelle getreten.

Die gleichmapige Konvergenz ist gleichbedeutend mit der Konvergenz in der ||-|| ., —~Norm.

Beispiel 5.64. Wir betrachten nochmal die geometrische Reihe ZZOZO z". Diese konvergiert auf der Menge
M, = {z € C: |z| < 1}, aber dort nicht gleichmif$ig. Die Konvergenz wird beliebig langsam, wenn z
nach 1 strebt. Wir haben aber gleichmdjige Konvergenz, wenn wir die Kreisscheibe My durch eine kleinere
Kreisscheibe M, := {z € C: |z| < r} mit r <1 ersetzen (warum ?).

Satz 5.65. Sei Y~ an(z — 2z0)" eine Potenzreihe. Sei eine reelle Zahl t definiert durch

t:= lim Y{/|ayl,

n—oo

wobei wir voraussetzen, daf$ dieser Limes existiert oder dafl die Folge der {/|a,| gegen +oo divergiert. Dann
qgilt:

1. die Potenzreihe konvergiert fir jedes z € C mit |z—zg| < % absolut (aber nicht unbedingt gleichmdfig),

2. die Potenzreihe konvergiert in jeder kleineren Kreisscheibe M, = {z € C: |z — zo| < r} (r < })
gleichmdyjsig,

3. die Potenzreihe divergiert fir jedes z € C mit |z — 29| > 1,

4. wennt = 0 ist, dann konvergiert die Potenzreihe absolut in ganz C, und auf jeder kompakten Teilmenge
von C konvergiert sie gleichmdfig,

5. wenn t = oo, dann konvergiert die Potenzmenge nur fir z = zg,

6. 1m Konvergenzgebiet stellt die Potenzreihe eine stetige Funktion dar.

Man braucht nicht voraussetzen, dafl die Folge {/|a,| einen Grenzwert hat. Es reicht, ¢ als grofiten Haufungs-

punkt der Menge { {/|a,|: n € N} zu definieren, und die restlichen Aussagen des Satzes gelten nach wie
vor.

Wenn jeder Koeflizient a,, # 0 ist, dann kann man die Zahl ¢ auch {iber die (gelegentlich einfacher hand-
habbare) Formel

|an+1|

t:= lim
n—o00 ||
bestimmen. Falls dieser Limes existieren sollte, dann existiert auch der Grenzwert lim,, ;o ¥/|a,| und beide
sind gleich. Es kann iibrigens passieren, daf} lim,, % nicht existiert, aber lim, oo /|a,| gibt es doch.
Ein Beispiel ist (ag, a1, az2,a3,...) =(1,2,1,2,1,2,...).

Die Zahl % heifit auch Konvergenzradius.



110 KAPITEL 5. NORMIERTE RAUME, REELLE ZAHLEN, FOLGEN, REIHEN

Re

Abbildung 5.1: Zum Konvergenzverhalten von Potenzreihen. Der gepunktete Kreis umschlieit die offene
Kreisscheibe By /¢(20), der durchgezogene Kreis umschlieBt die abgeschlossene Kreisscheibe B,.(zp), mit
0<r<1/t

Beweis. Fiir die Punkte 1 bis 5 benutzt man das Wurzelkriterium bzw. Quotientenkriterium. Punkt 6 wird
spéter bewiesen, siehe auch Satz 5.21. (|

Insgesamt erhalten wir folgendes Verhalten (vgl. Abbildung 5.1). Sei hierbei eine positive Zahl r mit r < 1/¢
fest gewahlt.

fiir |z — 29| > 1/t: Divergenz der Potenzreihe,

fiir |z — 20| = 1/t: Konvergenzverhalten unbekannt,

fiir |z — 20| < 1/t: Konvergenz ist absolut, jedoch nicht gleichméfig,
fiir |z — 20| < r: Konvergenz ist absolut und gleichméBig.

Satz 5.66. Seid " an(z—20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann hat die durch termweise
Differentiation entstehende Reihe Y - na,(z — z0)" ' denselben Konvergenzradius.

Beweis. Ubungsaufgabe. (|

Bemerkung 5.67. Im zweiten Semester werden wir sehen: sei P = P(z) eine Funktion, die durch die
Potenzreihe ZZOZO an (2 —20)" dargestellt wird, fir z € Byi(z0). Dann ist P dort sogar differenzierbar, und
wir haben die Formel

P'(z) = (ZO an(z — zo)"> = ZO (an(z — 20)") = Zonan(z —20)""",  falls z € By j(%0).

Die durch x markierte Umformung versteht sich nicht von selbst, sondern wird noch zu beweisen sein.
Die gleichmiflige Konvergenz von Potenzreihen ist hierbei ein wichtiges Hilfsmittel (aber noch nicht ganz
ausreichend).

35converges uniformly to P(z)
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Wie multipliziert man zwei Potenzreihen ? Der folgende Satz sagt uns, dafi die Multiplikation in nahelie-
gender Weise (Zusammenfassen aller gleichen Potenzen) tatséichlich das richtige Ergebnis liefert:

Satz 5.68. Seien > oo an(z—20)" und Y peo bi(z — 20)F 2wei Potenzreihen mit Konvergenzradien ro und
ry. Wir definieren eine Folge (Cm)men, von Koeffizienten durch

Z anbk

n+k=m

und setzen 1. := min(rq,rp). Dann konvergiert die Potenzreihe Y~ cm(z — 20)™ fiir |z — zo| < 7e, und
dort gilt

gocmz_zo (zanz_zo )(Zb 2= 0) )

Beweis. Die links stehende Reihe ist gerade die Cauchy—Produktreihe der beiden rechts stehenden Reihen,
aufgrund der speziellen Definition der c¢,,. O

5.5 Beispiel: Die Exponentialfunktion

Die wichtigste Funktion der Physikerinnen und Physiker hat folgende zentrale Eigenschaften:

exp(z) = PR z € C, (5.2)

k=0
exp(u + v) = exp(u) exp(v), u,v € C, (5.3)

exp(z) = lim (1 + E) , z €C, (5.4)
n—r oo n

wenn z = L € Q4+, p,geNy, dann exp(z) = VeP, wobeie=2.718281828459..., (5.5)
q

wenn z =2 +iy € C, x,y € R, dann exp(z) = e”(cosy +isiny), (5.6)

die wir jetzt zeigen werden. Gleichung (5.2) gilt, weil genau so die Exponentialfunktion definiert wird. Die
(absolute und auf Kompakta gleichmiifiige) Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite ergibt sich schnell
aus dem Quotientenkriterium, analog zu Beispiel 5.40.

Gleichung (5.4) stellt die Beziehung her zur stetigen Verzinsung eines Kapitals (das ist der historisch tra-
ditionsreichste Zugang zur Exponentialfunktion), und der Beweis davon wird die Hauptarbeit in diesem
Abschnitt sein. Das Additionstheorem (5.3) zeigt man entweder durch banales Rechnen (Definition (5.2) ein-
setzen, maximal mogliches Ausmultiplizieren aller Klammern, gleiche Terme wegstreichen bis zur Gleichung
0 = 0, Nachweis der Aquivalenz der Umformungen), was aber eine lange Rechnung werden kann, weshalb
wir diesen Weg hier nicht verfolgen. Oder man beweist anstatt (5.4) gleich eine etwas allgemeinere Aussage
(ndmlich Lemma 5.69), und dann folgt (5.3) innerhalb weniger Zeilen. Aus dem Additionstheorem (5.3)
folgt dann (5.5) sofort. Und (5.6) ,,zeigen“ wir spéter dadurch, da§ wir die Funktionen sin und cos genauso
wie in (5.6) definieren, und hinterher beweisen, dafl die so definierten analytischen Winkelfunktionen die
schulbekannten geometrischen Eigenschaften besitzen.

Wie angekiindigt, beginnen wir mit einer Bonustrack—Version von (5.4). Der Beweis der Originalglei-
chung (5.4) hiitte {ibrigens im Prinzip denselben Arbeitsaufwand erfordert.

Lemma 5.69. Sei (z,,)nen eine Folge komplexer Zahlen mit Grenzwert z, € C. Dann gilt
— 1
: Lk
Jm (14 2 =30 et
k=0
Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweisen setzen wir

Zn \"™ 1
:(1+—n)’ Ay = k

|

n kok
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Diese Reihe fiir a, konvergiert (Begriindung analog zu Beispiel 5.40). Fiir a,, haben wir aus der binomischen
Formel die Darstellung

w=3 () G

Hier wiirden wir jetzt gern in jedem Summanden separat zur Grenze n — oo iibergehen wollen. Wir halten
also ein k fest und untersuchen die Folge der k—ten Summanden auf ihr Verhalten fiir n — oo:

. n\ (z\f . nn—1)-...-(n—k+1) 2k
Jm (1) (22) = i i b
_oonn=1)-...-(n—k+1) zF
= o B
_ _ k
(hm nn—1)-. k(n kJrl)) (hm z_n>
n—o0 n n—oo k!
k
Zy
:157

aber jetzt haben wir noch die Schwierigkeit zu bewiltigen, dal die Summanden in der Summe a, =
ZZ:O ... immer zahlreicher werden fiir n — co. Diesen Beweisversuch brechen wir ab.

Fiir einen zweiten Beweisversuch gehen wir auf die Definition der Konvergenz zuriick: fiir jedes € > 0 suchen
wir ein Ny(g) mit

lay —an| <€ Vn > No(e).
Sei N € N grof}, und sei n > N. Dann haben wir die Zerlegung

St () )]+ 3

k=0 k=N+1

|a* - an| S

2, GG

Nun ist Z;OZO %zf konvergent (mit Reihensumme a,), wie schon eingangs geschrieben. Also mufl das
Reihenendstiick | Y7 ;... | (also der mittlere Summand auf der rechten Seite) kleiner sein als &, wenn
wir N grofl genug wihlen.

Weiterhin kénnen wir annehmen, da8 |z,| < |z.|+ 1 fiir alle n > N, denn die Folge der z, konvergiert nach
Z4, siehe auch Satz 5.23. Also ist

NWICIE

k=N+1

i n(n—l)-...-(n—k+1).|zn|k< i n_k(|z*|—i—1)’C
nk -

k! nk k!
k=N+1 k=N+1

|z*|+1 €

< <=

Z 3’
k=N-+1

wenn N grof} ist. Nun halten wir ¢ und N fest und kitmmern uns um den ersten Summanden:

SR () @Sl () G

(wegen der Dreiecksungleichung), und solche Differenzen hatten wir schon bei unserem ersten Beweisversuch
erforscht. Wir finden also ein Ny(e) > N, sodaB fiir n > Ny(e) gilt:

>l () ()

Damit ist der Beweis komplett. O

<

£
3

Definition 5.70 (Endgiiltige Definition der Exponentialfunktion). Die EULER*Csche Zahl ¢ =
2.718281828459045 . .. wird definiert durch

e.:nll)ngo <1+ﬁ) —I;)E.

36 LEONHARD EULER, 1707-1783
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Die Exponentialfunktion z — exp(z) definieren wir (anders als im ersten Kapitel) durch

exp(z) := Z
k=0

| —

|zk, z e C.

o

Nun beweisen wir (5.3).

Satz 5.71 (Additionstheorem). Die Exponentialfunktion erfillt
exp(u +v) = exp(u) exp(v), wu,v € C.

Beweis. Es ist

exp(u) - exp(v) = (nh—{r;o (1 + %) ) . (nli}n;o (1 + %) ) ’ wegen Lemma 5.69
= lim ((1 + E) (1 + 2) ) ‘ wegen Satz 5.54
n—o0 n n
) u v Uv\"
= lim (1+—+—+—2)
n— 00 n n n
~ lim (1 + %) _
n— o0 n

Wir setzen z,, :=u +v + “—;J € C. Dann ist lim,, o0 25, = 24 := u + v, und nach Lemma 5.69 haben wir

utv+ 2\ X1
lim (14— ) =) — b=
im ( + - > Z (u+ )" = exp(u + v),

n—oo

=

was zu beweisen war. O

Wir kommen jetzt zu (5.5).

Aus dem Additionstheorem haben wir zum Beispiel exp(2z) = exp(z) exp(z) = (exp(z))?, und nach dem
Prinzip der vollstdndigen Induktion kénnen wir zeigen, dafl

exp(mz) = (exp(z))™, z€C, meN;. (5.7)
Wenn wir hierin z := % und m := ¢ setzen, bekommen wir e = exp(1) = (exp(1/q))9, also

exp(l/q) = /e =e"9, qeN,.

Wenn wir (5.7) nocheinmal verwenden, mit m = p und z = 1/¢, dann folgt

exp(p/q) = (exp(1/q))P = e, p,q€Ny.

Wir haben also die Gleichung exp(z) = e” gezeigt fiir alle positiven rationalen Zahlen. Analog zeigt man
diese Gleichung fiir negative rationale Zahlen. Nun ist z — exp(z) eine stetige Funktion (wie wir im Satz 5.65
vorhin noch nicht bewiesen haben), und man definiert « — e® fiir irrationale x als Grenzwert der Folge
Ty — €”m wobei die z,, eine Folge rationaler Zahlen sind, die gegen z streben.

Damit haben wir gezeigt:

Satz 5.72. Fir xz € R gilt:
S w4
e’ = _On!z = lim. -

Wenn wir in Zukunft e® schreiben mit z € C, dann meinen wir damit stets exp(z). Spéter werden wir dafiir
sorgen, daf

exp(ip) = cos(p) +isin(p), ¢ €R,

gilt. Diese Formel hatten wir bisher einige Male benutzt, aber noch nicht bewiesen.
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5.6 Schliisselbegriffe

e Definition und Beispiele fiir Normen,

e Begriffe Konvergenz, Haufungspunkt, offene und abgeschlossene Mengen,
e Definition Cauchy—Folge,

e Definition Reihe, Summenformel fiir die geometrische Reihe,

e Quotientenkriterium, Wurzelkriterium, Leibnizkriterium,

e Supremum/Infimum im Gegensatz zu Maximum/Minimum,

e Definition absolute und gleichméflige Konvergenz,

e Konvergenzradius von Potenzreihen,

e Definition der Exponentialfunktion.



Kapitel 6

Funktionen

Definition 6.1. Eine eindeutige Abbildung f von einer Menge Dy in eine Menge V heifst Funktion'. Die
Menge Dy heifit Definitionsbereich? von f. Wenn f einx € Dy aufy € V abbildet, dann heifit y der Wert?
der Funktion f an der Stelle x. Der Wert y heif$st auch Bild von x.

Die Menge Wy C V simtlicher tatsichlich angenommener Funktionswerte heifft Wertebereich? von f.

Sei W C V eine beliebige Menge. Die Menge aller x € Dy mit f(z) € W heifit Urbild® von W.

Hierbei verstehen wir unter eindeutig, dal jedem x € Dy genau ein Wert y = f(z) zugeordnet wird. Der
populiiren Schreibweise v/9 = +3 wollen wir uns hier nicht anschlieBen. In diesem Skript ist v/9 = 3.

Die Mengen Dy und V konnen ganz beliebige Mengen sein. In den meisten Fillen wird es sich in dieser
Vorlesung um Teilmengen von R oder C handeln, aber man kann auch beliebige Banachrdaume betrachten.

Beispiel 6.2. Fine eindeutige Abbildung von N nach R ist eine Funktion. Diese Abbildung kinnte man
schreiben als n — a,. Man sagt dazu auch ,Folge reeller Zahlen®. Das ist uns eine eigene Merkregel wert:

Jede Folge kann als eine Funktion angesehen werden.
Ab jetzt bezeichnen wir mit z und w stets komplexe Zahlen und mit x,y, u, v stets reelle Zahlen.

6.1 Grenzwerte von Funktionen

Wie in Beispiel 6.2 schon dargelegt, kénnen wir mit ein wenig Phantasie Folgen als Funktionen interpretie-
ren. Und dann liegt es nahe, die Definition des Grenzwertes einer Folge (Definition 5.2) als Anleitung zu
benutzen, um eine Definition des Grenzwertes einer Funktion zu gewinnen. Wir gehen erst sprachlich vor,
und dann wird die formelhafte Definition uns fast entgegenfallen.

Zuerst erinnern wir an die Bedeutung der Schreibweise lim, o a, = a™:

Ein Element a* ist Grenzwert einer Folge (an)nen,
wenn es zu jeder Umgebung von a* ein Ny ¢ibt,
sodafl das Folgenendstiick ab Ny in dieser Umgebung liegt.

Wir werden kreativ und vereinbaren die Sprechweise, dafi die Menge {Ny, Ny + 1,...} von natiirlichen
Zahlen eine ,,Umgebung von co* ist. (Selbstverstindlich ist oo & N.) Weiterhin erinnern wir daran, daf} die
Folge beschrieben wird durch die Vorschrift n +— a,. Damit bekommen wir die Neuformulierung:

Lfunction
2domain
3value
4range
5pre-image
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Ein Element a* ist Grenzwert einer Folge (an)nen,
wenn es zu jeder Umgebung von a* eine Umgebung von oo gibt,
sodafl die Folgenvorschrift n — a, diese Umgebung von oo in jene Umgebung von a* abbildet.

Und nun ersetzen wir sprachlich:

*

e a”, Funktion < Folge, zZ < n, f+<a, 2" > 00,

und erhalten die Bedeutung der Schreibweise lim,_, .- f(z) = f*:

Ein Element f* ist Grenzwert einer Funktion f im Punkt z*,
wenn es zu jeder Umgebung von f* eine Umgebung von z* g¢ibt,
sodaf$ die Funktionsvorschrift z — f(z) diese Umgebung von z* in jene Umgebung von f* abbildet.

Um nun zur Formeldefinition zu kommen, denken wir nur noch daran, daf§ die genannte Umgebung von
f* ein e-Ball um f* € C sein kann, und die genannte Umgebung von z* wird ein dp—Ball um z* € C
sein. Und um es ganz exakt zu machen, denken wir noch iiber die Definitionsbereiche nach: offensichtlich
muf} z € Dy sein, ansonsten gébe es f(z) gar nicht. Andererseits braucht z* nicht in Dy liegen; aber
ein Haufungspunkt von Dy mufl z* schon sein, ansonsten koénnen die z nicht gegen z* konvergieren und
gleichzeitig im Definitionsbereich von f verbleiben.

Definition 6.3. Sei Dy C C eine Menge, und f: Dy — C eine Funktion. Sei z* € C ein Hdaufungspunkt
von Dy. Wir sagen, daf die Funktion f im Punkt z* den Grenzwert® f* € C hat, wenn gilt:

Ve > 03d0(e) >0 : Yz € Dy mit z# 2" und |z — 2" < dole) : |f(2) — f*| <e.

Wir vergleichen diese Definition mit der des Grenzwerts einer Folge:

lim a, =a* <= Ve >03Ny(e) >0 :Vn mit n > Ny(e) Hap —a*] <e,

n—r oo

Zli}rrzl*f(z):f*@V5>0350(5)>0 :Vz e D\ {z"} mit |z —2" <do(e) :|f(z)— [ <e.

Mit den oben angefiihrten Ersetzungen gehen diese beiden Definitionen ineinander iiber. Die Menge {z €
Dy: z# 2%, |z — 2" < dp(e)} beschreibt eine (punktierte) Umgebung von z*, wihrend die Menge {n: n >
No(g)} eine Umgebung von oo beschreibt.

Bemerkung 6.4. Weil isolierte Punkte (auch Einsiedlerpunkte genannt) keine Hiufungspunkte des Defi-
nitionsbereiches sind, ist ein Grenzwert dort nicht definiert (und auch nicht sinnvoll definierbar).

In Definition 6.3 tauchte in der Formelzeile die Einschrinkung z # z* auf, die vermutlich tiberraschend ist.
Wir betrachten zu ihrer Erklirung die Funktion f: R — C, die durch

1 2 #£13,
f(z)'{?,? =13

gegeben ist. Sei z* := 13. Der Graph von f legt den Wunsch nahe, lim._, .« f(z) = 1 zu haben, und dies
wird durch die Einschrinkung z # z* dberhaupt erst maoglich. Wenn man auf die Passage ,mit z # z*“ in
Definition 6.3 verzichtete, dann wiirde lim,_, .« f(z) gar nicht existieren.

Bemerkung 6.5. Die Definition eines Grenzwertes einer Funktion lafit sich direkt auf Abbildungen zwi-
schen zwei Banachriumen U und V iibertragen. Man mufl nur die Betragsstriche | - | durch Normstriche
I[|; und ||-||,, ersetzen.

Den folgenden Satz beweist man genauso wie den entsprechenden Satz fiir Folgen (Satz 5.3).

Satz 6.6. Wenn eine Funktion in einem Punkt einen Grenzwert hat, dann ist dieser eindeutig.

Das folgende Ergebnis ist niitzlich, wenn man durch Funktionen dividieren will:

Lemma 6.7. Es sei lim,_,,- f(z) = f*, wobei f* # 0 ist. Dann finden wir eine gelochte Umgebung
{z:z€ Dy, 0 < |z— 2" <6}, sodafs in dieser Umgebung f(z) # 0 gilt.

6]imit
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Beweis. Man wihle € = 3| f*| und beachte die , Dreiecksungleichung nach unten® in (5.1). O
Es gibt noch eine zweite Definition des Grenzwertes; aber wir werden hier nicht beweisen, dafl beide Defi-
nitionen dquivalent sind:

Satz 6.8. Die Funktion f hat in einem Hdufungspunkt z* des Definitionsgebietes den Grenzwert f* genau
dann, wenn gilt:

Fiir jede Folge (zn)nen mit z,, € Dy \ {z*} (fiir jedes n) und lim, o0 2n, = 2* ist lim,, 00 f(2n) = f*.
Die folgenden Definitionen sogenannter uneigentlicher Grenzwerte und einseitiger Grenzwerte beziehen sich
nur auf reelle Funktionen.

Definition 6.9. Sei f: R — R eine Funktion und f* € R. Wir sagen, daf§ f gegen f* strebt fiir x — +o0,
lim, 100 f(2) = f*, wenn:

Ve > 03Rp(e) >0 : Vo > Ro(e) : |f(x) — f*| <e.
Analog schreiben wir lim,_, _ f(z) = f*, wenn
Ve > 03Rp(e) >0 : Vo < —Ro(e) : |f(z) — ff| <e.
Unter rechtsseitigen bzw. linksseitigen Grenzwerten limg -4 f(2) bzw. lim, .« f(z) verstehen wir die

iiblichen Grenzwerte einer Funktion an einer Stelle *, wobei die Laufvariable sich nur von rechts bzw. nur
von links an z* anndhern darf.

Schlielich definieren wir noch die bestimmte Divergenz einer Funktion gegen +o0o oder —oo:

Definition 6.10. Sei f: Dy — R eine Funktion und x* ein Hdufungspunkt von Dy. Wir sagen, dafS f
bestimmt gegen +oo divergiert fiir x — x*, wenn gilt:

VR >0300(R) >0 : Yz € Dy \ {z"}, |z —2"| < d(R) : f(z) > R.
Analog definieren wir bestimmte Divergenz gegen —oo.
Sinngemdf$ definiert man einseitige bestimmte Divergenz.
Warnung 6.11. Die populire Redeweise ,1/x% strebt/konvergiert nach +oo fir x — 0% ist unsinnig.
Priziser ist: ,1/x? divergiert (bestimmt) nach +oo fiir & — 0.
Fiir das Rechnen mit Grenzwerten haben wir das folgende Ergebnis.

Satz 6.12. In jeder der folgenden Formeln steht lim dberall fiir eines der Symbole limy_ gz, limg 0«
limg ypvq, limy oo, limy, 1 oo @m Sinne der obigen Definitionen, jedoch nicht Definition 6.10.

Wenn lim f(x) und lim g(x) existieren, dann existieren auch
1. lim(af (2) + Bg(x)) = alim f(z) + flim g(z),
2. lim(f(x)g(x)) = (lim £(2))(lim g(z)),

3. lim ggg = Eggf]g;, falls g(z) # 0.

Beweis. Wegen Satz 6.8 diirfen wir die entsprechenden Séatze fiir Zahlenfolgen verwenden, also Satz 5.6 und
Satz 5.54. 0

Fiir Limites im Sinne von Definition 6.10 nutzen wir spéter die Regel von BERNOULLI-L’HOSPITAL.

Fiir komplexe Funktionen kénnen einseitige Grenzwerte nicht definiert werden, weil Begriffe wie ,links von
z*“ keinen Sinn haben, denn die komplexen Zahlen kann man nicht ordnen. Weiterhin hat es keinen Sinn,
+00 und —oo zu unterscheiden (denn sie sind gleich).

Stattdessen definiert man die bestimmte Divergenz allgemein:

Definition 6.13. Sei f: Dy — C eine Funktion und z* € C ein Héaufungspunkt von Dy. Wir sagen, daf
f bestimmt gegen oo divergiert fiir z — z*, wenn gilt:

VR >0300(R) >0 : Yz € D\ {z"}, |z — 27| <do(R) : |f(2)] > R.
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6.2 Stetigkeit

Ab jetzt betrachten wir bis auf weiteres komplexe Funktionen.
Definition 6.14. Sei f: Dy — C eine Funktion und z* € C nicht nur ein Hiufungspunkt des Definitions-
bereiches Dy, sondern zusdtzlich noch ein Element von Dy. Wir sagen, dafi die Funktion f an der Stelle
2* stetig” ist, wenn folgendes gilt:

o lim, .- f(z) existiert,

o und lim,, .- f(z) = f(z*).
Wenn eine dieser beiden Bedingungen verletzt ist, heifit die Funktion f unstetig an der Stelle z*5.

Bemerkung 6.15. Die Forderung, daf$ z* ein Element von D; und ein Haufungspunkt von Dy sein soll,
klingt zundchst doppelt gemoppelt; sie ist es aber nicht: der Punkt z* konnte ja ein Einsiedlerpunkt von D
sein, und dann wird der Stetigkeitsbegriff sinnlos.

Wir kénnen die Stetigkeit von f an der Stelle z* auch als kommutatives Diagramm ausdriicken, im Sinne
von lim,, f(z,) = f(lim, 2,):

(2120, )| =L [(F(21), F(22). )]
“m"l l“m" (6.1)
" f(imy, z,)
= lim,, f(zn)

f

Beispiel 6.16. Die Funktion f = f(z) =1/z, Dy = C\ {0} ist im Punkt z* = 0 undefiniert und unstetig.
Die Funktion g = g(z) = Inx mit D, = Ry ist fiir negative Zahlen undefiniert, und es hat auch nicht viel
Sinn, dort nach Stetigkeit/Unstetigkeit zu fragen.

Definition 6.17. Wenn f: Dy — C in jedem Punkt z* € Dy stetig ist, dann heifit f stetig in D¢°. Den
Vektorraum aller in D stetigen Funktionen bezeichnen wir mit C'(D), C(D — C) oder C'(D — R).

Satz 6.18. Sei f: Dy — C, und sei z* € Dy ein Haufungspunkt von Dy. Dann sind dquivalent:

1. f ist stetig in z*,

2. lim,,.- f(z) = f(z%),

3. limy, o0 f(2n) = f(27) fiir jede Folge (2n)nen C Dy \ {27}, die gegen z* konvergiert,

4. jedes € > 0 hat ein §o(e) > 0, sodaf fiir jedes z € Dy mit |z — 2*| < do(g) gilt: |f(z) — f(z*)| < e.

Beweis. Ergibt sich aus Satz 6.8 und Definition 6.14. O
Im weiteren Verlauf des Unterkapitels 6.2 wollen wir auch folgende Frage studieren:
Sei A C Dy eine Menge. Welche Eigenschaften von A vererben sich auf f(A), wenn f stetig ist ¢

Wir wissen bereits: wenn A eine in Dy konvergente Folge ist, dann ist (bei entsprechender Numerierung
der Elemente) auch die Bildmenge f(A) eine in W} konvergente Folge.

Es gibt Eigenschaften, die sich nicht vererben, ndmlich Offenheit und Abgeschlossenheit:

Frage: Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion von R nach R an, bei der das Bild einer offenen
Menge nicht unbedingt wieder eine offene Menge ist.

Man gebe ein weiteres Beispiel einer stetigen Funktion von R nach R an, bei der das Bild einer abgeschlos-
senen Menge nicht unbedingt wieder eine abgeschlossene Menge ist.

Andererseits gilt fiir Offenheit und Abgeschlossenheit die ,,Vererblichkeit riickwérts®:

7 continuous at z*

8discontinuous at z*
9continuous in Dy
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Satz 6.19. Sei f: C — C eine Funktion. Dann sind dquivalent:
1. f ist stetig auf C,
2. das Urbild jeder offenen Menge ist offen,

3. das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.

Beweis. Lassen wir weg. Die Aquivalenz von 2. und 3. folgt iibrigens sofort aus dem zweiten Teil von

Satz 5.13. 0

Bemerkung 6.20. Analog wie bei Bemerkung 6.5 halten wir auch hier fest, daff man die punktweise
Stetigkeit im Sinne von Definition 0.1/ auch fir Abbildungen f: U — V zwischen Banachriumen definieren
kann. Man muf nur iberall die Betragsstriche |- | passend durch Normstriche |-||,, und ||-||\, ersetzen, vor
allem in Satz 6.18, Teil 4. Und die Stetigkeit in einem Gebiet im Sinne von Definition 6.17 lafit sich auch
fiir solche allgemeineren Abbildungen definieren. Satz 6.19 gilt dann ebenfalls.

Satz 6.21. Die folgenden Aussagen gelten sowohl fiir ,Stetigkeit in einem Punkt® als auch fir ,Stetigkeit
in einem Gebiet”.

o Wenn f und g stetig sind, dann auch af + Bg fiir jegliche o, g € C.
e Wenn f und g stetig sind, dann auch f - g.
o Wenn f und g stetig sind und zusdtzlich noch g(x) # 0 gilt, dann ist auch g stetig.

Beweis. Folgt beinahe sofort aus Satz 6.12. O

Satz 6.22. Seien f: Dy — Wy und g: Dy — W, stetige Funktionen mit Wy C Dy. Dann ist die zusam-
mengesetzte Funktion (Komposition'") fog: Dy — Wy definiert und wieder stetig.

Beweis. Sei x* € Dy und y* = g(z*) € Dy. Die Stetigkeiten von g in * und von f in y* bedeuten: wenn
(Zn)nen und (yn)nen Folgen sind mit Grenzwert «* und y*, dann ist

li =g( li = *

Jim g(z,) = g( lim @) = g(27),

Jim f(yn) = f(lim yn) = f(y").

Nun sei (@, )nen gewihlt, und sei y,, := g(z,). Dann hat diese Folge den Grenzwert y*, und es folgt

Jim (fog)(zn) = lim (f(g(wn)) = lim f(yn) = f (nlggo yn) =f (nlggo g(wn))
:f(g(lim xn)) :(fog)(lim xn)
n—oo n—oo
Also kommutiert f o ¢ mit lim, und das wollten wir haben. O
Beispiel 6.23. o Konstante Funktionen sind trivialerweise stetig.

o Lineare Funktionen der Form x — x sind stetig.
e Polynome sind stetig (folgt aus den ersten beiden o).
e (ebrochen rationale Funktionen sind dort stetig, wo der Nenner nicht Null wird.

Satz 6.24. Sei f eine stetige Funktion mit Definitionsbereich Dy in einem Banachraum U und Wertebe-
reich Wy in einem Banachraum V. Dann ist das Bild einer jeden kompakten Menge wieder kompakt.

Beweis. Sei M C Dy eine in U kompakte Menge. Wir wollen zeigen, daff die Bildmenge f(M) in V' kompakt
ist.

Sei also (v, )nen eine Folge in f(M). Gesucht ist eine Teilfolge davon, die einen Grenzwert in f(M) hat. Zu
jedem v,, gibt es ein u,, € M mit f(u,) = v,. Die Folge (u,)nen ist eine Folge in M, und M ist kompakt.
Also gibt es eine Teilfolge (up, )ren, die gegen einen Grenzwert u* € M konvergiert. Weil f in u* stetig ist,
muB limy oo f(tn,) = f(u*) sein. Nun ist aber f(uy,, ) = vy, , und diese v, bilden eine Teilfolge der Folge
(Un)nen. Wegen u* € M ist f(u*) € f(M). Also strebt die Teilfolge (vn, )ren gegen ein Element aus f(M).
Folglich ist f(M) kompakt. O

10

composed function
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Die Kompaktheit einer Menge in D vererbt sich also auf die entsprechende Bildmenge. Dies gilt auch fiir
stetige Funktionen zwischen unendlichdimensionalen Banachrdumen.

Folgerung 6.25. Jede auf einer kompakten Menge stetige Funktion ist dort beschrinkt.

Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Funktion ist abgeschlossen.

Beweis. Hinter Definition 5.51 hatten wir vermerkt: Kompakte Mengen sind beschréankt. Kompakte Mengen
sind abgeschlossen. Fertig. O

Jetzt untersuchen wir fiir reelle Funktionen f: Dy — Wy C R, welche Bedingungen der Definitionsbereich
Dy erfiillen sollte, damit die Menge W, der tatséchlich angenommenen Werte ein Maximum oder Minimum
enthélt. Wir beginnen mit zwei Beispielen.

Beispiel: Sei f = f(z) = exp(x) mit Definitionsbereich Dy = R. Es ist Dj abgeschlossen, aber nicht
beschrénkt. Und die Menge der tatséchlich angenommenen Werte ist Wy = (0,00), die kein kleinstes
Element enthélt. Es existiert also min Wy nicht.

Beispiel: Sei f = f(z) = tan(z) mit Definitionsbereich Dy = (—n/2,7/2). Der Definitionsbereich Dy ist
beschrénkt, aber nicht abgeschlossen. Und tatséchlich ist Wy = (—o0, 00) = R, was ebenfalls kein kleinstes
Element besitzt.

Jeweils fiir sich alleine reichen die Beschrénktheit und die Abgeschlossenheit des Definitionsbereiches also
nicht aus, um die Existenz von min Wy (oder analog max W) zu sichern. Aber beide zusammen bringen
uns zum gewiinschten Ziel, wie der folgende Satz vom Maximum zeigt (einen analogen Satz vom Minimum
kann jeder selbst formulieren):

Satz 6.26 (Satz vom Maximum). Sei f: Dy — R eine stetige Funktion, und sei Dy # () kompakt. Dann
nimmt f auf Dy sein Supremum und sein Infimum an. Das heifit, es gibt x.,x* € Dy sodaf3

flze) < f(z) < f(2¥) Vae Dy

Beweis. Der Wertebereich W ist kompakt (wegen Satz 6.24) und nichtleer (wegen Dy # ). Er ist also
nach oben beschrénkt, hat wegen Satz 5.47 demnach ein Supremum. Weil W} abgeschlossen ist (wegen
Folgerung 6.25), ist dieses Supremum von W sogar ein Maximum, also besitzt Wy ein grofites Element
f(z*). Analog argumentiert man fiir die Aussage iiber das Minimum. O

Bemerkung 6.27. Sei U = C([a,b] — R) der Raum der auf [a,b] stetigen und reellwertigen Funktionen.
Wir hatten die ||-|| ., —~Norm bisher als

1l = max |f ()]

z€la,b

definiert. Dabei hatten wir den (denkbaren) Fall ignoriert, daf$ es dieses Mazimum gar nicht gdibe: sei es,
weil |f| auf [a,b] unbeschrinkt wire, sei es, weil |f| zwar beschrinkt wdire und ein Supremum hitte, aber
kein Mazimum. Der Satz vom Mazimum sagt uns jetzt, dafi das Mazimum von |f| immer existiert. Die
eigentlich korrekte Definition der Norm ist

[fllo == sup |f(z)l.
z€[a,b]

Reellwertige stetige Funktionen springen nicht — das ist das Ergebnis des folgenden Satzes.

Satz 6.28 (Zwischenwertsatz''). Sei f: Dy — R stetig auf dem kompakten Intervall [a,b]. Dann nimmi
f auf [a,b] jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an. Wenn insbesondere f(a) und f(b) verschiedenes Vor-
zeichen haben, dann gibt es eine Nullstelle zwischen a und b.

Beweis. Es reicht, die Aussage iiber die Nullstelle zu beweisen (Warum ?)
Wir setzen ag = a und by = b. OBdA sei f(ag) < 0 und f(bo) > 0. Nimm Z := 1(ag + bo).

Fall 1: angenommen, daf3 f(Z) = 0: Dann sind wir fertig.

Fall 2: angenommen, daf3 f(Z) < 0: Dann setzen wir a; = Z und by = by.

intermediate value theorem



6.2. STETIGKEIT 121

Fall 3: angenommen, daf3 f(Z) > 0: Dann setzen wir a; = a und by = Z.

Das Ergebnis ist in Fall 2 und Fall 3 jeweils f(a1) < 0 < f(b1) und |a; — by| = %]ag — bol.

In diesem Stil verfahren wir induktiv weiter und finden zwei Folgen (an)nen, (bn)nen so daB:

ap<ap <az<az< ...,

bop > b1 >by>0b3> ...,
an < b, Vn,

1
|bn+1 - an+1| = §|bn - an| an

flan) <0< f(bn) Vn.

Die Folgen (an)neny und (b, )nen streben gegen einen gemeinsamen Grenzwert x*, siehe Satz 5.48. Wegen
f(an) < 0 und der Stetigkeit (in der Interpretation als kommutatives Diagramm geméif (6.1)) ist

f@™) = £(Jim_an) = lm f(an) <0,

n—r oo

analog zeigt man f(z*) > 0. Also ist f(z*) = 0. O

Frage: Kennen Sie ein Beispiel fiir eine stetige Funktion f: C — C, fiir die dieser Satz falsch ist ?

Wir iibertragen die Begriffe ,,injektiv® und ,,monoton* auf Funktionen:

Definition 6.29. Eine Funktion f: Dy — Wy heifit injektiv'?, wenn aus y1 = f(z1),y2 = f(z2) € Wy
und y1 = yo immer 1 = o folgt.

Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heif$t monoton wachsend'®, wenn aus x; < zo stets
fa1) < f(a2) folgt.

Eine Funktion f: I — R heifit streng monoton wachsend'*, wenn aus x1 < xo stets f(x1) < f(x2) folgt.

Analog werden (streng) monoton fallende Funktionen definiert.

Satz 6.30. Sei f: Dy — W} eine Funktion, wobei Dy, Wy Intervalle aus R seien.

1. Die Funktion f ist surjektiv auf Wy. Wenn f injektiv ist, dann existiert eine Umkehrfunktion g: Wy —
Dy mit go f =idp, und fog=idw,.

2. Wenn f streng monoton ist, dann ist f injektiv. Die Umkehrfunktion ist wieder streng monoton.

3. Wenn f streng monoton und stetig ist, dann ist auch g stetig.

Beweis. 1. und 2. sind sehr leicht, siehe auch Satz 4.8.

Bei 3. nehmen wir oBdA an, daf f wéchst. Sei yo = f(z0) € Wy. Zu zeigen wire, daff die Umkehrfunktion
g in yo stetig ist. Angenommen, yo sei kein Randpunkt von W}. Dann ist auch z kein Randpunkt von Dy,
und fiir kleines € > 0 ist [zg — &, 29 +&] C Dy. Wir suchen zu diesem ¢ ein dg(¢), sodaB aus |y — yo| < do(€)
die Ungleichung |g(y) — g(yo)| < € folgt.

Nun ist das Bild des Intervalles [xg — &, 29 + €] unter der Abbildung f aber gerade gleich dem Intervall
[f(zo — ), f(xo + €)]. Wir withlen §g(g) = min(f(zo) — f(zo — &), f(zo + &) — f(x0)) und sind fertig.

Ein anderer Beweis zu 3. beruht darauf zu begriinden, dafl man bei dem kommutativen Diagramm fiir die
Definition der Stetigkeit von f die f—Pfeile umdrehen darf (es ist nicht so trivial wie es aussieht). O

Definition 6.31. Die Umkehrfunktion'® einer injektiven Funktion f bezeichnet man mit f~1.

Diese Bezeichnung ist mifiverstindlich (denn f~! kénnte ja auch die Division 1 ausdriicken wollen), aber
trotzdem allgemein gebrdauchlich. Wenn y im Wertebereich von f liegt, dann wird die Urbildmenge von y
oft als f~!(y) geschrieben, und zwar auch fiir nicht-injektive f. Das ist dann eine dritte Bedeutung von
7

2injective

3 monotonically increasing

14 strictly monotonically increasing
Sinverse function
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Beispiel 6.32. Wir setzen Dy = {z € R:xz > 0} = R>¢ und f = f(x) = 2™ mit n € N. Dann ist
Wi =Rx>q. Die Funktion x — x ist offensichtlich stetig, nichtnegativ-wertig und streng monoton wachsend,
also ist auch die Funktion f stetig und streng monoton wachsend, denn sie ist das mehrfache Produkt der
Funktion x — x mit sich selbst. Nach Satz 6.30 hat dann f eine Umkehrfunktion g, die wir Wurzelfunktion
nennen und es ist

g: RZO %Rzo,
g: x— V.

Man beachte, dafs die Wurzelfunktion lediglich fiir nichtnegative reelle Zahlen definiert ist. Die manchmal
anzutreffenden Aussagen der Form

V-8=-2
sind verwegener Unsinn. Man meditiere zum Beispiel iber der Zeile
—2= YTB=(-8)} = (—8)F = ((—8)2)" =64} = V61 = +2.
Satz 6.33. Die Funktion z — exp(z) ist stetig auf C.

Beweis. Wir konnten auf das entsprechende Ergebnis aus Satz 5.65 verweisen, das allerdings immer noch
seines Beweises harrt.

Oder wir rechnen es schnell aus, wobei wir mit der Stetigkeit in zop = 0 anfangen. Wir wollen zeigen, dafl
lim | exp(z) — exp(0)] = 0

ist, weshalb wir |z| < 1 voraussetzen kénnen. Nun ist

— 2" — |z[* = |2 — |2[*
0= Jexp(z) —exp(O) = |30 77 = 1| < 305 = 13 gy < B30 S = el ex(lz)
k=0 k=1 k=0 ’ k=0
< |z|exp(1);

und wenn wir jetzt das Sandwichprinzip anwenden, ist die Stetigkeit im Nullpunkt gezeigt.

Sei nun zg € C beliebig, und wir wollen beweisen, dafl

lim |exp(z) — exp(zo)| = 0.

Z—rZ0

Nun ist aber

lim |exp(z) —exp(zo)] = lim |exp(zo)|-|exp(z —z9) —exp(0)] = | exp(z0)|- lim |exp(z —z9) — 1| = 0.
zZ—20 2—20 zZ—20
Also ist die Exponentialfunktion auch in zy € C stetig. O

Weil die Exponentialfunktion x +— e” fiir reelle  noch dazu streng monoton wachsend ist, konnen wir eine
Umkehrfunktion dazu betrachten:

Definition 6.34. Die Umkehrfunktion der Funktion

exp: R = Ry,

exp: x — exp(z) = e”
heift Logarithmus'® (zur Basis €) und wird geschrieben als
In: Ry — R,

In: z — In(x).

Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion erhalten wir schnell die folgenden Eigenschaften der Loga-
rithmusfunktion:

16]ogarithm
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Lemma 6.35. Die Logarithmusfunktion ist stetig und streng monoton auf Ry. Fir x,y € Ry gilt dann

In(z - y) = In(x) + In(y),

Ine/y) = In(z) ~ Iny)
In(1) = 0.

Wir wollen als néchstes beliebige Potenzen a” definieren, wobei ¢ € Ry und = € R ist.
Definition 6.36 (Allgemeine Potenz). Seia € Ry und x € R. Dann definieren wir
a” :=exp(zIna).

Diese Funktion ist stetig, denn sie ist eine Komposition von stetigen Funktionen.

Wenn jetzt © = n € N, dann hat die Schreibweise a® zwei Definitionen: einerseits a’ = a-. . .-a (n Faktoren),
andererseits a” = exp(nlna). Diese widersprechen einander nicht, denn es ist

exp(nlna) = exp(lna+---+1na) =exp(lna)-...-exp(lna) =a-...-a.
Satz 6.37. Seien a,b € Ry und z,y € R. Dann gilt

In(a®*) = zlna,

(a-b)* =a” - b,
a®*tY =a® - aY,
s L

am

(a®)¥ = a®v),

Beweis. Die erste Eigenschaft folgt sofort aus der Definition von a”, und die weiteren ergeben sich dann
unmittelbar. O

Fiir a'/" erhalten wir gerade die Wurzelfunktion {/a, denn (a'/")" = (/™)) = ¢,
Warnung 6.38. Die obigen Regeln fiir Exponentialfunktionen der Form x — a® gelten nur fir reelle x
und positive a. Analog gelten die Regeln fiir die Logarithmusfunktion nur fir positive Argumente von In.

Gedankenlose Ausdehnung auf negative oder gar komplexe a fiihrt in den meisten Fdllen zu schweren Feh-
lern. Auf dieselben Probleme wird man stofSen, wenn man die Logarithmusfunktion fir negative oder kom-
plexe Zahlen definieren will.

6.3 Differenzierbarkeit

Definition 6.39. Sei f: Dy — W} eine Funktion, wobei Dy, Wy C R oder Dy, Wy C C.

Sei zg € Dy ein Punkt im Inneren von Dy, d.h. nicht auf dem Rand ODy. Wir sagen, daff f im Punkte 2
differenzierbar!'” ist, wenn der Grenzwert

lim f(z) = f(20)

zZ—r 20 zZ— 20

(im Sinne von Definition 6.3)

existiert. In diesem Falle nennen wir den Grenzwert Ableitung von f im Punkt zo'® und schreiben dafiir

F'(z0) = G (20) = = (20) = < £(2)

dZ dZ zZ=z¢ '

Sei G C Dy eine Menge. Wenn f in jedem (inneren) Punkt von G differenzierbar ist, dann sagen wir, daf
f differenzierbar in G ist. In diesem Falle ist die Ableitung f' eine Funktion, die in G definiert ist. Wenn
diese Ableitung zusditzlich stetig sein sollte, dann nennt man f stetig in G differenzierbar'®.

17 differentiable at zg
18 derivative of f at zp
19 continuously differentiable in G
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Wenn f' wieder differenzierbar sein sollte, dann heifst f zweimal differenzierbar?’. Analog definiert man
hohere Ableitungen.

Fiir die Menge der auf G k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit reellen Werten schreibt man
C*(G — R).

Es gibt zwei verschiedene Theorien differenzierbarer Funktionen. Einerseits diejenige, wo D¢ und Wy Teil-
mengen von R sind, andererseits diejenige mit D¢, Wy C C.

Diese zwei Theorien sind total verschieden voneinander. So ist zum Beispiel eine komplex differenzierbare
Funktion automatisch unendlich oft differenzierbar. Man redet in diesem Zusammenhang auch von holo-
morphen oder analytischen?' Funktionen. Weiterhin gilt zum Beispiel: wenn eine komplex differenzierbare
Funktion in einer kleinen Kreisscheibe iiberall den Wert 0 hat, dann hat sie iiberall in C den Wert 0. Dieses
Verhalten findet man bei reell differenzierbaren Funktionen bekanntlich nicht.

AuBerdem ist zum Beispiel die Funktion z + |z|* lediglich im Nullpunkt komplex differenzierbar und sonst
nirgendwo.

Holomorphe Funktionen werden im 3. Semester eingehend studiert werden; ein grofler Teil der jetzigen
Untersuchungen beschrinkt sich deshalb auf reell differenzierbare Funktionen.

Definition 6.40. Sei f: Dy — W} differenzierbar in Dy und xo € Dy. Sei Az = dz € R (bzw. C) eine
beliebige Zahl. Wir setzen voraus, dafl der Ball B‘Aﬂ(aco) in Dy enthalten ist. Dann definieren wir:

Af = f(zo + Az) — f(x0),
df = f(xo) - Az = f'(x0) - da.
Der Ausdruck df heifit Differential von f22.

Die Differenz Af — df beschreibt den Fehler, den man begeht, wenn man f in der Nidhe des Punktes xg
durch eine lineare Funktion anndhert. Die Differenzierbarkeit von f in xy bedeutet gerade, daf} dieser Fehler
von héherer als erster Ordnung nach 0 konvergiert, wenn Ax nach 0 strebt.

Definition 6.41. Seien u und v zwei Funktionen, definiert nahe x = xo. Wir sagen, dajs
u(z) = O(v(x)), T — o,
wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, sodafs in einer Umgebung von x = xq gilt:
ju(@)| < Clu(z)].
Wir sagen, daf
u(z) = o(v(x)), T —
wenn u(x) = O(v(x)) fir x — xo und wenn zusdtzlich u in xo eine stirkere Nullstelle hat als v, also

lim u(@)

=z v(T)

=0.

Diese Ausdriicke O und o heiffen LANDAU??-Symbole. Sinngemdf$ genauso definiert man Landau-Symbole
fiir den Fall x — oo.

Wenn wir an einer Stelle O(v(z)) schreiben, und an einer anderen Stelle des Textes nochmal O(v(z))
schreiben, dann soll das nicht bedeuten, dafl beide Terme identisch sind, sondern nur, daf} sie sich gleich
verhalten. Das bedeutet, dafi der erste Term abgeschiitzt werden kann als < Cy|v(x)|, und daB der zweite
Term abgeschiitzt werden kann als < Ch|v(x)|. Hierbei sind C; und C5 positive Konstanten, deren genauer
Wert oft nicht ibermé&Big interessant ist.

2Otwice differentiable

21 holomorph, analytic

22 Es gibt noch eine andere Bedeutung des Begriffes Differential. Gelegentlich wird diejenige lineare Abbildung, die Az auf
f'(x0)-Ax abbildet, als Differential bezeichnet. Der obige Differentialbegriff versteht unter d f also den Ausdruck f/(zo)-Az, der
andere Differentialbegriff versteht unter df aber den Term f’(x). An dieser Stelle ist es vielleicht interessant zu vermerken, daf3
mit der umgangssprachlichen Bezeichnung ,,Bronstein“ gelegentlich zwei verschiedene Werke gemeint sind: eine Ausgabe des
B.G.Teubner—Verlags, und eine Ausgabe des Verlags Harri Deutsch. Beide haben ihre Wurzeln in der sowjetischen Erstauflage
von 1937, aber aus juristischen Griinden darf nur die letztere ,, Bronstein* genannt werden, und beide vertreten unterschiedliche
Auffassungen, was ein Differential denn nun eigentlich ist.

23EDMUND GEORG HERMANN LANDAU, 1877-1938, nicht zu verwechseln mit LEV DAVIDOVICH LANDAU, 1908-1968, bekannt
fiir den gemeinsam mit Evgenni Mikhailovich Lifshitz geschriebenen Kurs zur Theoretischen Physik
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Beispiel 6.42. Es gilt

sin(z) = O(x), x—0,

sin(z) =z +9(2*), = —0,

cos(z) =1+ O(x?*) =1+o(x), x—0,
2045 =9(1), z—= 4o

rz+1

Lemma 6.43. Fir x — xg haben wir die folgenden Rechenregeln:

o wenn u in einer Umgebung von o beschrinkt ist, dann ist u(z) = O(1),
o O(v(2)) + O(v(z)) = O(v(a),

o D(01(x)) - O(va(w)) = O(v1(2) - vala),

o O((z — 20)%) = o(z — x0).

Hierbei sind die letzten drei e von links nach rechts zu lesen, sonst begibt man sich evtl. in die Schwierig-
keiten, die in Warnung 5.7 beschrieben wurden. Die Beweise dieser Regeln folgen schnell aus der Definition
der Landau—Symbole.

Satz 6.44 (Weierstraf3—Zerlegung). Sei f eine Funktion, definiert in einer Umgebung von xg.

1. Sei f differenzierbar in xo. Dann ist fir x in der Nihe von g
f(@) = fxo) + f'(x0) - (x — 20) + R(x;20)
mit R(x;x0) = o(jx — xo|) fir  — xo.
2. Wenn es eine Zahl A € R gibt (die nicht von x abhdingt) mit
f(x) = f(xo) + A+ (z — x0) + o(|lz — z0]), T — T,

dann ist [ in xo differenzierbar, und es ist f'(xg) = A.

Beweis. 1. Wir haben

Rlwizo) _ f@) = F@0) _ pri,y

r — X r — X

und die rechte Seite strebt nach 0 falls z — xg.
2. Es ist
flx) = flzo) _ A °(|$*$0|)7
r — X r — X
und die rechte Seite hat einen Limes fiir x — x(, ndmlich A. Also ist f differenzierbar in xg.
O

Spiter werden wir sehen, dafl sogar R(z;x0) = O(|z —x0/|?) gilt, wenn f in einer Umgebung von xq zweimal
stetig differenzierbar ist.

Als Merkregel halten wir fest:

Wenn f(x) = f(xo) + A(x — zo) + o(z — x0) fiir x — xo,
dann mufS f in xo differenzierbar sein,
und f'(xo) muf gleich A sein.

Damit werden wir demnéchst die Ableitungsformeln fiir Summen, Produkte, Verkettungen und Umkehr-
funktionen zeigen, wobei wir ausgiebigen Gebrauch von den Rechenregeln fiir die Landau—Symbole machen
werden.
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Satz 6.45. Differenzierbare Funktionen sind stetig.

Beweis. Sieht man sofort aus Satz 6.44. O

Beispiel 6.46. Die Ableitungen von f = f(x) = 1 und g = g(x) = x lauten ' = f'(x) = 0 und
g =9'(x)=1

Satz 6.47. Die Exponentialfunktion zo — exp(zo) ist fiir komplexe zo differenzierbar, und es ist exp’(zo) =
exp(zop).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf exp’(0) = 1. Dazu miissen wir nur beweisen, dafl
exp(z) —exp(0) —1-(z —0) = o(|]z — 0]), z— 0.

Nun iSl a,ber
Z 2

exp(z) —1—z
z—0

z

<> s S EE (e
St Gy A

k=1
und dies strebt nach 0 fiir z — 0, denn die Exponentialfunktion ist stetig, siehe Satz 6.33.
Sei nun zg € C beliebig. Wir wollen zeigen, dafl
exp(z) — exp(z0) — exp(20) - (z — 20) = 0(]z — 20]), 2z — 20.
Offensichtlich ist nun wegen des Additionstheorems der Exponentialfunktion

exp(z—z29) —1—1-(z— 20)
(2—20)—0 ’

exp(z) — exp(z0) — exp(20) - (z — 20)
zZ— 20

= [exp(z0)] -

und die rechte Seite geht nach 0 fiir (z — 2p) — 0, denn die Exponentialfunktion ist im Ursprung differen-
zierbar. (I

Satz 6.48. Seien f und g in zy differenzierbar, und o, B € C. Dann ist auch af + Bg in zo differenzierbar,
und es ist

(af + Bg) (20) = af'(20) + Bg' (20)-
Beweis. Wir haben fiir z — 2o die Entwicklungen
f(2) = f(20) + f'(20) - (z = 20) + Ry (23 20),
9(2) = g(20) + ¢'(20) - (2 — 20) + Ry(2; 20).
Dann folgt sofort
(af + Bg)(2) = (af + Bg)(20) + (af'(20) + BY (20)) - (2 — 20) + (R (23 20) + BRy(25 20)).-

Also ist die Menge der auf einem Gebiet differenzierbaren Funktionen ein Vektorraum.

Satz 6.49 (Produktregel). Seien f und g in zo differenzierbar. Dann ist auch f - g in zo differenzierbar,
und es ist

(f - 9)(20) = f'(20)g(20) + f(20)g' (20)-
Beweis. Wir haben

f(2) = f(z0) + f'(20) - (2 — 20) + Ry (2; 20),
9(2) = g(20) + ¢'(20) - (2 — 20) + Ry(2; 20).
Dann liefert eine simple Multiplikation
(f-9)(2) = (f(20) + f'(20) - (z = 20) + Ry (23 20)) - (9(20) + ¢’ (20) - (z — 20) + Ry (2; 20))
= (f - 9)(20) + (f'(20)9(20) + f(20)9'(20)) - (z — 20) + Ry(z; 20) - O(1) + O(1) - Ry(z; 20),

und der Beweis ist komplett. O
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Bevor wir jetzt zur Regel fiir die Division kommen, betrachten wir zuerst die Funktion w % und die

Kettenregel.

Lemma 6.50. Die Funktion wy — wio ist differenzierbar fir wo # 0, und die Ableitung ist

1\ 1
wo n ’LU(Q)

Beweis. Sei w nahe wy. Dann kénnen wir deshalb w # 0 annehmen. Nun ist

1 1 1 1 1 wp — W 1 wo — W W — W Wy — W

wo w wo wo wow wo wy Wow wy
1 1 wy —w [ 1 1
wo Wy Wo w - Wo
1 1 Wy —w Wy — W

= — - — - (w—w) + — .=
wo Wy wo wwo
L (w—wg) + O — wof?)

=— = (w—w w — wopl?).
wo wg 0 0

Also mufl der Wert der Ableitung an der Stelle wg gerade 7# sein. O
0

Satz 6.51 (Kettenregel). Seien f und g zwei Funktionen mit Wy, C Dy. Sei g differenzierbar in zo und
I differenzierbar in wo = g(z0). Dann ist die Komposition f o g differenzierbar in zo, und es ist

(f09)(20) = f'(wo) - g'(20).
Beweis. Wir haben

9(2) = 9(20) + ¢'(20) - (2 — 20) + Ry(2; 20),
f(w) = f(wo) + f'(wo) - (w —wo) + Ry (w;wo).

Wir setzen die erste Gleichung in die zweite ein, und wihlen dabei w = g(2):

(fog)(2) = (fog)(z0) + f'(wo) - (¢'(20) - (2 — 20) + Ry(2; 20)) + Ry(w, wo)
= (fog)(20) + f'(wo) - g'(20) - (z = 20) + O(1)Ry(2; 20) + Ry (w;wo).

Es bleibt noch zu zeigen, dafi Ry(w;wo) = o(]z — 20]). Wenn w = wy sein sollte, dann ist Ry(w;wp) = 0
und wir wéren in diesem Falle fertig. Ansonsten diirfen wir durch w — wq dividieren und haben

Ry (w;wop) _ Ry(w;wy) w—wo

zZ— 20 w — Wy zZ— 20

Fiir z — zg strebt w nach wy. Dann geht der erste Faktor nach 0 und der zweite strebt zu ¢'(2p), also

i iwo)
Z— 20, — 20
w(z)#w(zo0)
was den Beweis der Kettenregel vollendet. O

Satz 6.52 (Divisionsregel). Seien die Funktionen f und g in zo differenzierbar, und sei g # 0 in einer
Umgebung von zy. Dann ist auch die Funktion f/g in zo differenzierbar, und es gilt

Y oy L
(£) o= o) 5 = o) /.

Beweis. Folgt sofort aus der Produktregel, Lemma 6.50 und der Kettenregel. |
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Man kann sich die Divisionsregel auch folgendermafien plausibel machen: seien f und ¢ differenzierbare
Funktionen, wobei g # 0 ist in einer Umgebung von zp. Angenommen, eine gute Fee erzdhlt uns, dafl auch
die Funktion w := 5 differenzierbar wire. Wir konnen ja immer schreiben f = w - g, und die Auskunft der
Fee gestattet es uns, hier die Produktregel anzuwenden: f’ = w’ - g + w - ¢’. Das braucht man dann nur
noch nach w’ umzustellen.

Jetzt wollen wir Umkehrfunktionen ableiten. Sei eine differenzierbare Funktion f gegeben. Angenommen,
eine gute Fee sagt uns, dafl f eine Umkehrfunktion g hat, und daf} g sogar differenzierbar ist. Dann haben
wir fiir alle z in der Ndhe von zg die Identitéit

9(f(2)) = 2,

und wenn wir das geméfl Kettenregel ableiten auf beiden Seiten, bekommen wir an der Stelle zy dann

g (f(20)) - f'(z0) = 1.

Mit der Notation wg := f(zo) schreibt sich das dann als g’'(wg) = m, unter der stillen Voraussetzung,
daf} das Dividieren erlaubt wére.

Nun stellen wir uns auf den Standpunkt, dafl uns heute noch keine gute Fee besucht hat:

Satz 6.53 (Existenz der Umkehrfunktion). Sei f: Dy — W; eine stetige Funktion, zo € Dy und
wo = f(20). Wenn f in einer Umgebung von z stetig differenzierbar ist und f'(z9) # 0 ist, dann existiert
in der Nihe von wy eine Umkehrfunktion g = g(w) zur Funktion f.

Achtung: iiber die Differenzierbarkeit von g wird jetzt noch nichts behauptet (erst im Satz 6.54) !

Beweisskizze. Wir schauen uns zuerst die reelle Situation an, also x und x anstatt z und zo. Nach Voraus-
setzung existiert f’ nahe zy und ist stetig. Wegen dieser Stetigkeit, f'(x¢) # 0 und Lemma 6.7 hat dann
die Ableitung f’ in einer kompletten Umgebung von zy immer dasselbe Vorzeichen. Sei nun & ein Punkt
in dieser Umgebung von g, sodafl f/(Z) dasselbe Vorzeichen hat wie f’(x). Fiir  nahe Z haben wir aus
der Weierstral—Zerlegung, dafl

Ry(x; z)

1@) = 1@) _ iy o),

T —1I T —T
Hier ist der erste Summand auf der rechten Seite nicht Null, und der Betrag des zweiten ist kleiner als
|f'(Z)|, wenn x nahe genug an Z ist. Also hat die rechte Seite das gleiche Vorzeichen wie f'(Z), also wie
f'(zo). Das heiit: wenn f’(xo) > 0 ist, dann gilt fir x > z, dal f(z) > f(Z) ist; und fir z < T gilt
entsprechend f(x) < f(Z). Also ist dann f in dieser kompletten Umgebung streng monoton. Dann kénnen
wir Satz 6.30 anwenden und erhalten, dafl es eine stetige und streng monotone Umkehrfunktion g gibt.

In der komplexen Situation, also z, zg € C, konnen wir mit Monotonie nicht argumentieren, weil man in C
keine Ordnung findet. Ein Beweis kommt dann im zweiten Semester (Satz iiber implizite Funktionen). O

Wir vermerken noch, daf§ man auf die geforderte Stetigkeit von f’ nicht verzichten kann, wie das Beispiel

2+z+a?sin(x™?) 1z #0,

ny(x)={2 cx =0

zeigt. Die Ableitung f’ existiert auf ganz R; und es ist f'(0) = 1. Trotzdem gibt es keine Umkehrfunktion in
der Niihe von y = 2, denn die Funktion f = f(z) ist abwechselnd monoton wachsend und monoton fallend,
wenn z nach 0 strebt. Nahe x = 0 wechselt das Monotonieverhalten von f unendlich oft.

Satz 6.54 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f: Dy — W} stetig, 2o € Dy, wo = f(z0). Sei
weiterhin f in zo differenzierbar, und sei f'(zo) # 0. Wir setzen aufSerdem voraus, daff die Funktion f in
einer Umgebung von zy eine Umkehrfunktion g hat. Dann ist g in wq differenzierbar, und es ist

, 1
g (wo) = f'(Zo).

Beweis. Wir wissen, daf3

f(2) = f(z0) + f'(20) - (2 = 20) + Ry(z; 20) (6.2)



6.4. MITTELWERTSATZ UND TAYLORSCHER SATZ 129

gilt, falls |z — 2o| klein genug ist. Hierbei ist lim,_,,, Bs(z20) _ ), Das bedeutet: wenn z nahe genug an 2z

ist, dann ist der letzte Summand in (6.2) 1000 mal kleiner als der mittlere (es sei denn, der mittlere wére
identisch gleich Null; aber das ist unméglich wegen f/(zo) # 0). Dann haben wir fiir solche z

£ (2) = f(=0)|

|z — 20|

0.999[f"(20)| < < 1.001[f"(20)]- (6.3)

Wir kénnen also |f(z) — f(z0)] und |z — 20| gegeneinander vergleichen. Nun setzen wir w = f(z) und
wo = f(20), also z = g(w) und zg = g(wp). Wenn w # wyp, dann ist nach dieser Formel also auch z # zj.
Wir entwickeln g = g(w) in eine Reihe:

g(w) =z
=20+ (2 — 20) = g(wo) + (2 — 20)
— alw f(z) = f(20) — Rf(2;20) w w—wo  Ry(z;520)
B 7/(20) =90 ) T T )

Es bleibt zu zeigen, dafi der Restterm schneller als von erster Ordnung (in |w — wp|) nach 0 strebt, wenn
w — wp. Das ergibt sich aus

Ry (z;20)
;/(ZO)O 1 Re(z(w);20) z(w)—z0 1 z—2  Ryp(z(w); 20)

w—wy  f'(20) zw)—z w-wo  f(20) f(z)-f(z20) 2w) -z

Der erste Faktor ist beschriankt, der zweite wegen (6.3) auch, und der dritte strebt nach 0 fiir w — wo. O

Mit diesem Satz kénnen wir die Ableitungen von Logarithmus und allgemeinen Potenzen bestimmen:

Satz 6.55. Fiir x > 0 ist
(Inz) = %

Fira e Ry und z € R st

d

aam = (Ina)a”,
d

Eam =za® L

Beweis. Sei y =Inz, dann ist = exp(y) und schlielich

, 111
(nz)’= (exp(y))  exp(y) =

Der zweite Teil ergibt sich aus a* = exp(zlna), der Kettenregel und den Regeln fiir die Ableitung der
Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion. O

6.4 Mittelwertsatz und Taylorscher Satz

Die Betrachtungen dieses Abschnitts setzen reelle Funktionen voraus, und die meisten Ergebnisse werden
falsch, wenn man stattdessen komplexe Funktionen betrachtet.

Definition 6.56. Sei f: I — R eine Funktion, definiert auf einem Intervall I C R. Sei xg € I ein innerer
Punkt oder ein Randpunkt. Wir sagen, daff f im Punkt xo ein lokales Maximum?* hat, wenn in einer
Umgebung von xy die Ungleichung f(x) < f(xzo) gilt.

Analog definiert man ein lokales Minimum?®.

Wenn f in einem inneren Punkt xo € I ein lokales Mazimum oder Minimum hat, dann redet man auch

von einem lokalen Extremum?°.

24]pcal maximum
25]ocal minimum
26]pcal extremum
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Satz 6.57. Sei f: I — R eine Funktion mit einem lokalen Extremum in einem inneren Punkt xo € 1.
Wenn f in xo differenzierbar ist, dann ist f'(xq) = 0.

Warnung 6.58. Die Aussage des Satzes wird falsch, wenn xqg ein Randpunkt des Intervalles sein darf !

Beweis. Sei das Extremum ein Maximum (der Fall des Minimums geht &hnlich). In der Nihe von z gilt
dann f(x) < f(xo), und somit gilt

T — xg >0 :x<uxgp.

F(@) = f(xo) {so L@ > @,

Wenn © — xg, dann mufl der Grenzwert des Differenzenquotienten existieren. Der linksseitige Grenzwert
ist > 0, der rechtsseitige ist < 0. Also ist f/(zo) = 0. O

Satz 6.59 (Satz von Rolle®”). Die Funktion f: I — R sei auf dem abgeschlossenen Intervall I = [a,b]
stetig und auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar. Sei weiterhin f(a) = f(b) = 0. Dann existiert
ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Wir unterscheiden drei Fille.

f hat in (a,b) wenigstens einen positiven Wert: Nach dem Satz vom Maximum nimmt dann f ir-
gendwo im Intervall (a,b) ein positives Maximum f(§) an. Nach dem vorigen Satz ist dann f/(£) = 0.

f hat in (a,b) keinen positiven, jedoch mindestens einen negativen Wert: Dann kann man dhn-
lich wie im ersten Fall argumentieren.

f ist identisch 0: Dann ist f/(§) = 0 fiir jedes & € (a,b).

In jedem der drei Fiille haben wir ein £ im Intervallinneren mit der Eigenschaft f/(£) = 0 gefunden. O

Satz 6.60 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien die Funktionen f,g: I — R auf dem abgeschlos-
senen Intervall I = [a,b] stetig und auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar. Weiterhin sei g'(x) # 0
auf (a,b) und g(a) # g(b). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

f) = fla) _ f'(€)
g(b) —gla)  g'(&)°

Beweis. Man setze

und wende den Satz von ROLLE auf die Funktion A an. O

Satz 6.61 (Mittelwertsatz®). Sei die Funktion f: I — R auf dem abgeschlossenen Intervall I = [a,b]
stetig und auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein & € (a,b) mit

f) = fla) _
i}
Beweis. Man benutze den verallgemeinerten Mittelwertsatz mit g(z) = . O

Diese beiden unscheinbaren Mittelwertsidtzchen haben viele wichtige und tiefgreifende Anwendungen. Die
ersten sind zusammengefafit im folgenden Satz:

Satz 6.62. Sei f: I — R stetig auf I = [a,b] und differenzierbar auf (a,b).

27 MicHEL ROLLE, 1652-1719
28mean value theorem



6.4. MITTELWERTSATZ UND TAYLORSCHER SATZ 131

1. Wenn |f'(x)] < K fir jedes x € (a,b), dann ist |f(x1) — f(x2)| < K|z1 — x2| fiir beliebige x1, 1z €
[a, b].2

2. Wenn f'(x) =0 fiir jedes x € (a,b), dann ist f auf [a,b] konstant.

3. Wenn limy_,— f'(x) existiert, dann ist f in x = b linksseitig differenzierbar und f' ist in b linksseitig
stetig. Analog fiir a anstelle von b.

4. Die Funktion f ist monoton wachsend auf [a,b] genau dann, wenn f'(x) > 0 fir jedes x € (a,b).

5. Wenn f'(x) > 0 fiir jedes x € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend auf [a, b].

Die Umkehrung der letzten Aussage ist falsch.

Beweis.

1. Wir haben f(z1) — f(z2) = f'(§) - (x1 — x2) fiir ein gewisses & zwischen 27 und xs.

[\

. Ergibt sich sofort aus 1. mit K = 0.

3. Fiir z < b haben wir wegen des Mittelwertsatzes mit einem unbekannten £ € (z,b)

fx) = f(b)

S = ).

Wenn z von links nach b strebt, dann strebt auch £ = £(x) nach b (Sandwichprinzip). Also existiert
der Grenzwert der rechten Seite (fiir z — b—), und somit existiert auch der Grenzwert der linken
Seite.

4. Wenn f monoton wachsend ist, dann hat die Differenz f(z1) — f(z2) dasselbe Vorzeichen wie 1 — 5.
Also ist der Quotient dieser beiden Differenzen > 0. Ubergang zum Grenzwert liefert f’(a) > 0.

Wenn nun f'(z) > 0 ist fiir jedes = € (a,b) und x1 > 9, so ist auch f(x1) > f(a2) wegen des
Mittelwertsatzes.

5. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von 4. Ein Gegenbeispiel fiir die Umkehrung ist z.B. [a,b] =
[~1,1] und f = f(z) = 2".

O

Eine weitere wichtige Anwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes ist die Regel von BERNOULLI?’—
DE L'HOSPITAL?!:

Satz 6.63. Seien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

1. limgyp— f(2) = limg—p— g(z) =0,

2. ¢'(x) #0 fir z € (a,b),

3. f und g sind differenzierbar in (a,b),
4. der Grenzwert

G

z—b— ¢'(x)

existiert und hat den Wert S.

2980lche Funktionen heilen DEHNUNGSBESCHRANKT oder LIPSCHITZstetig, nach RUDOLF OTTO SIGISMUND LIPSCHITZ, 1832
1903

30 JoHANN I BERNOULLI, 16671748, nicht zu verwechseln mit seinem Sohn JOHANN IT BERNOULLI, 1710-1790, oder seinem
Enkel JOHANN III BERNOULLI, 1744-1807, oder 5 weiteren beriithmten Bernoullis

31 GUILLAUME FRANCOIS ANTOINE MARQUIS DE L’HOSPITAL, 16611704
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Dann existiert auch der Grenzwert

f(z)

b g(z)

und hat ebenfalls den Wert S. Dies gilt auch fiir bestimmte Divergenz gegen S = oo.

Eine entsprechende Aussage gilt natiirlich auch fiir rechtsseitige Grenzwerte oder beidseitige Grenzwerte.

Warnung 6.64. Die Voraussetzung 4. ist entscheidend. Es gibt Beispiele, in denen lim, _j_ % existiert,

aber lim,_,p_— g:g; gibt es nicht.

Beweis von Satz 6.65. Sei x < b. Dann gibt es ein £ € (z,b) mit

fl@) _ fl@) = fb) _ f1E)

Wenn x nach b strebt, dann strebt auch £ = £(z) nach b. Die rechte Seite konvergiert nach Voraussetzung 4.,
also auch die linke Seite. O

Frage: Welchen Wert hat
e’ —1
im ——— 7
-0 In(1 + )
Es gibt wichtige Variationen der Regel von Bernoulli-de I'Hospital:

Satz 6.65. Seien f,g: (a,b) = R stetige Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

1. limgp— f(2) = limg,—p— g(2) = o0,
2. ¢'(z) #0 fir z € (a,b),

3. f und g sind differenzierbar in (a,b),
4. der Grenzwert

f'(x)

eob ¢ ()

existiert und hat den Wert S.

Dann existiert auch der Grenzwert

lim M
z—b— g(x)

und hat ebenfalls den Wert S. Dies gilt auch fiir bestimmte Divergenz gegen S = co.
Beweis. Lassen wir weg. (|

Die beiden letzten Sétze gelten sinngemé&fl auch fiir b = +00. Zum Beweis betrachtet man dann

lim @ = lim 1
A @) T A g

und wendet die herkémmliche Regel von Bernoulli-de I’Hospital an.

Und wir haben noch eine weitere Folgerung aus dem Verallgemeinerten Mittelwertsatz:
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Satz 6.66 (Taylor®*’scher Satz). Die Funktion f: I — R sei auf dem abgeschlossenen Intervall I = [a,b]
stetig und auf dem offenen Intervall (a,b) n+ 1-mal differenzierbar. Seien z,x¢ € (a,b). Dann gibt es ein
& zwischen x und xg sodafs

F(@) = Flao) + (w0) - (& = 0) + " (w0) - (& = 20 -+ = f P (ag) - (2 = 20)" + R 0)

mit einem Restterm der Form

1

CESEARRONCRE D (6.4)

Ry (x;m0) =

Der Anteil f(zg) 4+ -+ %f(")(aco)(x — o)™ heifit auch n—tes Taylor—Polynom von f an der Stelle x¢>®.

Beweis. Seien x und zy fixiert, und ¢ € (a,b) variabel. Wir basteln uns mit Phantasie zwei Funktionen:

F(t) = (@) = £0) = F0)( — 1) g f/ O~ 0 =+ = 2 [0 (0 )",
(x —t)ntt
G = (n+1)!°

Die Funktion F' wurde genau so gewihlt, daB8 F'(zg) = R, (x;x0) ist. Die Funktion G ist monoton im
Intervall zwischen x und =z, also diirfen wir den verallgemeinerten Mittelwertsatz anwenden:

F(z) = Flay) _ F'(¢)

G(z) = G(zo)  G'(§)’

fiir ein gewisses unbekanntes & zwischen x und z.

Wir rechnen im Folgenden die einzelnen Terme aus. Zunéchst ist F'(z) = 0 und G(z) = 0. Weiterhin ist

% (%f(k) (t)(:c _ t)k) _ %f(kJrl)(t)(:C _ t)k _ ﬁf(k) (t)(l‘ — t)kfl7
F/(t) =~ fr (0 - 1),

(—t)"
n!

G'(t)=—

Insgesamt ist dann

_ (g _ p(n+1) (x — xo)"+!
und genau das war unser Ziel. O

Beispiel 6.67. Sei f = f(z) = (14 x)* mitx € (—1,1) =TI und o € R. Mit xy = 0 haben wir

flxo)=1, flxo)=c, ["(x0)=c(ax—1),

und somit ergibt sich die niitzliche Ndherung

(1+x)0‘:1+a~x+Mz2+D(|z|3), x — 0.

2

An dieser Stelle konnen wir eine in der Physik iibliche Sprechweise betrachten: fiir eine geniigend oft
differenzierbare Funktion f und z nahe genug bei xy wollen wir f(z) annihern. Dabei stellen wir uns vor,
daB f eine hochkomplizierte Funktion ist, insbesondere viel komplizierter als Polynome. Wir wollen f durch
das Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt zy annéhern, und bei der Wahl von xg lassen wir uns von zwei
Gesichtspunkten leiten:

e es sollten x und xy nahe beieinander sein, damit das Restglied R,, klein ist,

32 BRooK TAYLOR, 1685-1731
33 nth order Taylor polynomial of f at xo
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e cs sollte z¢ so gewiihlt sein, da8 wir tatsichlich die Ableitungen fU)(z) mit geringem Arbeitsaufwand
bestimmen konnen.

Fiir die gesuchten Ndherungen gibt es dann mehrere Varianten:

Nullte Ndherung: f(z) ~ f(xo)
Erste Ndherung: f(z) ~ f(zo) + f'(x0)(x — x0)
Zweite Naherung: f(z) ~ f(zo) + f'(w0)(z — x0) + 5 f"(x0)(z — 0)?,

und so weiter. Der Unterschied zwischen linker und rechter Seite ist jeweils gleich Ry (z;20), R1(x; o) bzw.
Ro(x;x0). Sinnvoll sind diese Ndherungen, wenn dieser Fehler R,, deutlich kleiner ist als der letzte noch
mitgenommene Summand; und wiinschenswerterweise sollte die (k+1)—te Ndherung besser sein als die k—te
Néherung. Manchmal tut uns aber die Natur diesen Gefallen nicht, z.B. dann nicht, wenn der Graph von
f ,heftige Ausschlige® aufweist, aber trotzdem noch oft genug differenzierbar ist (dann kann f+1)(¢) fiir
grofle n riesig werden).

Wir tragen einige Formeln zusammen. Sei dazu f € C([a,b] — R) und x, 29 € (a,b). Dann ist

f(x) = f(zo) + f(mo) - (x — x0) + 0(|Jz — 20]), T — T, (Weierstrafi—Zerlegung)

f(@) = f@o) + f'(€) - (x — o), (Mittelwertsatz)

f(x) = f(zo) + f(§) - (z — x0), (Taylorscher Satz mit n = 0)
f(x) = f(zo) + f'(z0) - (x — x0) + %f”(f) (x — ) (Taylorscher Satz mit n = 1).

Fiir die ersten drei Formeln bendtigen wir noch f € C1([a,b] — R) als Voraussetzung, und fiir die vierte
Formel sogar f € C?([a,b] — R). Die beiden Zwischenstellen ¢ in den beiden Taylorschen Sitzen sind im
Allgemeinen nicht gleich. Wir beobachten, daf§ der Taylorsche Satz mit n = 0 nichts anderes ist als der
Mittelwertsatz, und der Taylorsche Satz mit n = 1 erlaubt eine prézisere Beschreibung des Restterms in
der Weierstral—Zerlegung, falls f zweimal stetig differenzierbar ist.

Als eine weitere Anwendung des TAYLORschen Satzes haben wir zum Beispiel das folgende Kriterium fiir
das Vorliegen eines Extremums:

Satz 6.68. Sei die Funktion f auf dem Intervall I n + 1-mal stetig differenzierbar. In einem inneren
Punkte xq € I sei

fl(wo) = f"(x0) = -+ = f™(wo), fU"(20) #0.

Dann gilt:

n ungerade und "V (z0) > 0: f hat in x¢ ein Minimum,
n ungerade und (") (x0) < 0: f hat in x¢ ein Mazimum,

n gerade: f hat in x¢ kein Extremum, sondern die Funktion x — f(x) — f(xo) wechselt im Punkt xo das
Vorzeichen.

Beweis. Wir haben

1
(n+1)!

f(@) = flwo) + FUEDE) (= wo)"

Weil f(*+1 stetig ist, haben f(**1D(¢) und f(**+1(z4) das gleiche Vorzeichen, falls € nahe genug bei g ist,
sieche Lemma 6.7. (|

Wenn die Funktion f unendlich oft differenzierbar ist, dann kénnen wir einen Versuch wagen, in der
TAyLORschen Formel den Grenziibergang n — oo zu vollziehen. Das klappt aber nur, wenn das Restglied
R,, nach 0 strebt fiir n — co.



6.4. MITTELWERTSATZ UND TAYLORSCHER SATZ 135

Satz 6.69. Die Funktion f sei auf dem Intervall I unendlich oft differenzierbar. Wir setzen voraus, dafS
es einen inneren Punkt xo € I und ein kleines positives § gibt, sodaf

") =o.

Dann gilt: fir jedes x € I mit |x — xo| < § konvergiert die Restgliedfolge der R, (x;xq) fir n — oo nach 0,
und es ist

n—oo

1
1 —_— (n)
lim (EH}bE:X<6 ol fi(€)

Fa) =3 2 o)~ xo)"

k=0

wobei diese Reihe fiir |x — xo| < 0 absolut konvergiert.
Diese Reihe heiit auch Taylorreihe®.

Beweis. Wir haben fiir jedes n € N die Zerlegung
f(x) = pula;m0) + R (;20)

- Z%f(k)(xo)($*$o)k+ !
k=0 """

e 1)!f("+1)(§)(z — @)™,

wobei das unbekannte ¢ von  und n abhingt. Falls |2 — x¢| < ¢, dann ist

lim R, (z;x0) =0,

n—oo

also mufl der Grenzwert lim,_,o pn(z;z¢) auch existieren und den Wert f(z) annehmen. O

Wir kehren noch einmal zuriick zur Funktion f = f(z) = (1 + 2)® mit o € R und —1 < = < 1. Wir setzen
2o = 0 und haben

fM@E)=ala—1)-...- (a—n+1)1+2)*™" —l<z<l,

Definition 6.70. Fir a € R und n € N definieren wir den Binomialkoeffizienten (z) als

Cﬁ ala—1) ... (a—n+1)

n n!

Dann kénnen wir die Funktion f(x) = (1 + z)* schreiben als

(I1+2)* =pp(z;0) + Ry (2;0)

_ & « k @ a—(n+1) n+1
= 1 —1 1
k_0<k>x +<”+1)( +4) o e

wobei das unbekannte ¢ zwischen 0 und x liegt und von z und n abhéngt.

Wir hétten gerne, dafl

7 o= [
1 * = "o —l<z<l
(1+x) Z(n)x , x

n=0
Um dies zu beweisen, reicht es aber nicht aus zu zeigen, dafi der Grenzwert lim,,—, o pp,(z;0) existiert (das

tut er fiir —1 < z < 1, wie man mit dem Quotientenkriterium schnell sieht).

Wir brauchen mehr. Namlich, dafl dieser Grenzwert nicht blofl schndde existiert, sondern auch noch den
Wert f(x) = (1 + z)* hat. Dies ist aber gleichbedeutend mit

lim R, (z;0) 2 0.

n—oo

34Taylor series
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Sei x € (—1,1) fixiert und n so grof, dafi « —n < 0. Dann ist

o (@=1)-...- (a=n) -
R, (z;0)| < 1— |z (1) |7
[Ru(50)] Ey (1 )~ Dal
a—1)-...-(a— et
. |x|)a|a (a—1) (a—n)| [ |z|
(n+1)! 1—|z|
= Sn(ZE),
wobei S, fiir ,Schranke* steht. Der Quotient S,,41/S,, strebt nach [z “m‘, und dies ist < 1 fiir |2 < %
Damit kénnen wir zeigen 3°, daf
lim R,(x;0) =0 fi 1
Jim. n(2;0) = ir |z| < 5
Auf diesem Wege haben wir bewiesen, dafl
(1+z)o‘*i “Van, aeR fl<:c<l (6.5)
=\ ) 2’ '

Dies ist die beriithmte binomische Reihe. Im dritten Semester werden wir stirkere Werkzeuge kennenlernen,
die uns garantieren, daf die Formel (6.5) auch fir —1 < z < 1 gilt.

Warnung 6.71. Die Funktion

—1/z* 0,
o=

ist auf ganz R definiert, dort stetig und tiberall unendlich oft differenzierbar. Simtliche Ableitungen f(™ (0)
sind gleich 0. Die Folge der Werte der Taylorpolynome py,(x;0) konvergiert fiir n — oo, ndmlich nach 0.
Aber offensichtlich ist

0= lim pa(;0) # ()
falls © # 0, denn fiir solche x ist f(x) # 0.

Frage: Wie sieht der Graph dieser Funktion f aus 7

Satz 6.72. Fir —1 <z <1 gilt

n(l+x) i ”1z.

Drei Beweise fiir Neugierige.

Ein erster Beweis verliuft so: wir besorgen uns die Potenzreihe fiir die Funktion z — = + , wobei die Sum-
menformel der geometrischen Reihe niitzlich ist. Dann integrieren wir diese Potenzreihe summandenweise

(und im zweiten Semester zeigen wir dann, daf diese summandenweise Integration tatséiichlich zuléssig ist).

Ein zweiter Beweis funktioniert sehr dhnlich zum Beweis von (6.5), aber er hat den Nachteil, da§ wir die
Konvergenz der Restgliedfolge nach Null nur fiir f% < x < 1 hinbekommen, da die Restgliedformel (6.4)
(auch bekannt als die Lagrange—Form des Restglieds) hier nicht kréftig genug ist.

Als Alternative verschaffen wir uns im dritten Beweis eine andere Restglieddarstellung, die zwar etwas
héfllicher ist, aber zumindest bei der Logarithmusfunktion leistungsfdhiger. Dafiir schauen wir uns den
Beweis von Satz 6.66 nochmal an, jetzt aber wéhlen wir G = G(t) = x — t. Dann lassen wir den dort
vorgefithrten Beweis nochmal durchlaufen, und als Ergebnis ergibt sich dann

Roaszn) = Flao) = 0@ (255 ) - ooy

T — X9

35 Wenn wir etwas sorgfiltiger arbeiten und uns iiberlegen, wo ¢ liegen kann, dann bekommen wir limy,— oo Ry (2;0) = 0
sogar fiir —% <z <l
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mit einem £ zwischen z und xg (mehr ist von £ nicht bekannt). Dies ist die Cauchy—Form des Restglieds,
und sicherlich hat ¢ jetzt nicht mehr denselben Wert wie in (6.4). Fiir unsere Logarithmusfunktion ist
f(z) =In(1 + x) sowie

n _(_ n—ln_ 1
£ @) = (1" = D

und daraus ergibt sich dann (mit 2o = 0)

z—=§
z—0

n

1 1
Sz =0t =

R,(z;0)| < — -n!- :
[Ra(a:0)] € ol e

Wegen —1 < z < 1 ist auf jeden Fall 1 4 ¢ > 0.

2|
1 +¢]

Sei nun 0 < z < 1. Dann haben wir 0 < £ < z < 1, also folgt |z — &| < |z| und 1 + £ > 1; somit ist dann
| Ry (;0)] < || *.

Sei nun —1 < 2 < 0. Dann haben wir —1 < 2 < £ < 0, also folgt | — & = |z| — |§/ und 14+ & =1 — [¢];
somit ist dann

Ry (2:0)] = — .<|z||§|>n

@ \1o7
) M|,(mwu—wn+m-m—mw"
T -
] 1 Jal\"
1—mr<MK*1—m> | rpl<1ge
C bl
T
a1
- 1—|:c|’

also gilt wegen |x| < 1 tatséchlich lim,,_, o Ry (z;0) = 0.

Offen bleibt (in allen drei Beweisen) der Fall z = 1, den wir nicht weiter verfolgen wollen. O

Insbesondere erhalten wir die frither schon benutzte Identitit

In2=1 1+1 1+1i
n2= stz 1tsE

Wir fassen die beiden Stolperfallen bei der Konvergenz von Taylorreihen zusammen:

e Es kann geschehen, dafl bei unpassender Wahl von = die Taylorreihe divergiert. Zum Beispiel hat die
Funktion f = f(z) = -2, entwickelt am Punkt z¢ = 0, die Taylorreihe

1—x’
fla)y =Y =",
n=0

die nun leider fiir x = 13 divergiert. Die Taylorreihe konvergiert nur fiir —1 < z < 1.

e Es kann geschehen, dafl die Taylorreihe zwar konvergiert, aber nicht zur Funktion f. Siehe War-
nung 6.71 fiir ein Beispiel dafiir. Dieses zweite Problem tritt in der Praxis allerdings seltener auf.

6.5 Elementare Funktionen

6.5.1 Der geometrische Zugang zu den Winkelfunktionen

Die Winkelfunktion sin, cos und tan 3¢

Dreieck definiert:
Gegenkathete Ankathete ; sin  Gegenkathete
il finiohisnheii el a 2 e Rt

fiir Winkel zwischen 0 und 7 werden wie iiblich am rechtwinkligen

sin =

cos = =
Hypotenuse ’ Hypotenuse’ cos Ankathete

30sine, cosine, tangent



138 KAPITEL 6. FUNKTIONEN

Wenn nun ¢ € R beliebig ist, dann definiert man sin ¢ und cos ¢ wie folgt:

In einem kartesischen Koordinatensystem startet man im Punkt (1,0) und lduft auf dem Einheitskreis im
Gegenuhrzeigersinn den Winkel ¢ ab. Die kartesischen Koordinaten desjenigen Punktes, an dem man dann
ankommt, definieren die Zahlen cos ¢ (als z—Koordinate) und sin ¢ (als y—Koordinate). Falls cos¢ # 0,
dann definiert man tany := %ﬁ Die Lange des auf dem Einheitskreis zuriickgelegten Weges ist gerade
gleich .

Man sieht dann durch Hinschauen:

Satz 6.73. Die geometrisch definierten Winkelfunktionen sin und cos sind stetig und haben folgende FEi-
genschaften fir jedes p € R:

sin(p + 27) = sin g, cos(p + 2m) = cos p,
sin(¢ + ) = —sinp, cos(p + ) = — cos g,
sin (g - gp) Cos p, cos (— — <p) sin ¢,
sin(m — ) = sin g, cos(m — @) = — cos p,
sin(—p) = —sin g, cos(—p) = cos y,
sowie

. T
Sin ((p + 5) = cos p,
sin? ¢ + cos® p = 1.

Die Funktionen sin und cos haben die Periodenlinge 2w, wihrend tan die halbe Periodenlinge w hat.

Abbildung 6.1: Zum Additionstheorem des Sinus
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Satz 6.74 (Additionstheoreme). Fir a, € R gilt

sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 3,

cos(a+ ) = cosaccos B — sin asin 3,

sina — sin 8 = 2 cos (#) sin (%) ,
cosa — cos 3 = —2sin (QTM) sin (a;ﬁ) .

Beweis. Die letzten beiden Formeln folgen aus den ersten beiden (wie ?)

Wir beginnen mit dem Beweis des Additionstheorems fiir den Sinus im Falle von 0 < « < 7/2 und
0 < B < m/2, vgl. Abbildung 6.1. Wir zeichnen ein Dreieck PRS mit Innenwinkel « bei P und Innenwinkel
B bei R. Wir nennen die Streckenléngen v := RS und v := SP. Dann drehen wir das Dreieck PRS
um den Mittelpunkt der Strecke PR um 7w, wobei S auf einen Punkt ) abgebildet wird. Es entsteht ein
Parallelogramm PQRS mit Innenwinkel o + 3 bei P. Der Flidcheninhalt dieses Parallelogramms ist

A =uv - sin(a + f). (6.6)

Der Lotfulpunkt von S auf PR sei getauft auf den Namen Z. Fiir den Flidcheninhalt des rechtwinkligen
Dreiecks PZS haben wir dann

1 1
Apzs = §PZ - ZS = 5" (vecosa) - (usin f) = %cosasinﬂ.
Fiir den Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks Z RS folgt analog

1
Azps = 5ZR~ ZS == -(ucosf) - (vsina) = %sinacosﬂ.

1

2

Der Gesamtflicheninhalt des Parallelogramms ist dann
A=2(Apzs + Azrs) = uv - (cosasin § + sin « cos ).

Wir vergleichen dies mit (6.6), und das gewiinschte Additionstheorem fiir den Sinus steht da, zumindest
fiir den Fall 0 < o, < m/2. Weil Sinus/Cosinus ungerade/gerade Funktionen sind, bekommen wir das
Additionstheorem fiir den Sinus auch im Fall —7/2 < «, 8 < 0.

Als néchstes wollen wir das Additionstheorem des Sinus zeigen im Falle, daf} einer der beiden Winkel im
Intervall (0,7/2) liegt, und der andere im Intervall (—7/2,0). Mit ein wenig Uberlegung erkennt man, dafl
es geniigt zu zeigen:

sin(8 — «) = sin S cos a — cos ffsin v, O<a<f<m/2

Dazu zeichnen wir ein rechtwinkliges Dreieck PQ R mit rechtem Winkel bei (Q und Winkel 5 bei P, und
darin enthalten ein weiteres rechtwinkliges Dreieck PQT mit rechtem Winkel bei @ und Winkel « bei P.
Wir taufen Streckenldngen: w := PR, v := PT, u := PQ. Siehe Abbildung 6.2. Dann haben wir

cos 3

u = wcos 3, U = VCOS == v=w .
cos

Der Flacheninhalt des Dreiecks PT' R ist einerseits

w? cosf .

in(8 — a).

.
Aprgp = QW sin(f — a) = 5 osa

Andererseits haben wir PT'R als ,,Differenzdreieck” zweier rechtwinkliger Dreiecke, also

2

1 1
Aprr = Apgr — Apor = Euwsinﬂ — Euv sino = % (cosﬂsinﬂ — cosﬂcosﬂ

sin a)
cos a
w? cos B

(cosasinﬂf cosﬂsina).
2 cosa

Das wollten wir zeigen. Also gilt das Additionstheorem des Sinus jetzt sogar im Falle von —7/2 < a, 8 <
/2, denn diese Winkelfunktionen sind stetig, also kénnen wir zum abgeschlossenen Intervall {ibergehen.
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Abbildung 6.2: Zum Additionstheorem des Sinus
Aufgrund von sin(y + 7) = —sinvy und cos(y + 7) = — cos~y haben wir das Additionstheorem dann endlich

fur alle o, 8 € R.

Und das Additionstheorem fiir den Cosinus ergibt sich dann sofort geméf
. 7T . T -
cos(a+ﬂ):sm(§f(a+ﬂ)) 7s1n((2 a)+( ﬂ))
. m 7T .
= sin (5 - a) cos(—f) + cos (5 - a) sin(—p3)

cosacos S — sinasin 3,

wobel wir hier Satz 6.73 benutzt haben.

O

Aus den Additionstheoremen und einfachen geometrischen Uberlegungen ergeben sich dann die Formeln

fiir die Ableitungen:

Satz 6.75. Fir alle p € R gilt
(sing) = cosp, (cosp) = —sin .

Beweis. Geometrisch ist klar, dafl sin0 = 0 und cos0 = 1.
Wir zeigen als erstes, daf (sin’)(0) = 1.
Sei 0 < ¢ < 7. Einfache Flicheninhaltsiiberlegungen am Kreis zeigen, daf3

. %) tan ¢ 1
sinp < p <tanp <=1 < — < — = .
sing  singp  cosgp

Das Sandwichprinzip liefert dann lim,_,q Si—’;‘e = 1. Wegen sin0 = 0 ist das aber gerade die Formel fiir

(sin’)(0) = 1.
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Sei nun ¢y € R beliebig und ¢ # ¢g. Aus Satz 6.74 erhalten wir dann

sin ¢ — sin g — 9eos <SD+SOO) sin("’*f‘)) o <@+¢0) sin (_90*2900)
© = o 2 © = %o 2 £Ee

Fiir ¢ — g strebt die rechte Seite dann gegen cos .
Die Ableitungsformel fiir den Cosinus ergibt sich aus der Ableitungsformel fiir den Sinus und cos¢ =
sin(w/2 — ). O

Weil (modulo Vorzeichen) eine Winkelfunktion die Ableitung der anderen ist und umgekehrt, sind die
Winkelfunktionen sin und cos unendlich oft differenzierbar. Dann stellt sich naturgeméf die Frage nach
der Taylorreihe, und ob sie konvergiert, und wenn ja, gegen welchen Grenzwert. Diese Frage werden wir im
nichsten Abschnitt beantworten (obwohl wir es auch jetzt schon kénnten).

Wir vermerken nur kurz zum Schluf, da§ die Sinusfunktion die (einzige) Losung des Anfangswertproblems

y' +y=0, y(0) =0, ¢'(0)=1

ist; und die Kosinusfunktion ist die (wiederum einzige) Losung des Anfangswertproblems

y' +y=0, y(0)=1, ¢'(0)=0.

Die Einzigkeit der Losungen der genannten Anfangswertproblem war gerade Inhalt von Lemma 4.36.

6.5.2 Der analytische Zugang zu den Winkelfunktionen

Die Ausfithrungen des vorigen Abschnitts haben einen kleinen Nachteil: sie sind logisch etwas fragwiirdig
angeordnet. Dazu sollten wir kurz {iber das Konzept der Definition nachdenken: eine Definition bedeutet,
dafl der betreffende Begriff ,,geboren” wird. Bekanntlich kann niemand mehrfach geboren werden, und
genauso kann auch kein Begriff mehrfach definiert werden. Weiterhin verwendet man beim Definieren neuer
Begriffe andere Begriffe, die schon vorher definiert worden waren, sodafl sich im Laufe eines dreisemestrigen
Kurses ein grofler Stammbaum von Begriffen ergibt.

Im vorigen Abschnitt hatten wir allerdings einige Begriffe benutzt, von denen wir gar nicht wissen, wie wir
sie definieren sollen:

o Winkel,
e Linge eines Kreisbogens,

e Flicheninhalt eines Dreiecks bzw. Kreissektors,

und sicherlich noch einige andere mehr.

Es hat sich deshalb in der Mathematik eingebiirgert, die Winkelfunktionen auf dem Wege der Analysis ein-
zufithren und, darauf aufbauend, die geometrischen Begriffe hinterher zu definieren. Zum Beispiel definiert
man Flicheninhalte und Kurvenldngen als bestimmte Integrale.

Wir stellen uns jetzt auf den Standpunkt, von einer Zahl namens 7 noch nie etwas gehort zu haben. Wir
werden ihr erst zum Schlufl wiederbegegnen. Wir wissen auch gar nicht, was ein Kreis ist.

Wir beginnen mit einem kleinen Satz zur Exponentialfunktion.

Satz 6.76. Fiir z € C ist exp(z) = exp(z). Fiir x € R ist |exp(iz)| = 1.

Beweis. Die erste Behauptung erhalten wir aus

k

oo L ee} —)k
R DB DELEC)

0 k=0 k=0

p(2) =

Mg

el
Il

Nun ist einerseits

exp(iz) exp(—iz) = exp(iz — ix) = exp(0) = 1,
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andererseits nach der ersten Behauptung

exp(iz) = exp(ir) = exp(—iz).
Insgesamt ergibt sich exp(iz)exp(iz) = 1, also | exp(iz)| = 1. O
Definition 6.77. Fir z € R definieren wir zwei Funktionen ¢ = ¢(x) und s = s(z) durch

c(x) = Rexp(iz), s(x) = Sexp(iz).

Satz 6.78. Diese Funktionen haben die folgenden Eigenschaften fiir beliebige x,y € R:

e(x) = 7 (exp(ia) + exp(~iz) s(z) = = (exp(iz) — exp(—ia),
c(0) =1, 5(0) = 0,
c(~z) = c(z), s(—x) = —s(x),
A(x) + s%(x) = 1,
c(z+y) = c(@)e(y) — s(z)s(y), (z+y) = s(x)c(y) + s(y)c(z),
d(z) = —s(x), s'(z) = c(z)

Beweis. Die erste Zeile folgt aus exp(iz) = exp(—ix).
Aus exp(0) = 1 folgt ¢(0) = 1 und s(0) = 0.
Die c—Funktion ist gerade, denn wegen des Satzes 6.76 haben wir

c(—z) = Rexp(—izr) = Rexp(izx) = Rexp(iz) = c(z),

und analog argumentiert man fiir die s—Funktion. Aus Satz 6.76 bekommt man auch ¢?(z) + s?(x) = 1.

Die Additionstheoreme fiir ¢ und s folgen aus

c(r +y) +is(x +y) = exp(i(r + y)) = exp(ir) exp(iy)
= (c(z) +is(2)) (¢ (y) +1s(y))
= (c(2)c(y) — s(x)s(y)) +i(c(x)s(y) + s(x)c(y))

und Vergleich von Realteil und Imaginérteil auf beiden Seiten.

Die Beziehung fiir die Ableitungen 148t sich dhnlich zeigen. Wir starten mit den Formeln

c(x) = Rexp(iz) = %(exp(ix) + exp(—ix)), s(xz) = Sexp(iz) = %(exp(ix) — exp(—ix)).

Die rechten Seiten sind differenzierbare Funktionen, also miissen auch die linken Seiten differenzierbar sein.
Dann erhalten wir nach kurzer Rechnung ¢/(z) = —s(x) und s'(x) = ¢(x), was den Beweis komplettiert. [

Satz 6.79. Fir jedes x € R gilt
p2k+1

=2 (- =) (-1 2/<:+1)

2k)!
k=0 k=0

Diese Reihen konvergieren fiir jedes x € R absolut.

Beweis. Wir haben c(z) = 3 (exp(iz) + exp(—iz)) und s(x) = 5 (exp(iz) — exp(—iz)) sowie

X in..n & nin,.n
. iz . (—D)"i"x
exp(ir) = g T exp(—ix) = E —a
n=0 ’ n=0 ’

Der Rest ist Arithmetik. O
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Als nichstes untersuchen wir die Funktionen ¢ und s auf Monotonie. Wir haben fiir ¢ die Potenzreihe

x2 ot b 28

und es gilt die Abschétzung

x? 2t

2
c(m)gl—g—i—z, wenn xz° < 56,

denn fiir solche x ist der Reihenrest ——ac + 8,90 F eine Leibnizreihe, also nicht positiv, denn der erste
Summand dieser Leibnizreihe ist negatlv

Fiir x = 2 haben wir also ¢(2) < —z. Andererseits ist die ¢—Funktion stetig und ¢(0) = 1. Wegen des
Zwischenwertsatzes hat die Funktion c also mindestens eine Nullstelle zwischen z = 0 und = = 2. Kénnte
vielleicht ¢ dort mehr als eine Nullstelle besitzen ? Dazu beobachten wir, dafl im Intervall (0, 2] gilt, da8

2 4 2 2
5(55):90(1—%-1-1:6—20——!—...)zx(l—%)+(positiv)>x(1—%),

und dies ist positiv fiir 0 < x < 2. Wegen ¢/ = —s ist dann aber ¢ auf dem Intervall [0, 2] streng monoton
fallend, und demnach besitzt ¢ auf diesem Intervall genau eine Nullstelle. Man kann errechnen, daf sie
folgenden Wert hat:

p2 = 1.570796326794897 . . ..

Definition 6.80. Wir definieren
T = 2p2

Das ist einfach nur eine Schreibweise, aber Assoziationen zu schulischen Bildungserlebnissen sind nicht
unbeabsichtigt.

Wegen c(p2) = 0 und ¢?(z) + s%(z) = 1 muB |s(p2)| = 1 sein. Weil aber s'(z) = c¢(z) und ¢ > 0 auf dem
Intervall [0,p2), gilt demnach s(pz) = 1. Mit der neuen Schreibweise § = po erhalten wir so

o (i) .
xp (i5 ) =1
Potenzieren gibt exp(ir) = —1 und exp(2ir) = 1, also auch ¢(7) = —1, s(7w) =0, ¢(27) = 1, s(27) = 0.
Die Additionstheoreme fiir die Funktionen ¢ und s liefern dann
(ac + ) c(x)-0—s(xz) - 1=—s(x),

(=1) - ()0 —c(x),
-1 —s(x)-0

()
()
s(z+Z =s(x) - 0+c(x)-1
2
()
()

ﬁ
A/—\
8 8
—

(=D +ex)- 0= —S(w),
“1+c(z)-0=s(x).

Satz 6.81. Fiir jedes x € R gilt ¢(x) = cos(z), s(x) = sin(x) sowie
exp(iz) = cos(x) + isin(x). (6.7)

Hierbei sind cos und sin geometrisch definiert.

Beweis. Die Funktionen ¢ und cos sind Losung des Anfangswertproblems
y'+y=0,  y0)=1, y'(0)=0,

und die Funktionen s und sin sind Losung des Anfangswertproblems
y'+y=0 y(0)=0, y(0)=1

Da es aber (wegen Lemma 4.36) nur jeweils eine einzige Losung geben kann, mul ¢(r) = cos(z) und
s(x) = sin(x) gelten. Die Gleichung (6.7) folgt dann aus der Definition von ¢ und s. O
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Definition 6.82 (Komplexe Winkelfunktionen). Fiir z € C definieren wir die Winkelfunktionen
1 1
cos(z) = §(exp(iz) + exp(—iz)), sin(z) = E(exp(iz) — exp(—iz)).
i

Offensichtlich sind diese Funktionen in ganz C unendlich oft differenzierbar, und Satz 6.74 sowie Satz 6.79
gelten auch fiir komplexe Argumente.

Frage: Man bestimme sup, ¢ | cos(z)| und sup, ¢ | sin(z)].

Satz 6.83. Die einzigen Nullstellen der komplezen Winkelfunktionen sind zsin,, = nm fir den Sinus und
Zcos,n = % + nm fir den Cosinus, wobei n € Z.

Wenn exp(iz) = 1, dann ist z = 2n7 fir ein geeignetes n € Z.
Beweis. Sei z = x + iy mit x,y € R. Fiir den Cosinus haben wir zum Beispiel

R(cosz) = %?R(exp(iz) +exp(—iz)) = %?R (ee™¥ + e i"eY)

= % (e_y cosz + €Y cos z) = % Ccos T (e_y + ey) .

Die Aussage iiber die Nullstellen der Sinusfunktion bekommt man auf &hnlichem Wege.

Wenn nun exp(iz) = 1, dann ist auch exp(—iz) = 1, und somit ist sin(z) = 0, also z = kx fiir ein k € Z.
Die ungeraden k& kommen nicht in Frage (warum ?), also bleiben nur die z = 2n7 iibrig, und fiir diese gilt
exp(iz) = 1 tatséchlich. O

Definition 6.84. Fiir z € C mit z ¢ 5 + nZ definieren wir die Tangensfunktion als

Satz 6.85. Die Tangensfunktion besitzt die folgenden Eigenschaften (iberall dort, wo sie definiert ist):

tan(z + 7) = tan z,

tan(—z) = —tan z,
tan z + tanw
tan(z + w) = ——
1 —tanztanw
1
tan’(z) = 1 + tan® z = ——.
cos? z
Beweis. Diese Eigenschaften ergeben sich direkt aus den analogen Eigenschaften von sin und cos. O

Durch Division der Potenzreihen von sin und cos bekommt man die folgende Potenzreihe des Tangens im
Ursprung mit Konvergenzradius 5. Weitere Terme der Potenzreihe ergeben sich durch Rechnen.

tanz =z + 123 + 325 + £Z7 + 62 29 + 1382 le 21844 213 929569 215
T3 T 15T 3157 T 2835 155925 6081075 638512875
+ 0(2’17)7 2z — 0.

Satz 6.86 (Arcusfunktionen).

1. Die Sinusfunktion bildet das Intervall [—7, 5] bijektiv auf [—1,1] ab. Die Umkehrfunktion

arcsin: [—1,1] — [—g,g}
1

2. Die Cosinusfunktion bildet das Intervall [0, 7] bijektiv auf [—1,1] ab. Die Umkehrfunktion

heifst Arcussinus und hat die Ableitung (arcsiny) =

arccos: [—1,1] — [0, 7]

heifst Arcuscosinus und hat die Ableitung (arccosy) = — -
—y
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3. Die Tangensfunktion bildet das Intervall (=%, %) bijektiv auf R ab. Die Umkehrfunktion

™ T
t ﬂRa(——;ﬁ
arctan 99

heifst Arcustangens und hat die Ableitung (arctany)’ = ﬁ

Beweis. Das schaffen Sie alleine. O
Frage: Wie lassen sich die Ableitungsformeln fiir die Arcusfunktionen und die Formel fiir die Allgemeine

binomische Reihe (siehe (6.5)) so kombinieren, daf§ mit sehr geringem Arbeitsaufwand Potenzreihen fiir die
Arcusfunktionen erhalten werden kénnen 7 Insbesondere sollten Sie folgende Formel gefunden haben:

(D"
tanz = ) el ~1<z<1.
arctanx n:02n+1:c , <z<

Wir beschlieBen den Abschnitt mit einigen kulturell-historischen Betrachtungen. Wenn wir in der
Arcustangens—Potenzreihe x = 1 einsetzen, dann bekommen wir die erstaunliche Formel

T_q 1 i 1 1 n 1
1= 37 79T
die rein theoretisch verwendet werden konnte, um 7 auszurechnen; aber in Wirklichkeit ist sie weitgehend
unbrauchbar, denn man benttigt mindestens 10.000 Summanden, um 7 auf 4 Stellen nach dem Komma zu
ermitteln. Diese Formel wurde in Kontinaleuropa 1682 gefunden von Leibniz, aber sie war im 14. Jahrhun-
dert schon in Indien bekannt.

Bemerkenswert ist, dafl man nach einigen Transformationen (elementar, aber nur mit Gespiir zu finden)
deutlich schneller konvergierende Reihen angeben kann, die tatséchlich fiir die Bestimmung von 7 genutzt
wurden. Wir folgen hierbei den Darlegungen von JOHN MACHIN aus dem Jahr 1706. Und zwar haben wir

tanx + tany

e g g
1 —tanz-tany an(z +y),

also auch (wenn wir ¢ = tanx und s = tany setzen)

t+s
arctan T 1s = x + y = arctant + arctan s.

Sei a ¢ {1,1/2} eine positive Zahl, und seien ¢ := —%; sowie s := 5—+. Dann haben wir®’
1 1 (2a—1)—(a—1) a
L sy (a—1)(2a—1) TeoDea-
a -1
11— : —1-¢
a—1 2a—1 >

also bekommen wir dann

T a 1
— =arctan | —— | —arctan [ ——— | .
4 (al) (2&1)

Jetzt wihlen wir a clever, ndmlich a = 120, und es ergibt sich dann

™ 120 1
— = arctan — — arctan —.

4 119 239

Den ersten Arcustangens konnen wir deutlich verschénern. Es ist ndmlich

) 5 5 5
9 — 5 5 5 57

also entsteht

arcta 120 arcta 0 + arcta > 2 arcta 0
rctan — = arctan — = = il
119 12 A D

37djes ist eine sehr schéne Ubung darin, Klammern méglichst nicht auszumultiplizieren
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Das war so entziickend, dafl wir diesen Umformungstrick nochmal wiederholen:

1 1 1
5 10  2-1-5 2.1 141

1224 5.5-1.1 1-1.1 1-1.1

und das liefert uns dann

5 1 1 1
arctan — = arctan — + arctan — = 2 arctan —,
12 5) )

und insgesamt entsteht somit die Formel von JOHN MACHIN:

T _ farctan = — arct

g = 4arctan —arctan o
Der grofie Vorteil dieser Darstellung gegeniiber der Leibniz—Reihe aus dem Jahr 1682 ist jetzt, dafl die
Argumente der Arcustangensfunktionen deutlich ndher an der Null sind, soda die Potenzreihen jetzt
wesentlich schneller konvergieren. Jeder neue Summand ist offenkundig mindestens 25 mal kleiner als sein
Vorgénger, und tatsdchlich hat Machin im Jahr 1706 mit dieser Formel die Zahl 7 ohne technische Hilfsmittel
auf 100 Dezimalstellen berechnet.

6.5.3 Die Hyperbelfunktionen
Definition 6.87. Die Funktionen

1
sinh: C — C, sinh: z — sinh(z) = i(exp(z) —exp(—2)),

1
cosh: C — C, cosh: z — cosh(z) = §(eXp(z) + exp(—2)),

- _ sinh(z) _ exp(z) — exp(—2)
tanh: z — tanh(z) = cosh(z)  exp(z) + exp(—2)’

tanh: C \ (% +mz> ~C,

heiflen Sinus hyperbolicus, Cosinus hyperbolicus, Tangens hyperbolicus®®.

Der Name kommt von der Formel cosh?(z) — sinh®(z) = 1 fiir € R, die besagt, daf§ die Punkte der Form
(coshz,sinh z) auf dem Ast einer Hyperbel liegen.

Nach diesen Definitionen untersuchen wir die iiblichen Eigenschaften
e Additionstheoreme,

e Symmetrieeigenschaften (z.B. Invarianz der Funktionen unter der Spiegelung = — —a oder unter
einer Verschiebung x — z + p),

Ableitungen,

Potenzreihendarstellungen,
e Umkehrfunktionen (aber nur in R, nicht in C!).
Satz 6.88. Im Definitionsbereich dieser Funktionen gelten die folgenden Figenschaften:

sinh(z + w) = sinh z cosh w + cosh z sinh w,
cosh(z + w) = cosh z coshw + sinh z sinh w,
tanh z 4 tanh w

tanh =
anh(z +w) 1 + tanh z tanh w’
sinh(—z) = —sinh z, cosh(—z) = cosh z, tanh(—z) = — tanh z,
1
sinh’(2) = cosh z, cosh’(z) = sinh z, tanh'(z) = ——,
cosh?(z)
sinh(z + 27i) = sinh z, cosh(z + 27i) = coshz,  tanh(z + 7i) = tanh z,
sinh z = —isin(iz), cosh z = cos(iz), tanh z = —itan(iz),
o 2k+1 < 2k

inhz = —_— hz = .

sinh z 2 Ok cosh z ;0(21@’)!

38hyperbolic sine, hyperbolic cosine, hyperbolic tangent
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Beweis. Eine wunderbare Gelegenheit, den Umgang mit elementaren Funktionen zu iiben ! |

Fiir den Tangens hyperbolicus bekommen wir auf bekanntem Wege die Reihendarstellung

1 2 1 2 1382 21844 2
tanhz =2 — =23 + —=2° — 7 2T+ 0 29 — 38 211 8 213 = mzw
3 15 315 2835 155925 6081075 638512875

+ 9Oz, z — 0.

Der Konvergenzradius ist 5.

Satz 6.89 (Areafunktionen). Die Funktion y = sinh(z) bildet das Intervall R = (—o0,00) bijektiv auf
sich ab und hat dort die Umkehrfunktion

x = Arsinh(y) = In (y + \/y—Jr)

Die Funktion y = cosh(z) bildet [0,00) bijektiv auf [1,00) ab und hat dort die Umkehrfunktion

2 = Arcosh(y) = In (y + F)

Die Funktion y = tanh(z) bildet R = (—o0, 00) bijektiv auf (—1,1) ab und hat dort die Umkehrfunktion

1ty

x = Artanh(y) = —1 Ty

Diese Funktionen heifien Area sinus hyperbolicus, Area cosinus hyperbolicus, Area tangens hyperbolicus®’.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Die Namen cosh und sinh erkléren sich wie folgt.

Am Einheitskreis (beschrieben durch die Gleichung 22 + y* = 1) betrachten wir den Sektor mit den Ecken
(1,0) und (x,y). Dann gilt: falls dieser Sektor den Flicheninhalt ¢/2 besitzt, so ist (z,y) = (cos ¢, sin ¢).
Siehe Abbildung 6.3.

An der Einheitshyperbel (beschrieben durch die Gleichung 2% — 32 = 1) betrachten wir den Sektor mit
den Ecken (1,0) und (z,y). Dann gilt: falls dieser Sektor den Fldcheninhalt ¢/2 besitzt, so ist (z,y) =
(cosh ¢, sinh ¢). Siehe Abbildung 6.4.

6.5.4 Wurzeln aus komplexen Zahlen

In diesem Abschnitt ziehen wir Wurzeln aus komplexen Zahlen. Diese bilden allerdings keine Wurzel-
funktion, denn die Bedingung der Eindeutigkeit ist verletzt.

Satz 6.90. Sein € N.

1. Dann gibt es genau n verschiedene komplexe Zahlen (y, ..., (n—1 als Losungen der Gleichung
2" =1.

Dies sind die Zahlen

gjexp<2ml>, j=0,1,....,n—1.
n

2. Sei w = |w|exp(ip) € C. Dann gibt es genau n verschiedene komplexe Zahlen zo, ..., zn—1 als
Losungen der Gleichung

2" = w.
Diese werden gegeben durch z; = z9(;, 7 = 0,1, ...,n —1, wobei
20 = V/|w|exp (18) .
n

Hierbei bedeutet {/|w| die gewéhnliche nichtnegative Wurzel aus einer nichtnegativen reellen Zahl.

39 Nicht Arcus ...
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1.2

(cos(d),sin(¢))

14 16 18

-1.24

Abbildung 6.3: Ein Sektor am Einheitskreis

1.54

(cosh(9),sinh(¢))

0.5

0 (1,0)

2’5 3 35 4

-0.54

-1.54

Abbildung 6.4: Ein Sektor an der Einheitshyperbel
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Beweis. 1. Sei 2™ = 1. Wir kénnen z schreiben als z = |z| exp(ip) mit ¢ € R. Dann ist
1=2"=|z|" exp(iny),

also |z| = 1 und somit exp(ing) = 1.
Wir wissen aus Satz 6.83: wenn exp(iv)) = 1, dann ist ¢ = 2j fiir ein j € Z. Die Relation ny = 2j7
fithrt gerade auf die Darstellung der (j.

2. Man rechnet nach, dafl diese z; tatséchlich Lésungen sind. Sei nun z* eine weitere Lésung von 2" = w.
Dann ist der Quotient z—o aber eine Losung von 2™ = 1. Und diese Gleichung hat lediglich die Lésungen

Coy -+ Cn—1. Also kann es aufler den zg, ..., z,—1 keine weiteren Losungen der Gleichung 2z = w
geben.

O

Die Zahlen (y, ..., (,—1 heiflen n-te Einheitswurzeln, und die Zahl Eins wird auch gern als Einheit bezeich-

net.

6.6 Verfahren zur numerischen Lésung nichtlinearer Gleichungen

Lineare Gleichungen und Systeme von linearen Gleichungen kénnen mittels Standardmethoden gelost wer-
den (und zwar exakt); und die Theorie der Matrizen stellt viele Hilfsmittel bereit, die Lésungen néher zu
beschreiben.

Demgegentiiber ist die Situation bei nichtlinearen Gleichungen viel schwieriger:

e Man kann manchmal nur hoffen, daf} es iiberhaupt Losungen gibt.

e Oft weil man nicht, wieviele Losungen es sind.

Es ist keineswegs einfach, diese Losungen dann auch noch zu finden.

Und schliefllich kann man nur in wenigen Féllen die Losungen exakt ermitteln; meist mufl man sich
mit Ndherungswerten begniigen.

Beispiel 6.91. Wir versuchen die Gleichungen
x = cos(x), y=e¥—2

zu losen, wobei x,y > 0. Wir erhalten die Wertetabellen

Y
0
1

0.718
2 |5.39

Das fiihrt uns auf die Idee einer Iteration,

20 : =0, Xpy1:=cos(y), bzw. Yo := 1.5,  Yny1 :=exp(yn) — 2.

Damit erhalten wir dann

n | Tn
00

1|1 n | Yn

2| 0.54 015

31 0.86 - 1| 248

41 0.65 ' 2 1 9.96

51 0.79 3| 21191.5

6 | 0.70 4| E

7 10.76

8 1 0.72
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Im ersten Fall strebt die Folge gegen 0.739085133, im zweiten Fall gegen co. Wir unternehmen einen zweiten
Versuch fiir den mifiglickten zweiten Fall: y+ 2 = €Y, also sei jetzt

Yo :=1.5, ynt1:=In(yn +2).
Das fiihrt uns auf

Yn
1.5
1.25
1.18
1.157
1.149

mit Grenzwert 1.146193. Dieser ist eine Losung zu y = eV — 2.

»kal\DHO‘ﬁ

Warum versagt das eine Verfahren, aber das andere nicht ?

6.6.1 Das Halbierungsverfahren

Zunéchst erinnern wir an ein einfaches Verfahren, das in solchen Situationen immer funktioniert. Wir
hatten es schon beim Beweis des Zwischenwertsatzes benutzt.

Wir suchen zum Beispiel die Nullstelle von f = f(y) = e¥ —2—y. Dazu starten wir von zwei Werten y und
y1, fiir die f(yo) und f(y1) verschiedenes Vorzeichen haben. Dazwischen muf} eine Nullstelle von f liegen,
denn f ist stetig. Als néichstes probieren wir ys := %(yo + 1), und so weiter:

0|1 —0.28
112 3.39
2115 0.98

3| 1.25 0.24

41 1.125 —0.045
5 | 1.1875

Die Fehlerschranke fiir die Nullstelle verbessert sich mit jedem Schritt um den Faktor % Das Verfahren
konvergiert langsam, dafiir aber auf jeden Fall.

6.6.2 Funktionaliteration und der Banachsche Fixpunktsatz

Definition 6.92. Sei F' eine Abbildung einer Menge M in sich. Wir sagen, dafi * € M ein Fixpunkt*?
von F ist, wenn F(z*) = x*.

Satz 6.93 (Banachscher Fixpunktsatz'!). Sei M C U abgeschlossen, U ein Banachraum, und F: M —
M mit [|[F(z) — F(y)lly < allz —yly fir ale z,y € M, wobei a < 1.
Dann hat F genau einen Fizpunkt in M, F(x*) = x*, der gefunden werden kann durch den Algorithmus
xo € M beliebig,
Tpt1 = F(x,), n €Ny

Wir haben die Fehlerschitzung

n

[l = 2nlly < [lz1 = 2ol - (6.8)

11—«
Beweis. Zunéchst haben wir

22 = 21l = [1F(21) = Fzo)lly < erllar = 2olly

25 — @2y = | F(x2) — Fla)|ly < allwe — a1y < o[l — xolly,

|71 — anU <a"|lz; — xOHU :

40fixed point
41 Banach fixed point theorem
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Sei nun n < m. Dann ergibt sich
me - anU = H(xm —Tmo1) + (wm—l — Tpo2)+ -+ (xn-i-l - xn)HU
< H-Tm - xm—l”[] + me—l - -Tm—QHU + -+ ||-Tn+1 - -Tn||U

< (Oszl +Tam ey a") ||:L'1 — ZL'()HU

(oo}
<> Mz — oy
k=n
a"l
= 1 —a H-Tl _‘TOHU — 0,

falls n — oco. Also ist (2, )nen eine Cauchyfolge. Weil der Raum U als Banachraum keine Locher hat, besitzt
diese Folge einen Grenzwert z*, lim, , ||, — 2*||;, = 0. Und weil M abgeschlossen ist, liegt z* in M.

Wenn wir in der eben gezeigten Ungleichung

n

[€m = 2nlly < [e1 = 2ol m>mn,

1—«

den Index m nach Unendlich schicken und Satz 5.24 clever einsetzen, dann bekommen wir genau die

Fehlerschétzung (6.8).
Dieser Grenzwert x* ist Fixpunkt der Abbildung F', denn

x* = nh—>rrolo Ty, = nh—>rgo Tpt1 = nh—>H;o F(z,) = F(nh_>rgo xn) = F(x").

Hierbei haben wir im vorletzten Schritt die Stetigkeit von F' (als kommutatives Diagramm) benutzt. Und die
Stetigkeit von F' wiederum folgt aus Satz 6.18 (Teil 4) mit dy(¢) = €/, in Verbindung mit Bemerkung 6.20.

Es kann keinen zweiten Fixpunkt geben, denn falls 2** = F(2**), dann gilt

™ = 2™l = [F (™) = F(a")[[y < alla™ =27,
was nur fiir 2* = 2** moglich ist.
Damit ist der Banachsche Fixpunktsatz bewiesen. O
Beispiel 6.94. Sei F': [a,b] — [a,b], und |F'(z)| < a < 1 auf [a,b]. Dann gibt es genau ein x € [a,b] mit
F(z) =x.
Warum ist das so ¢
Beispiel 6.95. Bezogen auf das Beispiel der Gleichung x = cos(x) heifit das: [a,b] = [0.1,1], F(x) = cos(z),
also |F'(x)| = |sin(z)|. Auf dem Intervall [0.1,1] ist die Sinusfunktion echt kleiner als 1, also konnen

wir argumentieren wie eben. (Die Wahl der Intervallgrenzen 0.1 und 1 hat sich dabei nach Probieren als
zweckmdf$ig herausgestellt.)

Frage: Warum kam es fiir die Tteration y,41 := exp(y,) — 2 im obigen Beispiel zur Divergenz ?

Ein Beispiel aus der Physik

Wir betrachten ein Elektron in einem Potentialtopf. Die Ortsvariable x ist aus dem R!, und das Potential
V ist

Vo @ —a<zx<a,
Viz) =
() {0 x| > a,

wobei a > 0 und V) < 0 gegeben sind. Wenn F der Energiewert des Elektrons ist und m seine Masse, dann
erfiillt die Wellenfunktion ¢: R — C des Elektrons im stationdren Fall die Differentialgleichung

FL2 d2 [e ]
(-~ sz + VD) ole) = Bela), 2R [ ewpa -t
Wir betrachten nur gebundene Zusténde, also ist Vy < E < 0. Zuerst skalieren wir die Konstanten weg,
also fithren wir reelle Parameter x, ko und K ein mit
n o, h?

E= —— Vo =1 —— E—-Vy= —K?
om" 0 om0 O om0
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und es ergeben sich dann die Differentialgleichungen

d2

(@ - 52) e(x) =0, —o0 <z < —a,
d? 9

(@"‘K)(P(BU)ZO, -0 << —a,

d2
<—n2)<p(x)0, a < x < +400.

Die Parameter erfiillen die Nebenbedingung K? = k3 — k2, und kg ist gegeben, withrend K gesucht ist.

Die Losungen der Differentialgleichungen sind

alenx + a2€7'{I

o(z) = ¢ b1eBT e K2 1 g <z <a,

o< r < —a,

RT

cr1e + coe” ta < x < oQ.

Die Bedingung [~ |¢(«)|?dz = 1 erzwingt dann ¢; = 0 und az = 0. Es bleiben also noch vier Parameter
a1, b1, bo und ¢, iibrig. An den Ubergangsstellen 2 = +a soll ¢ stetig sein und ¢’ ebenfalls. Dies ergibt vier
Gleichungen fiir die vier Parameter. Dieses Gleichungssystem ist linear und homogen. Damit wir allerdings

eine physikalisch relevante Losung bekommen, mufl der Rang der Matrix weniger als vier sein (ansonsten
hitten wir nur die Losung a; = by = by = ¢ = 0, die keinen physikalischen Zustand beschreibt).

Aus physikalischen Uberlegungen ergibt sich: weil V' symmetrisch ist (denn V(—z) = V(z)), ist die Wel-
lenfunktion ¢ entweder symmetrisch (also p(—x) = p(x)) oder antisymmetrisch (also p(—x) = —p(x)).

Im symmetrischen Fall ist b; = by und a3 = ¢, und wir erhalten (nach einiger Rechnung im Selbststudium)
aus der Rangbedingung an die Matrix die notwendige Bedingung

K
tan(Ka) = —.
an(Ka) e
Und im antisymmetrischen Fall ist by = —by und a; = —c», und die Rangbedingung an die Matrix liefert
uns jetzt

K
tan(Ka) = ——.
K

Wir sehen K als gesucht an und werfen jetzt s heraus: es ist 0 < k < kg und K = \/mg — K2, also sind
folgende hochgradig nichtlineare Gleichungen nach K aufzultsen:

N \/Hg — K? v —-K
tan(Ka) = — tan(Ka) = 7\/27[{2
K§ —

Eine Arbeitsstrategie konnte die folgende sein:

e man plotte jeweils die linke Gleichungsseite als Funktion von K, und die rechte Gleichungsseite auch,

e man bestimme geometrisch die Anzahl der Kreuzungspunkte der Graphen (diese Anzahl gibt uns an,
wieviele Energieniveaus in diesem Potentialtopf moglich sind),

e die tatséichlichen Werte fiir K konnte man mit dem Halbierungsverfahren bestimmen, oder mit einer
behutsam eingesetzten Funktionaliteration. Aus diesen Werten fiir K ermitteln wir dann die Ener-
gieniveaus, die ein Elektron haben kann. Genau an diesen Energieniveaus waren wir interessiert.

6.6.3 Das Newtonverfahren

Definition 6.96. Wir sagen, daf$ eine Folge (x,, )nen von Elementen eines Banachraums linear gegen einen
Grenzwert x* konvergiert, wenn

[#ns1 ="y < allzn — 2"y
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gilt fiir alle n, mit einem gewissen o < 1, das nicht von n abhingt.
Wir sagen, daf$ die Folge (x,,)nen quadratisch konvergiert, wenn
* %12
lznt1 — 2%y < Cllen — 2|5
gilt, falls x,, nahe bei x* ist. Hierbei ist C' eine positive Konstante, die nicht von n abhdingt, aber auch
grofier als eins sein darf.
Das Newtonverfahren ist ein Beispiel fiir ein quadratisch konvergentes Iterationsverfahren.

Noch ein Wort zur Schreibweise: fiir Abbildungen mit gesuchtem Fixpunkt x* schreiben wir Grof3 F', und
fiir Funktionen mit gesuchter Nullstelle =* schreiben wir klein f.

Das Newtonverfahren im R!

Sei f: R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit Nullstelle 2*, und sei f/(z*) # 0. Dann ist
das Newtonverfahren wie folgt definiert:
zo nahe genug an ",

LTn+1 = Tp — f/(SC )a
n

n=0,1,...

Wenn die Folge der z,, konvergieren sollte gegen einen Grenzwert, dann strebt die Folge (2,41 — Zn)nen
der Differenzen benachbarter Folgenglieder nach 0, also geht die Folge (f(2,))nen ebenfalls nach 0.

Satz 6.97. FEs gibt ein § > 0, sodaf fiir das Intervall M = [x* — §,2* + 0] gilt:

1. Die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens bildet M in sich ab.

2. Das Newtonverfahren konvergiert quadratisch gegen z*.

Beweis. Zunichst ist f'(z*) # 0. Wir wihlen nun ¢ so klein, daff im Intervall M iiberall f'(x) # 0 ist. Das
geht wegen Lemma 6.7 und der Stetigkeit von f’. Als niichstes basteln wir uns eine Hilfsfunktion

F(x) :zj{;((:;)), e M.

Eine Division durch Null kann fiir x € M nicht eintreten. Fiir diese Hilfsfunktion rechnet man schnell nach,
daf

F(x*) = 2", F'(z) = 7f((;l)(f;;§f), F'(z*) =0.

Wir diirfen fordern, da § so klein ist, daf im Intervall M gilt: |F'(z)| < 5, wegen der Stetigkeit von F”.

1

29
Das Newtonverfahren wird nun beschrieben durch die Vorschrift 2,41 := F(x,,). Sei ,, € M, also |x,,—z*| <
0. Der Mittelwertsatz liefert dann, dal |x,+1 — ¥ < %|:cn —z*| < %5, also x,41 € M. Damit kann
das Banach-Fixpunkt-Verfahren fiir die Funktion F' durchgefiihrt werden und wir bekommen sofort die
Konvergenz gegen lim,, . x,, = &* sowie eine Fehlerschranke:

|Tnt1 — 2n| < J.

- 2n71

Diese Schranke konnen wir aber gewaltig verbessern. Dazu gehen wir zuriick zur Funktion f, fiir die wir
eine Taylorentwicklung im Entwicklungspunkt z,, veranstalten:

0= f(z") = flan+ (&" = zn)) = fan) + f'(2n) (@ —2n) + %f”(fn)(x* —an)”.

Hierbei liegt &, zwischen z, und z*; mehr ist vom &, nicht bekannt. Wir dividieren durch f’(z,) und
sortieren um:

2 RPN () I
O ) T e & )
T . SC* _ f”(gn) (SC* — )2
n+1 - 2f/($n) n) -

Weil dieser Bruch beschrankt auf M ist, ist dies genau die gewiinschte quadratische Konvergenz. O
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Beispiel 6.98 (Babylonisches Wurzelziehen). Wir wollen die Wurzel aus 2 ziehen. Sei also f(x) =
2% — 2, und £og = 1. Dann haben wir die Iterationsvorschrift

22 -2 1 2
Tpt1 i= Tp — o :5 Ty +— | .
n n

Diese Iterationsvorschrift war schon den alten Sumerern in Babylon bekannt, vor etwa 4000 Jahren. FEine
entsprechende Formel gibt es auch fiir hohere Wurzeln; dann ist f(x) = 2™ — a. Diese Formel geht auf
HERON *? zuriick. Es ergibt sich folgende Tabelle. Man beobachte die Verdopplung der Anzahl korrekter
Dezimalstellen, worin sich die quadratische Konvergenz widerspiegelt.

| | T, | Anzahl richtiger Stellen |
1 1
1.5 1

1.416666666666667 | 3
1.41421568627451 | 6
1.41421356237469 | 12
1.414213562373095 | > 16
1.414213562373095 | > 16

oo |w|o| ol 3

6.7 Schliisselbegriffe

Definition Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion,

e Satz vom Maximum, Zwischenwertsatz,

e Definition von Ableitung und Landau—Symbolen,

e Produktregel, Kettenregel, Ableitung der Umkehrfunktion,

e Mittelwertsatz, Regel von Bernoulli und de ’'Hospital,

e Taylorsatz und seine Beziehung zu Extremwerten,

e komplexe Winkelfunktionen, Arcusfunktionen, Hyperbelfunktionen, Areafunktionen,
e Wurzeln aus komplexen Zahlen im Gegensatz zur Wurzelfunktion,

e Banachscher Fixpunktsatz und Newtonverfahren.

42HERON VON ALEXANDRIA, lebte irgendwann zwischen 150 vor Christus und 250 nach Christus.



Anhang A

Algebraische Strukturen

Name | Operationen | Beispiele und Anmerkungen
Bsp: (No, +)
Halbgruppe ° Bsp: Evolutionsoperator eines Diffusionsprozesses
Anm: o braucht nicht kommutativ zu sein
. Bsp: (Z,+)
Gruppe jede Gleichung a oz = b bzw. Bsp: Verschiebungsgruppe
yoa=bist lsbar Bsp: Gruppe der Drehungen
Bsp: alle invertierbaren Matrizen des R™*"™
Bsp: (Z,+, )
] Bsp: Restklassenring bei Division durch £ € Zg
Ring +, — und - Bsp: Polynomring
Bsp: Matrizenring R™*™
Anm: + ist kommutativ, aber - nicht unbedingt
) Bsp: Q, R und C
Korper +, —, -und / Bsp: Restklassenring bei Division durch Primzahl
Bsp: gebrochen rationale Funktionen
Bsp: R™ als Menge der Verschiebungspfeile
Vek Vektor + Vektor = Vektor Bsp: R” als' Zahlenspalt;xn
ektorraum Zahl - Vektor — Vektor Bsp: Funktionenraum I#([a,b] — R)
Bsp: Matrizen R™*™
Bsp: Menge der linearen Abbildungen Hom(U — V)
: Bsp: R™ mit ||z, = |z1]+ -+ |2
normierter wie Vektorraum U, Bsp: R mit ||z, = (224 +x )1/2
Raum aber zusétzlich noch Bsp: R” mit [z] _ = max{|x1| |z}
Norm |-} : U = Rxo Anm: Norm entstammt genau dann einem Skalar-
produkt, wenn die Parallelogrammgleichung gilt
o wie Vektorraum U, Bsp: R™ m%t (z,y) = 2%21 xjﬁ
eul'd'l'(hscher/ aber zusitzlich noch reelles / Bsp: C" mit (z,y) = > 7 #;7;
Enltarer komplexes Skalarprodukt <'7 '>, Bsp: C([a, b] — R) mlt f7 f f x g ;p
aum ., —
und Norm [|ullyy := v/(u, u) Bsp: C([a,b] — C) mit (f, g) f f(z g(x
Banachraum/ Anm: jede Cauchyfolge konvergiert
vollsténd. . . Bsp: R™ und C™ mit jeder Norm
. wie normierter Raum 5
normierter Bsp: I*([a, b] — R)
Raum Bsp: C([a,b] — R) mit |||
Anm: jede Cauchyfolge konvergiert
Hilbertraum wie euklidischer bzw. Anm: per Definition ist jeder Hilbertraum gleichzei-

unitarer Raum

tig euklidisch /unitir und Banachraum
Bsp: I?([a,b] — R)
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ANHANG A. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

Es gibt noch weitere physikalisch relevante algebraische Strukturen, die im Skript zwar gelegentlich verwen-
det wurden, ohne aber definiert worden zu sein. Insbesondere sind Algebren interessant. Grob gesprochen,
ist eine (assoziative) Algebra ein Vektorraum, der gleichzeitig ein Ring ist. Das heifit, zusiitzlich zu den
beiden Vektorraumoperationen ,, Vektor + Vektor = Vektor“ und ,,Zahl - Vektor = Vektor* gibt es noch
eine Ringoperation ,, Vektor mal Vektor = Vektor“, die in jedem Faktor linear ist und teilweise noch weitere
Eigenschaften hat. Fiir diese weitere Multiplikation verwenden wir das Symbol <.

Name | Operationen | Beispiele und Anmerkungen
) Anm: < braucht weder kommutativ noch assoziativ
wie Vektorraum, sein, und ein neutrales Element braucht es auch nicht
Algebra und zusétzlich geben
Vektor $ Vektor = Vektor Bsp: R3 mit Kreuzprodukt
Anm:  ist jetzt assoziativ
Bsp: Matrizen aus R™*" mit ) = Matrizenmultipl.
assoziative wie Algebra Bsp: Hlom(U —U )'mit ¢ = Nacheinanderausfithrung
Algebra Bsp: IMR — R) mit { = x,

und * ist das Faltungsprodukt
(f*9)(@) = [ = fl@—y)g(y)dy

Lie-Algebra

wie Algebra,
schreibe [z, y] statt )y

Anm: per Definition ist

[z, [y, 2l + [y, [z, 2]] + [z, [, y]] = 0 und [z, 2] = 0
Bsp: R? mit Kreuzprodukt

Bsp: Hom(U — U) mit [A,B] := Ao B — Bo A,
hierbei ist o = Nacheinanderausfithrung

Bsp: Drehimpulsoperatoren der Quantenmechanik

Ein Buch, das iiber mehrere hundert Seiten hinweg Lie-Algebren diskutiert, ist:

Literatur: Greiner und Miiller: Quantenmechanik. Symmetrien, 2005
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Abbildung cos, 144

lineare, 65, 73 cosh, 146
Abel, 30
abgeschlossene Menge, 95, 97 Defekt, 77
Ableitung, 12, 123 Definitionsbereich, 115
Abschluf3, 95, 97 Delta-Distribution, 74
absolut konvergent, 99 Determinante, 39
absolute Konvergenz, 107 Differential, 124
Additionstheorem, 113, 138 Differentialgleichungssystem, 84
adjungierte Matrix, 67 Differentialoperator, 84
affiner Raum, 46 differenzierbar, 12, 19, 123
dhnliche Matrizen, 83 stetig, 123
allgemeine Potenz, 123 Dimension, 55
analytisch, 124 Dimensionsformel fiir Abbildungen, 77
Anfangswertabbildung, 84 Dimensionsformel fiir Unterrdume, 56
Approximationsproblem, 60 Dirac, 74
Arcusfunktionen, 144 direkte Summe, 57
Argument einer komplexen Zahl, 17 Divergenz, 63
assoziativ, 29 Divisionsregel, 127
Ausbreitungsgeschwindigkeit, 22 Drehmatrix, 28, 45
Austauschlemma, 54 Drehstreckung, 17
Austauschsatz, 54 Dreiecksungleichung, 58

duale Basis, 90

Banach, 97 Dualraum, 90
Banach-scher Fixpunktsatz, 150
Banachraum, 97 ebene Welle, 22
Basis, 23, 50 Effektivwert, 21

duale, 90 komplexer, 21

reziproke, 90 Einheitsmatrix, 29
Basisergidnzungssatz, 52 einseitiger Grenzwert, 117
Basissatz, 52 Element
Basistransformation, 81 inverses, 30
Bernoulli, 131 neutrales, 30
beschrankte Menge, 95, 97 Eliminationsmatrix, 69
bestimmte Divergenz, 117 endlich erzeugt, 49
bestimmtes Integral, 13 e—Umgebung, 95, 97
Betrag, 25 Erzeugendensystem, 49
Betrag einer komplexen Zahl, 16 Euklid, 57
bijektiv, 75 euklidischer Raum, 57
Bild, 76, 115 Euler, 112
Bildraum, 76 Euler-sche Zahl e, 112
Binomialkoeffizient, 102, 135 Exponentialfunktion, 18, 113
binomische Reihe, 136
Blindwiderstand, 21 Familie, 40
Bolzano, 104 Folge, 96

konvergente, 93, 97

C, 14 Fourierreihe, 99
Cardano, 13 frei, 50
Cauchy, 25 Funktion, 12, 115
Cauchy-Folge, 97 Grenzwert, 116
Cauchy-Produktreihe, 108, 111 Konvergenz, 116
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Funktionale kommutatives Diagramm, 16
lineare, 73 kompakte Menge, 105
Komplement
Gauf, 14 orthogonales, 58
Gauf3-Jordan-Form, 68 Komplementmenge, 95
geometrische Reihe, 99, 109 komplexe Winkelfunktionen, 144
gleichméfige Konvergenz, 109 komplexe Zahl, 14
Gleichungssystem, 67 Komposition, 119
Gradient, 63 konjugiert komplexe Zahl, 16
Gram, 59 Kontraposition, 75
Grenze kontravariant, 90
obere, 103 konvergent, 93, 97
untere, 103 Konvergenz
Grenzwert absolute, 99, 107
einseitiger, 117 einer Reihe, 99
uneigentlicher, 117 gleichméfige, 109
Grenzwert einer Folge, 93, 97 Konvergenz einer Funktion, 116
Grenzwert einer Funktion, 116 Konvergenzradius, 109
Gruppe, 30 Koordinatensystem
lineare, 34 kartesisches, 22

orthogonale, 34 kovariant, 90
spezielle lineare, 34 Kreisfrequenz, 22
spezielle orthogonale, 34 Kreuzprodukt, 37
Kristall, 33
Kronecker, 41
Korper, 11, 17

Halbgruppe, 29
Hamilton, 14
harmonische Reihe, 99
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, 13 12 93
Heisenberggruppe, 34 ’
Helmholtz—Projektion, 63
Hermite, 57

Hilbertraum, 97
holomorph, 124
homogenes System, 84
Homomorphismus, 65, 73
de 'Hospital, 131
Hyperbelfunktionen, 146
H&aufungspunkt, 95, 97

Lagrange, 38
Landau-Symbole, 124
Lebesgue, 98

Leibniz, 107
Leibniz-Kriterium, 107
Levi-Civita-Tensor, 42
Limes, 93, 97

linear abhéngig, 38, 40, 50
linear unabhéngig, 40, 50
lineare Abbildung, 65, 73

Imaginarteil, 14 lineare Funktionale, 73

Induktion, 54 l%neare G.r.uppe, 34
Infimum, 103 l}neare Hiille, 49
inhomogenes System, 84 hr'leare Oper'ato%"en, 73
injektiv, 75, 121 L}nearkombmamon, 49
innerer Punkt, 95, 97 Linkssystem, 42

Logarithmus, 122, 136
Lorentz-Gruppe, 34
Lénge, 25

Integral
bestimmtes, 13
unbestimmtes, 13
inverse Matrix, 68
invertierbare Matrix, 68
isomorph, 76
Isomorphismus, 76

Majorantenkriterium, 100
Matrix, 27
adjungierte, 67
inverse, 29, 68

Jordan invertierbare, 29, 68
Camille, 71 regulére, 68
Pascual, 71 singulédre, 68
Wilhelm, 71 transponierte, 44, 67
Matrix-Differentialoperator, 84
Kern, 76 Matrixprodukt, 28, 45, 66

Kettenregel, 127 Matrizen



INDEX

dhnliche, 83
Maximum, 103

lokales, 129
Menge

abgeschlossene, 95, 97

beschrankt, 95, 97

kompakte, 105

offene, 95, 97
Metrik-Koeffizienten, 91
Minimum, 103

lokales, 129
Minkowski—Raum, 34
Mittelwertsatz, 130

Verallgemeinerter, 130
Moivre, 17
monoton wachsend, 103, 121

Newtonverfahren, 152
Norm, 12, 16, 25, 58, 96
normierter Raum, 58, 96
Nullraum, 76

obere Grenze, 103
obere Schranke, 103
offene Menge, 95, 97
Operatoren

lineare, 73
Ordnungsrelation, 11
Orientierung, 42

negative, 42

positive, 42
orthogonal, 58
orthogonale Gruppe, 34
Orthogonalisierungsverfahren

von Gram-Schmidt, 59
Orthogonalsystem, 41
Orthonormalbasis, 58
Orthonormalsystem, 41, 45, 58
Ortsvektor, 22

Parallelogrammgleichung, 58
Partialsumme, 99
Permutationsmatrix, 70
m, 143
Pivotelement, 71
Potenz
allgemeine, 123
Potenzreihe, 99, 108
der Logarithmusfunktion, 136
der Winkelfunktionen, 142
Produkt zweier P., 111
Produktregel, 126
Proximum, 60
Punkt
innerer, 95, 97

Quotientenkriterium, 101

Randpunkt, 95, 97
Rang, 77

Raum
affiner, 46
euklidischer, 57
normierter, 58, 96
unitdrer, 57
vollstdndiger normierter, 97
Realteil, 14
Rechtssystem, 42
reelle Zahlen, 97
reguldre Matrix, 68
Reihe, 99
binomische, 136
geometrische, 99, 109
harmonische, 99
Umordnung, 107
reziproke Basis, 90

Sandwichprinzip, 105
Satz vom Maximum, 120
Satz von Bolzano—Weierstraf3, 104
Satz von Rolle, 130
Scheinwiderstand

komplexer, 21
Schmidt, 59

Schranke
obere, 103
untere, 103

Schwarz, 25
Schwingungsgleichung, 86
sin, 144
singuldre Matrix, 68
sinh, 146
Skalarprodukt, 24, 37, 57
Spaltenrang, 83
Span, 49
Spatprodukt, 39
spezielle lineare Gruppe, 34
spezielle orthogonale Gruppe, 34
Stammfunktion, 13
Steinitz, 54
stetig, 12, 19, 118
stetig differenzierbar, 13
streng monoton wachsend, 121
Summe von Vektorrdumen, 56
Supremum, 103
surjektiv, 75
Symmetriegruppe, 33
System
homogenes, 84
inhomogenes, 84

tan, 144

tanh, 146

Taylor, 132

Teilfolge, 94, 97

Teilsumme, 99
transponierte Matrix, 44, 67

Umgebung, 95, 97
Umkehrfunktion, 121, 128
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der Hyperbelfunktionen, 147
der Winkelfunktionen, 144
unbestimmtes Integral, 13
uneigentlicher Grenzwert, 117
Ungleichung von Cauchy-Schwarz, 25, 58
unitdrer Raum, 57
untere Grenze, 103
untere Schranke, 103
Unterraum, 49
Untervektorraum, 49
Urbild, 115

Vektorprodukt, 37
Vektorraum, 23, 47

euklidischer, 57

unitdrer, 57
Vergleichskriterium, 100
Verkniipfungstafel, 33
Verschiebungsgruppe, 33
vollstandige Induktion, 54
vollstdndiger normierter Raum, 97

Weierstrafl, 104
Wellenfront, 22
Wellenzahlvektor, 22, 90
Wert einer Reihe, 99
Wertebereich, 115
Widerstand
induktiver, 21
kapazitiver, 21
Ohmscher, 21
Winkelfunktionen, 19, 137, 141
komplexe, 144
Wirkwiderstand, 21
Wurzel
aus komplexer Zahl, 147
Wurzelfunktion, 121
Wurzelkriterium, 101

Zahlen

reelle, 97
Zeilenrang, 83
Zeilenstufenform, 68, 71
Zwischenwertsatz, 120
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