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Kapitel 1

Uberblick

Wir betrachten Prozesse mit folgenden typischen Eigenschaften:

unendlich viele Freiheitsgrade:

e Stromung eines Gases: jedes Molekiil unabhéingig von den anderen
e Verkehrssimulation auf Autobahn

e Populationen bei 6kologischen Modellen
Wechselwirkungen zwischen den Teilchen des Systems:

e z.B. Anziehung/AbstoBung bei Molekiilen eines Gases

e Populationsmodelle: Resourcenkonkurrenz bzw. Fraffeindschaften

Die Konsequenz aus den unendlich vielen Freiheitsgraden besteht darin, dafl wir es mit partiellen Diffe-
rentialgleichungen anstatt gewohnlicher Differentialgleichungen zu tun haben.

Die Konsequenz aus der Wechselwirkung ist, dal die Differentialgleichungen automatisch nichtlinear
sind.

Es gibt unterschiedliche Typen von Prozessen:

reversible Prozesse: z.B. Wellen und Schwingungen
irreversible Prozesse: z.B. chemische Reaktionen, Wirmeausbreitung, Alterungsprozesse (nun ja)

stationdre Zusténde: diese dndern sich im Zeitverlauf nicht mehr.
Diesen unterschiedlichen Typen entsprechen (im Allgemeinen) unterschiedliche Differentialgleichungen:

e reversible Prozesse = hyperbolische Differentialgleichungen
e irreversible Prozesse = parabolische Differentialgleichungen

e stationédre Zustdnde = elliptische Differentialgleichungen
Das Verhalten der Losungen dieser Differentialgleichungen ist dann ebenfalls unterschiedlich:

parabolisch: Singularititen der Losung (z.B. Knicke) verschwinden im zeitlichen Verlauf (sofortige
Glédttung)

hyperbolisch: keine Glittung, stattdessen konnen (vor allem durch die Nichtlinearititen) Sprung-
Unstetigkeiten sich nach einiger Zeit ergeben, obwohl zum Ausgangszeitpunkt ¢ = 0 die gesuchte
Funktion sehr glatt war
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elliptisch: die Glattheit der Losung héngt direkt von der Glattheit der dufleren Einfliisse ab.
Und auch die Nichtlinearitdten kénnen neuartige Effekte hervorbringen:

e evtl. existiert die Losung nur fiir eine begrenzte Zeit (Explosion, ,,blow—up*)

e evt. werden Singularitiiten nach einiger Zeit geboren (z.B. Entstehung eines Staus, Schockwellen,
Meereswellen am Strand, Wirbel in der Gasdynamik)



Kapitel 2

Modellierung

2.1 Erhaltungsgleichungen

t € R: Zeit

z € R: Ortsvariable

R,—Achse soll Objekte einer gewissen Quantitéit ) enthalten (z.B. Teilchen, Fahrzeuge, Energie, .. .)

u = u(t, z) sei die Dichte fir @, d.h., daf§ f;:a u(t, ) da die Anzahl der @ im Ortsintervall [a, b] zur Zeit
t beschreibt.

Wie kann sich f;:a u(t, z) do dndern, wenn ¢ 1iuft ?

e Objekte @ konnen bei b oder bei a das Intervall verlassen oder betreten.

e Objekte @ konnen im Innern des Intervalls entstehen oder vernichtet werden.

Verwende Fluifunktion ¢ = ¢(t, x). Diese beschreibt, wieviele Elemente @ eine Markierung am Ort x
iiberschreiten pro Zeiteinheit in Richtung wachsender Ortsvariable. Wenn ¢(t,2) > 0, dann Strémung
nach rechts, und wenn ¢(t,2) < 0, dann Strémung nach links.

Verwende Quellfunktion f = f(¢,x). Diese beschreibt die Menge der pro Zeiteinheit und Ortseinheit
geborenen Elemente () am Ort 2 zur Zeit ¢. Dann ist f;:a f(t,z) do die Anzahl der in [a, b] zur geborenen
Objekte @ pro Zeiteinheit zur Zeit ¢.

Insgesamt folgt:

d b

b
pr u(t,z)dz = —¢(t,b) + ¢(t,a) +/ f(t, z)de.

Jetzt setzen wir voraus (solange, bis wir etwas gegenteiliges sagen): u und ¢ seien in beiden Variablen
stetig differenzierbar. Die Quellfunktion f sei in beiden Variablen stetig.

Dann folgt

b b
/ ug(t, z)de = / (= (t,z) + f(t,x)) dx

=a

oder auch

/zb (ut(t,:c) + ¢o(t, ) — f(t,x)) dr = 0.

=a

Der Integrand ist eine stetige Funktion von z, wenn wir ¢ als Parameter ansehen. Dann erlaubt der
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung eine Differentiation nach b, und es folgt die Konti-
nuitédtsgleichung:

ug(t, ) + ¢u(t, ) = f(t, ), (t,x) € R?, (2.1)
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unter der Voraussetzung, dafl u; sowie ¢, und f stetig sind.
Gleichungen dieser Art heiflen Erhaltungsgleichungen.

Schwierigkeit: wir haben eine gegebene Funktion (nédmlich f), aber zwei gesuchte Funktionen (u und ¢),
aber nur eine Gleichung.

Ausweg: Zusammenhang zwischen u und ¢, hiufig als Materialgleichung oder konstitutive Gleichung
bezeichnet. Damit ist gemeint, daff man durch physikalische Annahmen einen Zusammenhang ¢ = ¢(u)
einer ganz bestimmten Art voraussetzt. In diesen Fillen bekommt man dann

Ut + ¢I(U)UZ = f7
und hier sieht man die Nichtlinearitat.

Auflerhalb von Biologie/Chemie ist oft f = 0.

Als Beispiele haben wir:

Burgers’ Gleichung: mit ¢(u) = u?/2 ist dann u; + uu, = 0.

Advektionsgleichung: dies ist der Prototyp einer hyperbolischen Gleichung erster Ordnung. Sei ¢(u) =
cu mit einer reellen Konstanten c¢. Dann ist u; + cu, = 0.

viskose Burgers’ Gleichung: diese lautet u; + uu, — Dug,; = 0, und hier kénnen wir ¢ = u2/2 — Duy,
sowie f = 0 setzen, oder ¢ = u?/2 und f = Du,, als Quellterm auffassen.

die Gleichung von Korteveg und deVries: diese lautet u; + vty + Uz = 0, und wir kdnnen setzen
¢ = u?/x + Uy, Diese Gleichung tritt z.B. bei der Beschreibung von Flachwasserwellen auf.

Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Advektionsgleichung (auch Driftgleichung oder Transportglei-
chung genannt):

ug(t, ) + cug(t,x) =0, u(0, z) = up(x),

wobei ¢ und ug gegeben sind. Wir withlen ein 2y € R und setzen v(t) = u(t, zo + ct), und dann erhalten
wir v'(t) = 0 fiir alle ¢. Also ist v(t) = v(0) = ug(xo), und somit bekommen wir nach der Substitution
x = xg + ct die Losungsdarstellung

u(t,x) = up(z — ct).

Diese Rechnung war bisher nur formal, aber wenn wir ug € C'*(R) voraussetzen, dann beobachten wir
u € CYR x R). Wir erhalten also die Existenz und Eindeutigkeit der Losung, und noch dazu eine
Losungsdarstellung.

Die Groe ¢ nennt man auch Ausbreitungsgeschwindigkeit, und man redet von einer wandernden Welle
bzw. travelling wave solution.

Als Erkenntnis nehmen wir mit, dafl man fiir eine Erhaltungsgleichung nur eine Anfangsbedingung zur
Zeit t = 0 stellen sollte (und nicht etwa mehrere).

Wenn wir zuriickgehen zur Burgers'-Gleichung us + uu, = 0, dann ist (in einer naiven Vorstellung)
die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ jetzt gleich wu(t,z), also wiirde dann die Losung Wellenbestandteile
enthalten, die unterschiedlich schnell laufen. Nun kann man sich vorstellen, dafl diese einander iiberholen,
und fiir eine solche Situation werden wir spéter kennenlernen, dafl dann ein Schock eintritt.

Als weiteres Beispiel betrachten wir einen (Spielzeug—)Reaktor, der durch das Intervall (0,L) C R,
dargestellt sein soll. Am Rand x = 0 tritt ein Stoff A ein, dessen Konzentration beschrieben wird durch
a = at,z), und wir nehmen einen kontinuierlichen Durchflufl an: ¢(t,z) = ca(t,x), wobei ¢ > 0 die
gegebene Transportgeschwindigkeit sein soll. Der Stoff A reagiert zu B, und am Ende x = L tritt ein
Gemisch von A und B aus. Z.B. sei die Reaktion ein einfacher Zerfallsprozefi. Dann haben wir die
Differentialgleichung

ai(t, z) + ca,(t,x) = —ka(t, z), (t,x) e Ry x (0,L)
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zusammen mit der Anfangsbedingung a(0, z) = ag(x).

Analog zur Drift—Gleichung wihlen wir uns einen Punkt 9 € (0, L) aus und betrachten v(t) = a(t, zo+ct)
als Hilfsfunktion. Dann ist v’(t) = —kv(¢), aber nur solange x := x¢ + ¢t innerhalb (0, L) verbleibt. Fiir
diese = haben wir dann a(t,z) = exp(—kt)ag(x — ct), und es stellt sich die Frage, wie man fiir die
(t,x) € Ry x (0,L) mit x — ¢t < 0 die Losung bestimmt. Die Antwort liegt in einer zusitzlichen
Randbedingung am Punkt x = 0:

a(ta 0) = g(t)a te Rzoa

wobei g gegeben sein soll. Es sollte sinnvollerweise die Kompatibilititsbedingung g(0) = ao(0) gelten.
Zu (t,z) € Ry x (0, L) mit x — ¢t < 0 bestimmen wir ein to € Ry, sodaB (¢, ) und (¢o,0) auf derselben
Geraden x — ct = const. liegen. Dann ist ¢(t — tp) = x, und somit finden wir

a(t,x) = exp(—k(t — tg))a(ty,0) = exp(—kx/c)g(t — z/c)
als Losungsdarstellung.

Als Erkenntnis halten wir fest: bei einer Drift—Gleichung bendtigen wir zusétzlich zur Anfangsbedingung
bei t = 0 noch eine Randbedingung am ,,Zufluirand*, aber nicht am ,,Abflufrand*, denn dann wére das
Problem iiberbestimmt.

SchlieBlich betrachten wir das Phénomen der Diffusion.

Sei Wasser in einem Kanal ruhend, und an einer Stelle wird Tinte hineingeschiittet, die dann diffundiert.
Sei u = u(t, z) die Konzentration der Tinte.

Wir wissen schon, dafl u; + ¢, = f ist. Weil keine Tinte nachgeschiittet wird, ist f = 0. Wie hédngen nun
¢ und u zusammen ?

Es ist plausibel, dal dort wo u stark schwankt, der Flufl ¢ diese Schwankung ausgleichen sollte. Das
wiirde dann bedeuten, daf}

¢ = _Duz
mit einer positiven Diffusionskonstanten D. Wir bekommen dann
ue(t, ) — Dug,(t,x) =0,

und dies ist der Prototyp einer parabolischen Gleichung.

Wenn zusétzlich noch das Wasser stromt mit einer Geschwindigkeit ¢, dann kommen wir auf die Drift—
Diffusionsgleichung

U + cuy — Dug, = 0.

Diese ist parabolisch (auch wenn sie hyperbolische Anteile enthiilt).

Weiterhin betrachten wir eine Verkehrsflufisimulation. Sei dazu x € R, und u = u(t, z) die Fahrzeugdichte
(im Sinne von Kfz./Kilometer). Dann gilt natiirlich u; + ¢, = f. Im Falle einer Autobahn ist f = 0. Der
FluB} ¢ ist gegeben durch

o(t,x) = u(t,x)v(t, z),

wobei v = v(t,x) die Geschwindigkeit der Fahrzeuge beschreibt. Dann hat ¢ die korrekte Einheit
Kfz./Stunde.

Wir nehmen an:

e bei freier Autobahn (u ~ 0) fihrt jeder Verkehrsteilnehmer mit bekannter Geschwindigkeit vy,

e bei verstopfter Autobahn (u ~ w;) bricht der Verkehr zusammen, also v = 0,
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e dazwischen besteht ein linearer Zusammenhang zwischen v und u.

Das fithrt uns auf

U1
V=V — —u,
w1

und somit ist dann

¢:U1 <uu_2)a
uy

und die Erhaltungsgleichung lautet dann

U + U1 (1—2i)uz=o.

Uy

Schliellich betrachten wir den Fall von Erhaltungsgleichungen im hoéherdimensionalen Fall. Dann ist
x € R, und es sei wie bisher v = u(t,z) die Dichte fiir die Quantitdt Q. Mit Q bezeichnen wir eine
offene, beschriankte Teilmenge von R™, die einen glatten Rand haben solle. Dann ist f(zu(t,x)dx die
Anzahl der Objekte @ zur Zeit ¢t im Gebiet €.

Die Bilanzgleichung lautet dann

— [ u(t,x)dx = — o(t,x) - vdo +/ ft,x) de,
dt Jo B Q

wobei ¢: R X R™ — R" den Fluf} beschreibt. Genauso wie im eindimensionalen Fall setzen wir auch jetzt
voraus, dafl w und ¢ einmal stetig differenzierbar beziiglich (¢, z) sind, und f sei stetig. Dann bekommen
wir

/Qut(t,x)dx:—/Qdivqb(t,x)dx—i—/gf(t,x)dx,

oder auch
/(ut—l—divqb—f)dx:O, teR.
Q

Der Integrand ist stetig, und 2 ist frei wihlbar. Wenn zu einer Zeit ¢y an einem Punkt zy der Integrand
positiv wire, dann auch in einer kleinen Umgebung von xg zur selben Zeit, und wir kénnen 2 gleich
dieser kleinen Umgebung wéhlen. Das ergibt einen Widerspruch, und genauso kénnen wir argumentieren,
wenn der Integrand irgendwo negativ sein sollte. Also bekommen wir die Erhaltungsgleichung:

ug(t, z) + div ¢(t, ) = (¢, x), (t,z) € RM™, (2.2)

Die Verkniipfung zwischen v und ¢ erfolgt wieder iiber Materialgesetze. Fiir die Warmeleitungsgleichung
bekommen wir z.B. das Fourier-Gesetz

¢ = —DVu,

was dann auf die parabolische Gleichung u; — D A u = f fiihrt.

Eine andere Variante besteht darin, eine kleine Verzogerung zwischen dem Reiz —Vu und der Reaktion
¢ anzunehmen:

o(t+7,2) = —DVu(t,x),

wobei 0 < 7 < 1. Dies ergibt dann allerdings direkt keine Differentialgleichung, wegen der Zeitverschie-
bung. Aber wir konnen eine Taylor—Entwicklung annehmen,

St +7,2) = d(t,x) + du(t, ) - 7+ O(7?),
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und nun liegt der Gedanke nahe, das Restglied zu ignorieren. Dann erhalten wir das System

ut+div¢:fa
T¢t+¢+DVu:O.

Wenn wir die Differenzierbarkeitsannahmen um eine Ordnung verschérfen, dann kénnen wir dieses Sy-
stem zweier Differentialgleichungen fiir zwei Funktionen zu einer einzelnen Gleichung fiir eine gesuchte
Funktion umformen und bekommen

T + ¢y + DV (—divo + f) =0,

was eine hyperbolische Differentialgleichung ist.

2.2 Euler— und Lagrange—Koordinaten

Sei z € R™, und im R"™ soll ein Fluid bzw. ein kontinuierliches Medium sein. Zur Zeit to fiillt dieses das
Gebiet Qg aus, und zur Zeit t > to das Gebiet €.

Das Teilchen, was zur Zeit ty an der Stelle a € Qy war, bewegt sich zur Stelle x € € zur Zeit ¢.

Wir haben dann die Transformation

(I)ZQ()%Q,
d:a— .

Voraussetzungen: @ ist bijektiv, stetig differenzierbar, und die Umkehrabbildung ist auch stetig differen-
zierbar (also ist ® ein C'-Diffeomorphismus).

Weiterhin ist @ gleich der Jacobi-Matrix, die in diesem Falle invertierbar ist. Wir setzen voraus, daf3
det ®" > 0 iiberall in Q gilt.

Fiir zwei nahe beieinander liegende Punkte a, ag € g ist dann

®(a) = ®(ao) + ®'(ao) - (a — ao) + o(|la — ao|).
Definition 2.1. Der Vektor u(a) = ®(a) — a heifit Verschiebungsvektor bzw. displacement vector.
Beispiele:

starrer Kérper: dann ist 2 = ®(a) = L - a + ¢ mit einer Drehmatrix L, also LT = L™! und det L = 1,
und einem Verschiebungsvektor ¢. Also u(a) = (L —I)a+ ¢ und V® = L.

lineare Dehnung: mit (e, e2,e3) als kartesischer Standardbasis im R?® wird eine Dehnung in e;—
Richtung beschrieben durch

X1 :)\al, To = ag, I3 = as,
wobei A > 1. Es ist dann

A—1 0 0
Vo = 0 0 0 +1.
0 0 0

Scherung: es wird in Diagonalenrichtung gezogen, und in einer entsprechenden Querrichtung zieht sich
das Material zusammen:

x1 = a1 + paz, To = ag + oay, T3 = as, 0>0.

Damit folgt u(a) = (paz, pa1,0)" sowie

0 0 0
Vo= |op 0 0
0 0 0
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Als Randbemerkung fiigen wir an, dafl jede Deformation & lokal zerlegt werden kann in diese drei
Grundtypen, bis auf Restterme o(|la — ao]|).

Jetzt fithren wir eine Zeitvariable ¢ ein sowie ein Laborkoordinatensystem mit Ursprung O und Basis-
vektoren ey, eo, e3.

Dann haben wir fiir gewéahlte ¢ty und ¢t > tg

q)(',t,to): QO — Qtv
O(-,t,t0): a— D(a,t,ty) =: x.

Die Funktion ®(t,to) = ®(-,t,t0) beschreibt die Bewegung beim Ubergang von g zu t, und als Axiome
verlangen wir:

o O(t,t) =id fiir alle ¢,
o O(t, )0 B(t, ty) = B(', to), fiir alle ¢/, t, to,

e die Abbildung (¢,a) — ®(a,t, 1) ist von der Regularitit C*.

Das Teilchen, was zur Zeit ¢ in a war, bewegt sich entlang der Bahnkurve ( Trajektorie) {®(a,t,to): t €
I}, wobei I das fiir uns interessante Zeitintervall ist.

Definition 2.2. Die Geschwindigkeit dieses Teilchens in bezug auf das Laborkoordinatensystem ist
0P
U=U(t,z)= E(a,t,to), wenn x = ®(a,t, to).

Diese Geschwindigkeit ist unabhingig von #g.
Definition 2.3. Die Beschleunigung dieses Teilchens in bezug auf das Laborkoordinatensystem ist
faL)
vy =~(t,z) = W(a, t,to), wenn x = ®(a,t, ty).

Beim Konzept der Geschwindigkeit hdlt man sich an einem Teilchen fest und 148t die Zeitvariable ¢
laufen.

Beim Konzept der Stromlinien verfihrt man genau andersherum: die Zeit ¢ ist eingefroren, und man
schaut sich von allen jetzt anwesenden Teilchen die Geschwindigkeitsvektoren an.

Definition 2.4. Eine Kurve in 0 heif$t Stromlinie, wenn die Tangente an jeden ihrer Punkte x parallel
zu U(t, x) ist.

Dies entspricht der Losung des Differentialgleichungssystems

daxq dao dxs

Ur(t,z1,x0,23)  Us(t,z1,20,23)  Us(t,z1,20,73)

wobel hier immer ¢ = const. ist.

Stromlinien und Trajektorien sind genau dann identisch, wenn die Stromung stationér ist, das heif3t
U = U(z) ist unabhéngig von t.

Die Lagrange—Beschreibung ist wie folgt: Wir betrachten ein ganz konkretes Teilchen, das zur Zeit 0 an
der Position a € Qy war, und das zur Zeit ¢ an der Position z = ®(a,t,0) € € ist. Die Geschwindigkeit
ist dann 9;®(a,t,0), und die Beschleunigung ist 97®(a, t,0).

Es stellt sich natiirlich die Frage, warum man sich zur Zeit ¢ erinnern sollte, wer zum Zeitpunkt 0 (der
moglicherweise lange zuriickliegt) sich wo aufhielt.
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Die Euler—Beschreibung vermeidet diesen Riickgriff auf den Anfangszeitpunkt. Zur Zeit ¢ haben wir ein
Geschwindigkeitsfeld U = U(t, z). Dieses beschreibt den Geschwindigkeitsvektor des Flusses am Ort
x € Q zur Zeit t. Wenn dieses U fiir alle (¢,2) bekannt ist, dann kann man die Trajektorien daraus
gewinnen, indem man das Differentialgleichungssystem

dx

— =Ul(t

= = U(t,)
riickwiirts 1ost, so den Anfangspunkt a € Qg ermittelt, und dann ist x = ®(a,t,0).

Dafiir haben wir jetzt mehr Aufwand zu treiben, um die Beschleunigung eines Teilchens zu ermitteln
(und es wird nicht 9,U herauskommen).

Wir betrachten dazu ein Teilchen M, das zur Zeit 0 in a war und zur Zeit ¢ in z ist. Sei F' = F(t, M)
eine Funktion, die sich auf dieses Teilchen bezieht, z.B. die Geschwindigkeit oder die Beschleunigung.
Wir kénnen die Ortsvariablen als a oder als z ausdriicken, und so bekommen wir

F(t,M)=G(t,a) = H(t,z), wenn = = ®(a,t,0).
Definition 2.5. Die Euler-Ableitungen von F' sind

OH OH
_.(taz)a E(taz)a

und die Lagrange—Ableitungen von F' sind

0G oG
a—ai(t,a), E(t,a)

Letztere Zeitableitung schreibt man gelegentlich auch als % oder %, mit d anstatt 0, und spricht von
der totalen Ableitung.

Zur Umrechnung vermerken wir, daf3
F(t,M)=G(t,a) = H(t, ®(a,t,0)),
und somit ist dann

oG " OH 0dy

da; 2«0 Da;’

0G _oH ¢ 0H 00

ot Ot = dzy, Ot
OH <~ 0H
—EﬁL;a—xk Ug(t,x)
OH
—E—F(U-V)H,

wobei sich V immer auf Ortsvariablen bezieht, nie auf ¢.

Fiir die Suche nach der Beschleunigung ist G(t,a) = 0;®(a,t,0) und H(t,z) = U(t,z), und somit ist

~y(t,x) = %—Z(t,x) + (U(t,:c) . V)U(t, x)

die Beschleunigung in Euler-Koordinaten.
Jetzt wollen wir uns Bilanzgleichungen anschauen, aber iiber einem beweglichen Gebiet. Wir setzen also
K(t) := / C(t,z)dx
Q

fiir eine skalare Funktion C' und fragen nach K’(t).

Wir beginnen mit einem Hilfsergebnis:
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Lemma 2.6. Sei B = B(t) eine n X n—Matriz, die zweimal stetig nach dem Parameter t differenzierbar
und immer invertierbar ist.

Dann ist

%det B(to) = (det B(to)) spur (B~ (to) - B'(to))

Hierbei ist spur C' = ), Cy die Summe der Diagonalenelemente, und demnach spur(PQ) = >,(PQ)uy =
Yok PiQr fiir Matrizen P und Q.

Beweis. Taylorentwicklung fiir B:
B(t) = Bl(to) + B'(to)(t — to) + O((t — t9)*)
= Blto) - (1+ B~ (to) B/ (to) (¢t — to) + O((t — t0)?) ).
Fiir die Determinante bekommen wir dann:
det B(t) = det B(to) - det (1 + B~ Y(t0) B/ (to)(t — to) + O((t — t0)2)).

Die Matrix I+ B~ (tg)- B'(to) + O((t —t)?) hat auf der Diagonalen Eintriige der Form 1+ (B~1B’)(t—
to)+O((t—tp)?), und auBerhalb der Diagonalen nur Eintrige O(t—tg). Wenn man beim Ausmultiplizieren
der Determinante einen Nichtdiagonaleintrag wahlt, dann mufl man noch mindestens einen weiteren
Nichtdiagonaleintrag wihlen, und beide zusammen ergeben dann O((t — t9)?) (oder es ergibt sich eine
noch héhere Potenz).

Und wenn man nur Eintriage auf der Diagonalen nimmt, dann kann man n — 1 mal eine eins wéhlen und
einmal einen Term (B~'B')ix(t — to), alles weitere ergibt O((t — t9)?). Damit ist

det (I + B~ Y(to) B (to)(t — to) + O((t — t0)2))

=1+ (B7'(to)B'(to))kr(t — to) + O((t — t0)?).
k

Damit entsteht

det B(t) — det B(ﬁo) = det B(ﬁo) . Z(Bil(to)B/(to))kk(t - to) + O((t — t0)2).
k

Nun dividiert man durch ¢ — ¢y und schickt ¢ — ty, was den Beweis vollendet.

Bei genauer Durchsicht féllt auf, dafl die Aussage auch noch richtig ist, wenn B nur einmal stetig nach
dem Parameter ¢ differenzierbar ist (es sind diverse O((t — tg)?) zu ersetzen durch o(t — t¢)) O

Satz 2.7. Sei C: R x R" — R mit Glattheit C', sei ® zweimal stetig differenzierbar, und U sei einmal
stetig differenzierbar.

Dann ist die Funktion K = K(t) = th C(t,z) dx stetig differenzierbar, und es ist

d .
EK(t) = /Qt Cy(t, ) dx + /Qt div(CU)(t, x) d.

Beweis. Wir transformieren gemifl « = ®(a,t,0), dann ist
dz = (det 9,®(a,t,0))da =: J(a,t) da,

denn det 9,® ist immer positiv, und deshalb sind die Betragsstriche iiberfliissig.

Die Strategie des Beweises ist: wir substituieren x zu a, differenzieren unter dem Integral nach ¢, und
substituieren ziigig wieder a zuriick zu x. Zunéchst ist

K(t) = /Q O(t, ®(a,t,0)) - J(a, 1) da,
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und somit auch

K'(1) = /Q (%C(t,@(a,t,O))) J(a,t)da+ /Q C(t, ®(a,t,0)) - (9 (a, 1)) da.

Geméf} der Umrechnung von Lagrange— auf Euler—Ableitungen ist

%C(t, B(a,,0)) = Ci(t, ) + (U(t, ) - V)C(t, 2).

Weiterhin haben wir
O J(a,t) = J(a,t) - spur ((8:0,®) - (9.®)7").

Und schlielich ist, wenn man «a als a(x) auffaft,

(f,ZE) = (a(iC),t,O) = : .
aiCj 896]- ot ; ot 8ak axj
Der Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion, angewandt auf ®: — z liefert uns dann

aU;
6.1']‘

= ((0;0,®) - (3a®)7")..,

ij
und somit ist dann
spur ((9,0,®) - (0,@)~") = divU(t, z),

also auch 0;J(a,t) = J(a,t) - divU(¢, z). Insgesamt erhalten wir dann

K'(t) = ; Ci(t,x) + (U(t,z) - V)C(t,z)dz + ; C(t,x) - divU(t, x) dz,

woraus die Behauptung durch Umsortieren folgt. O

2.3 Erhaltungsgleichungen fiir Massen und Impulse

Die Massendichte ist eine Funktion ¢ = o(t, ) mit Werten > 0. Wir betrachten

/Q o(t,z) dx

als Masse des betrachteten Materials im Gebiet 2 zur Zeit ¢. In Lagrange-Koordinaten haben wir

o(t,z) = o(t, ®(a,t,0)) =: pLag:(t,a).

Nun ist

/ o(t,z)dx = / PLagr(t,a) - det 0,P(a,t,0)da = / PLagr(t,a) - J(a,t)da,
Qt QU Q0

und wir verlangen per Axiom, dafl dies nicht von der Zeit abhingt. Weil ¢ variabel ist, lautet die
Massenerhaltung ausgedriickt in Lagrange-Koordinaten:

o, (pLagr(t, a)J(a, t)) -0,  Y(ta).

Und aus der Gleichung 9, [, o(t,z)dz = 0 ergibt sich dann

[ altia) + div(ev) e ) dz =0,
Q4
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was wegen der Wéahlbarkeit von 2, zu der Kontinuitdtsgleichung in Euler—Koordinaten fiihrt:
o(t, ) +div(e(t,z)U(t,z)) =0, V(). (2.3)

Falls das Medium inkompressibel ist, dann ist o:(t,2) = 0, und falls wir zusétzlich noch rdumliche
Homogenitét voraussetzen, dann ist auch Vo = 0, und die Kontinuitédtsgleichung wird dann zu

divU(t,x) = 0.

Als néchstes betrachten wir Kriifte, die auf ein Gebiet wirken. Anschaulich gibt es zwei Sorten von
Kriften:

o Krifte, die direkt im Inneren des Mediums ansetzen (z.B. Gravitation),

o Krifte, die auf der Oberfliche ansetzen (z.B. Schubkriifte).

Weiterhin ist zu erwarten, dafl Krifte beider Art sich irgendwie fortsetzen im Gebiet. Zum Beispiel spiirt
ein Teilchen im unteren Bereich eines elastischen Mediums die Gravitation direkt, und aulerdem spiirt es
den Druck, den die weiter oben liegenden Schichten ausiiben, die ihrerseits der Gravitation unterliegen.

Die beiden Krafttypen beschreiben wir durch

f(t,z) da, f = vektorielle Kraftdichte,
ol

bzw. durch ein Oberflichenintegral

/ adi, dY = vektorielles Oberflichenelement, o = Matrix.
29,

Wir werden spéter o als den Spannungstensor bezeichnen, der den Normaleneinheitsvektor auf den
Kraftvektor abbildet.

Weiterhin sei dX das skalare Oberflichenelement. Ansonsten wollen wir nicht immer jeden Vektor durch
einen Pfeil kennzeichnen.

Beide Integrale konnen wir zusammenfassen zu th dy: (), wobei dpi(x) ein MaB ist, das Anteile ent-
halten darf, die nur auf dem Rand 0€; getragen sind. Wir haben also per Definition

F(t,z) dz +/

o

Udf]::/ dei(z).
Q

Q

Nun kommt eine Annahme aus der Physik: wir setzen voraus, dafl in Inertialsystemen (also insbesondere
dem Laborkoordinatensystem) und fiir beliebige Gebiete Q; gilt, dafl

a4 U(t,x)o(t,x)dx = / doy (),
d
— xxU(t,x)g(t,z)dz:/ xz x dpg(x) (n = 3),
dt Jao, o

was den bekannten Erhaltungssétzen fiir Impuls und Drehimpuls entspricht.

Wenn wir Satz 2.7, die Formel fiir die Beschleunigung in Eulerkoordinaten und die Kontinuitdtsglei-
chung (2.3) benutzen, dann erhalten wir die niitzlichen Darstellungen

d

a o U(t,x)o(t,x)da = /Q,, ~y(t,x)o(t, x) dz
4 xx U(t,x)o(t,x)dx = / x X (t,x)o(t, z) dx.

dt Jo, Q
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Nun beschreiben wir genauer, was wir darunter verstehen, dafl die Kréfte sich im Medium fortsetzen:
Wir zerlegen das Medium S kiinstlich in zwei disjunkte Teile S7 und So, denen die Gebiete le) und Q,EQ)
entsprechen. Wir nehmen an, daf das (duflere) System So auf das (innere) System eine Kraft wirken la8t,

die nur iiber die Oberfliche ¥ = aﬂﬁl) N GQ,@ vermittelt wird und durch das Mafl dg;(x) beschrieben
wird, und zwar soll sein:

dp, =0 df],
mit einem Spannungstensor o. Dieser hingt von ¢ und x ab, und diese Abhiingigkeit sei C.

Satz 2.8. Fiir die Beschleunigung v = (V1,...,vn)' ist

n
Q’Yi:fi+za$jaija i=1...,m,

j=1

wenn f der Vektor der externen Krifte ist.

Beweis. Der Impulserhaltungssatz angewandt auf das innere Gebiet Q,El) liefert (mit v = (v1,...,v,) als
Aufleneinheitsnormalenvektor von le) ):

zn:dijVj dX

Jj=1

/le) ot 2)vi(tw)dv = | fi(t,x) dx+/a

ot Qi

- / (filt,2) + divo,. () da,
oV

(1)

und nun brauchen wir nur noch 2,/ variieren. O

Wir erinnern daran, dafl die Beschleunigung in Euler-Koordinaten dargestellt wird durch

Yi = 8tUZ + Z UjajUi,

j=1

und es folgt der Impulserhaltungssatz in Euler—Koordinaten:

o | U + > U;0U; | = 0045 + fi-
j=1

=1

Das wollen wir noch etwas umformen. Fiir eine symmetrische Matrix A sei div A ein Vektor, der definiert
wird durch (div A); = 2?21 0;A;j. Wenn weiterhin w und v Vektoren sind, dann sei v ® v die Matrix
mit den Eintragen u,v;. Nach dieser Notationseinfiihrung wollen wir 9;(oU) + div(oU ® U) bestimmen.
Und zwar ist

(0u(eU) + div(eU ® ) = (o) + Y 0;(eU;Uy)

J

= (0r0)Ui + 00:U; + U; Z 9;(eU;) + QZ U;0;U;
J J

=U; | o+ 05(0U)) | +o | Ui+ > U;0U; |

J J

und wegen der Kontinuitéitsgleichung ist dies gleich der linken Seite des Impulserhaltungssatzes. Damit
haben wir also die beinahe endgiiltige Form des Impulserhaltungssatzes:

O (oU) + div(oU @ U) = Zﬁjoij + f.
j=1

i=1,...,n
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Satz 2.9. Der Spannungstensor o ist symmetrisch.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur im Falle n = 3. Wenn wir das Drehimpulserhaltungsaxiom umsor-
tieren, dann haben wir

/thx(w—f)dxz/ 2 x (ov) 3.

082

Wir nehmen von dieser Vektorgleichung die erste Komponente und setzen die obige Formel fiir die
Beschleunigung ein:

3 3
/ €To Zaj0’3j — X3 Z(’)jagj dx = / .Z'Q(O‘V)3 —$3(0'V)2 dx
Q i1 =1 o,

J

3 3
Z/ (1‘20’3]' 71‘30’2]')1/]' d¥ = 28] (1‘20’3]' 71‘30’2j) dx
— Joo,

j=1 Q j=1
3
E ((ngdgj + $26j0’3j — (53]‘0’23‘ — wgajdgj) dx.

Jj=1

Wir vergleichen linke und rechte Seite und entdecken, daf} also gilt:

0= /Q,, (032 — 023) dx.

Weil Q; variabel ist, folgt 030 = 023. O

Eine niitzliche Konsequenz ist, dafl der Spannungstensor 3 Eigenvektoren hat, die paarweise aufeinander
senkrecht stehen.

Die endgiiltige Form des Impulserhaltungssatzes in Eulerkoordinaten ist damit

O (oU) + div(oU @ U — o) = . (2.4)

Im dreidimensionalen Fall haben die gesuchten Funktionen g, U und ¢ insgesamt 1+ 346 = 10 Kompo-
nenten, andererseits bestehen die Differentialgleichungen (2.3) und (2.4) nur aus 1+ 3 = 4 Gleichungen.
Die fehlenden 6 Gleichungen kommen aus Materialgesetzen, die Beziehungen hersllen zwischen Verfor-
mung und Spannung. Insbesondere definieren wir den Verformungsratentensor mit den Eintrdgen

1
eij(U) = 5 (0;Ui + 8:Uj)

was genau dem symmetrischen Anteil der Jacobi-Matrix VU entspricht.

Definition 2.10. Ein Medium heifst Fluid wenn o = f(e) fiir eine geeignete Funktion f.

Insbesondere wird damit ausgeschlossen, daff ¢ vom antisymmetrischen Anteil von VU abhéngt, oder
von hoheren Ableitungen von U oder anderen Dingen.

Als Beispiel betrachten wir ein Newtonsches viskoses Fluid: in diesem Fall ist die Beziehung zwischen o
und ¢ affin linear, und es gilt

05 = /L(ajUi —+ &U]) + C(Sij,

und aus physikalischen Erwégungen heraus ist ¢ = AdivU — p, wobei p der Druck ist. Wiederum phy-
sikalische Betrachtungen fithren zu den Einschréinkungen g > 0 und 2 4+ 3\ > 0. Wir bekommen dann
insgesamt das System

0c(oU) +div(eU @ U) = f + n AU + (A + p) graddivU — Vp.
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Wenn das Fluid homogen und inkompressibel ist, dann ist ¢ = gg, und wir erhalten die inkompressiblen
Navier—Stokes—Gleichungen:

go(atU+(U~V)U) — f+uAU—Vp,
divU = 0.

Ein perfektes Fluid wird beschrieben durch = A = 0, und es ist dann 0;; = —pd;;. Die Zustandsglei-

chung hat dann oft die Gestalt p = p(p). Vgl. z.B. die Zustandsgleichung des idealen Gases: pV = NRT

mit N als Teilchenzahl und V' als Volumen, also p = RT - % und % = 0.

Bei Nicht-Newtonschen Fluiden hingt o auf nichtlineare Weise von ¢ ab, und Beispiele dafiir sind z.B.
Honig, zdhe Motorole oder Ketchup.

2.4 Erhaltungsgleichungen fiir die Energie

Wir beginnen mit der kinetischen Energie, welche die Energiedichte %Q|U|2 hat. Dann ist mit den {iblichen
Rechenregeln

1
8t/ —Q|U|2d1' =
Q, 2

/ 9 (o|U[?) + div (o|UU) da
<

2
/“«xmnu2+g@un2+<mv@0»nu2+gu-vnu%n
Q4

1
2
1
2

1
= 5/ (0+ 20U - 0,U + oU - V|U|?) da.
(N

Nun ist aber

oU -VIUP =0 U;0;|UP =20 U;Uid;U; =20 Uiy _U;0;U;
J 4] i J

=2(eU) - (U-V)U,

und somit ergibt sich als Ableitung der kinetischen Energie im Gebiet €2,

1
o [ gelvPds= [ etanita)-Ultayde= [ (f+divo) Uds,
Q Q Q

Wir nehmen an, dafl es eine Funktion e = e(¢, z) gibt, die die innere Energie pro Masse beschreibt, sodafl
dann ge = (ge)(t, z) die innere Energie pro Volumen angibt. Dann ist

E = o(t,x)e(t,z) dx
Q

die innere Energie zur Zeit ¢t im Gebiet ;. Die Gesamtenergie wird schliefllich gegeben durch

1
8:/ Q(€+—|U|2) dz.
o} 2

Als néchstes brauchen wir den Begriff der Leistung. Fiir eine Punktmasse m ist die von den externen
Kréften F' an dieser Punktmasse erbrachte Leistung Pyt gleich der Zuwachsrate der Energie, also

F=ma=mt =— Pt =07 (%1}2) =mv-0v=F-v.
Analog setzen wir fiir ein Fluid

Pt = f~de+/ U-ods,
Q. o0
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und das zweite Integral ist gleich

/ Z Uigijyj dx = Z 8j(Uioij) dx = / div (O'U) d.CC,
d T Ja Q

Oy

denn o =o',

SchlieBlich benstigen wir das Konzept der Wirmebilanz. Es bezeichne Qg(t) die Wirmemenge, die das
System S im Zeitintervall [0, ¢] erhalten hat. Diese Wiirme kann auf zwei Wegen in das System eindringen:
direkt im Innern des Gebiets €); (also z.B. iiber Wérmestrahlung oder durch chemische Reaktionen), oder
als Wiarmestrom iiber die Oberfliche. Dementsprechend kénnen wir schreiben

Qs(t):/Q r(t,z)d:c—/{m q- di,

wobei r die Dichte der in 2; erzeugten Wéarme beschreibt, und ¢ der Warmestromvektor ist. Dann ist
auf iiblichem Wege

Qs(t):/Q r —divgda.

Als ein physikalisches Axiom haben wir jetzt, dafl die Gesamtenergiebilanz beschrieben wird durch
ate = Pext + QSa

was zusammengebaut ergibt, dafl

at/m 0 (e—l— %|U|2) dz = /Qt (f-U +div(oU) + r — divq) dz,
also auch
8,5/9 pedr = /Q (div(eU) — (dive) - U +r —divg) dz,
Oi(0e) + di;(geU) = di\:(aU) — (dive) - U +r —divg,
was sich umformt zu

O(0e) + div(pel) = Z 0;0:,U; +r —divg.

4]
Die linke Seite konnen wir auch schreiben wie folgt:
O¢(0e) + div(pel) = g(@te + (U - V)e),

und die Klammer ist gerade der totalen Zeitableitung, sodaf folgt
De 1 1 )
o= E ; 0i;0;U; + E(T —div q).

Links steht die Anderung der spezifischen inneren Energie, und rechts die spezifische innere Leistung
und der spezifische Wirmeaustausch.

Die Gleichung der Energieerhaltung ist dann in Eulerkoordinaten

Oy (g (e+ %|U|2)) + div (QU (e+ %|U|2) oU+q) =f-U+r. (2.5)
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2.5 Zusammenfassung

Wenn es keine dufleren Einfliisse und keinen Warmestrom gibt, dann lauten die Erhaltungsgleichung fiir
Masse, Impuls, Energie bei einem Fluid in Eulerkoordinaten wie folgt:
Oro + div(oU) = 0,
Ot(oU) + div(oU @ U — o) = 0,

Oy <g <e+ %|U|2>> + div (gU <e+ %|U|2) UU> =0.

Es gibt noch weitere Zustandsgleichungen, die Zusammenhinge zwischen p, U, o und e herstellen.

Im Falle eines perfekten Fluids ist ¢ = —pI mit dem Druck p, und fiir € R! bekommen wir dann

8tg+ aI(QU) = 0,

O, <g <e+ %U2>) + 0, (gU <%U2+i)> =0.

Hierbei ist ¢ = e + % die spezifische Enthalpie, und die Zustandsgleichung hat die Form e = e(s, v), mit

_ e
ov”

Es ist niitzlich, noch Gleichungen zu haben fiir die Zeitableitungen von g, U und e allein:

s als spezifischer Entropie und v = % als spezifischem Volumen. Dann ist p =

Oro+ 0. (oU) =0, (2.6)
1

BU + UU, + ~py =0, (2.7)
0

oe +Uey; + ]—)Um = 0. (2.8)
0

Schliellich noch eine Gleichung fiir die spezifische Entropie s. Wir haben
1 Oe

6:6(57’0)7 0:57 p:—%7

womit wir dann bekommen, daf}

b p
€t = €55t + €Vt = €55y — PUt = €55t + ?Qt = €55t — ?(QU)Z

p p
= €55t — _QQmU - =U,,
0 0

p
€r = €3Sy + €Uy = €3Sy + EQ:&

Eingesetzt in (2.8) erhalten wir demnach

esy + Uegs, =0,
was sich vereinfacht zu

Ois +Us, = 0. (2.9)
Das ist aber gerade die totale Zeitableitung, also

Ds
— =0.
dt



22

KAPITEL 2. MODELLIERUNG



Kapitel 3

Schockwellen

Dieses Kapitel orientiert sich an [3].

3.1 Charakteristiken

Wiederholung: sei a = const. und u € C! sei Losung zu
u(t, x) 4 aug(t,2) = f(t, z).

Fiir ein festes xp € R setzen wir v(t) = u(t,zo + at) und finden dann v'(t) = f(¢,z¢ + at), was etwas
bekanntes ist.

Nun betrachten wir Burgers’ Gleichung:
ut(taz) +U(t,$)uz(t,$) = 05 ’LL(O,ZL') ZUO(x)

Wir wihlen wie bisher ein zp € R, setzen voraus, dafl u € C! eine Losung ist, und probieren mit
v =v(t) = u(t, o + up(zp)t). Dann erhalten wir nach Einsetzen der Differentialgleichung

V' (t) = u(t, w0 + uo(20)t) + ug (t, w0 + uo(20)t) - uo(z0)
= ug (¢, 2o + ug(x0)t) (uo(aco) —u(t,xo + uo(xo)t))
= —v(t) - ux(t, xo + uo(wo)t) + ux(t, xo + uo(o)t) - v(0).

Wir setzen als Abkiirzung a(t) = us(t, o + uo(xo)t), haben dann v'(t) = —a(t)v(t) + a(t)v(0), wofiir
wir die klassische Losungsformel zitieren:

o(t) = exp (— /t_o a(s)ds) w(0) + /t_o exp (— /t_ a(r) dr) a(s)0(0) ds
~exp (— /St_oa(s)ds) U(o)+/:_0%exp (— /Tt_sa(r) dr) ds - v(0)

= v(0),

woraus wir erhalten, dafl u(t,zo 4+ uo(xo)t) = ug(zo). Also gibt es im 2 — t—Diagramm eine Gerade,
die in (x0,0) startet und den Anstieg 1/ug(xo) hat, entlang der die Funktion w konstant ist. Durch
Betrachtung geniigend vieler solcher Geraden (die geniigend dicht liegen sollten) kann man dann die
Losung u geometrisch ndherungsweise bestimmen, bzw. ihre Eindeutigkeit zeigen.

Definition 3.1. Sei u € C! eine Lisung von u; + a(u)u, =0 fir 0 <t <ty und z € R. Dann heiffen
die Punktionen ~v = ~v(t; o) mit dem Parameter xy € R Charakteristiken, falls

{v’(t) = a(u(t,y(),  0<t<to,

’Y(O) = Zo-

23
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Als Beispiel sei a = const., dann ist y(t) = g + at wie zu Beginn.

Satz 3.2. Sei v =v(t) = u(t,y(t)) und v eine Charakteristik zu w. Dann ist v'(t) = 0 fir 0 <t <.
Beweis. Wir haben v’ (t) = u(t,v(t)) 4+ ua (¢, (t)) - v/ (t). O

Analog sei u jetzt eine Losung zur inhomogenen Gleichung us 4+ a(u)u, = f(t,«). Dann definieren wir die
Charakteristik v wieder als Losung der Differentialgleichung +/(¢) = a(u(t,v(t))) mit dem Anfangswert
~(0) = g, und fiir v(t) = u(t,v(t)) folgt dann o' () = g(t,v(t)).

Insgesamt bekommen wir dann das System gewohnlicher Differentialgleichungen

{ummww» v(0) = uo(o),

welches nach dem Satz von Picard-Lindelof fiir kleine Zeiten eindeutig l6sbar ist.

Wenn es keine rechte Seite g gibt, dann ist also v' = 0, also u konstant entlang der Charakteristiken, und
die Bestimmmungsgleichung der Charakteristik « vereinfacht sich von ~/(t) = a(u(t,¥(t))) zu v'(t) =
a(u(0,v(0))) = a(up(zp)), und dann ist

7(t) = 2o + a(uo(z0))t,

also sind die Charakteristiken dann gerade Linien im x — t-Diagramm.

3.2 Gradientenkatastrophen

Nun betrachten wir wieder die Burgers—Gleichung, also a(u) = u. Seien zwei Punkte x1 < x2 gegeben mit
uo(x1) > ug(z2) > 0, dann stellt man fest, dafi die von (z1,0) und (22, 0) ausgehenden Charakteristiken
sich zu einer positiven Zeit schneiden. Dort hétte u dann zwei verschiedene Werte, also kann spétestens
zu diesem Zeitpunkt u nicht mehr eine stetig differenzierbare Losung sein.

Wenn aber ug(z1) < ug(xz2), dann schneiden sich die beiden Charakteristiken zu positiver Zeit nicht.
Wir bestimmen, wie lange es zu dieser Situation dauert: die beiden Charakteristiken sollen sich schneiden
zur Zeit T an der Stelle x*. Dann ist

' =x1 +uo(x1)T = x9 + up(z2)T,

also auch

_ T2 — X1 _ 1
D= @) —wle) ~ w@)

nach Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir ein ¢ zwischen z; und 5. Insgesamt haben wir dann:
fir 0 <t <ty mit

1
to < inf max{——,()}
£ER ug(§)

konnen sich verschiedene Charakteristiken nicht schneiden.

Geometrisch ist glaubhaft, dal zum Zeitpunkt des frithesten Schneidens verschiedener Charakteristiken
die Losung w einen unbeschrinkten Anstieg in x—Richtung hat, was die Bezeichnung Gradientenkata-
strophe erkléart.

Nun zeigen wir, dal die obige Schranke fiir ¢y tatséchlich scharf ist, und zwar im allgemeinen Fall
a = a(u). Wir haben also u; + a(u)u, = 0 fiir 0 < ¢t <ty und = € R. Sei ¢ fixiert, und € R sei variabel.
Dann liegt (¢, ) auf einer Charakteristik, und fiir diese gilt © = 29+ a(ug(zo))t. Dies stellt eine Funktion
x = z(xg) dar, deren Ableitung nahe bei 1 liegt, wenn ¢ klein ist. Hierbei setzen wir voraus, daf§

sup |uo(§)] + sup |ug(€)] < oo
EER ¢eR
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und a € C1(R). Also kiénnen wir die Funktion x = z(zg) invertieren fiir kleine ¢, und erhalten dann
2o = xo(x). Dann ist (immer noch fiir festes ¢) u(t, z) = ug(xo(x)).

Fiir die Ortsableitung von v haben wir dann

dl‘o

st 2) = (a0 (@) - 2.

Die gesuchte Gradientenkatastrophe liegt vor, wenn |u, (¢, z)| = oo. Weil ug, als beschrinkt vorausgesetzt

wurde, mufl dann % unendlich werden. Jetzt haben wir

r = zo(x) + a(uo(zo(7))) - 1,

und wenn wir hier nach z differenzieren, folgt

dzg d dxg dzg d
1= — —_— te— = —— |1+ t—
1z + (dxoa(UO(xO))) 1z 1z < + dxoa(UO(xO))) )

und hier muf} die letzte grofle Klammer gleich Null werden, also folgt als Lebensdauer der Losung u:

1

tmax = .
— minzoeR min {dlmoa(uo(xo)), 0}

3.3 Schwache Lésungen

Definition 3.3. Fine Funktion u = u(t,x), die einmal stetig differenzierbar ist bzgl. (t,x) und die das
Anfangswertproblem

(3.1)

Ou+ Oy f (u) =0, (t,z) € (0,00) X R,
u(0, z) = ug(x), r €R,

lost, heifit klassische Losung.

Nach den bisherigen Erkenntnissen konnen wir nicht erwarten, daf eine Losung sowohl C'-Regularitét
hat als auch fiir alle Zeiten existiert.

Als Versuch eines Auswegs betrachten wir schwache Losungen. Dazu sei ¢ = ¢(t, z) eine glatte Funktion
mit kompaktem Triager. Wir multiplizieren die Differentialgleichung u;+0, f (v) = 0 mit ¢ und integrieren
itber Ort und Zeit:

/t: /:D_OO(W + 0uf (w))p(t, z) dzdt = 0.

Nach partieller Integration bekommen wir dann

oo

/t: /0_0_ (upr + f(u)py)(t, ) dedt —|—/ uo(x)p(0,2) dz = 0, (3.2)

T=—00

wobei ug wie iiblich die Anfangswerte von u zur Zeit 0 sein sollen. Die Integrationen erfolgen in Wirk-
lichkeit nur iiber beschrinkten Gebieten, wegen des kompakten Trégers von . Der Vorteil ist, daf} jetzt
keinerlei Ableitungen auf u wirken.

Definition 3.4. Fine integrierbare Funktion v = u(t,x) heiffit schwache Losung des Anfangswertpro-
blems (5.1), wenn fiir alle glatten Funktionen ¢ = @(t,x) mit kompaktem Triger die Identitit (5.2)
gilt.

Satz 3.5. Jede klassische Losung u ist auch schwache Lisung. Eine schwache Lisung, die C'—Regularitit
besitzt, ist auch klassische Liosung.

Beweis. Den ersten Teil haben wir schon bewiesen. Und fiir den zweiten Teil vermerken wir, dafl wir im
Falle v € C* die partiellen Integrationen riickgingig machen koénnen. O
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Mit kleinem Aufwand kénnen wir den ersten Teil verallgemeinern. Dazu eine Sprachregelung:

Definition 3.6. Eine Funktion u = u(t,z) auf R? heifit stiickweise stetig differenzierbar, aber stetig,
wenn sie stetig auf dem R? ist, und wenn es endlich viele Ausnahmekurven Ty, ..., T'x gibt mit glatten
Parametrisierungen © = x1(t), ..., * = zx(t), wobei x1(t) < x2(t) < -+ < xx(t) fir alle t, sodaf
folgendes gilt:

e zwischen den Kurven sowie ,links von I't “ und ,rechts von Ui “ ist u stetig differenzierbar,

o die Ableitungen us und u, haben einseitige endliche Grenzwerte auf den Kurven I';.

Die Ableitungen u, und u; betrachten wir als undefiniert auf I';.

Den Begriff ,stiickweise stetig differenzierbar, aber nicht (unbedingt) stetig® definieren wir analog.

Dann stellen wir fest, dafl fiir solche Funktionen u die iiblichen partiellen Integrationen immer noch
moglich sind, wenn ¢ eine glatte Funktion ist mit kompaktem Triger in R2:

/ / Uy (t, x)o(t, ) dedt = — / / u(t, x)q(t, ) de dt,

t=0 JxzeR t=0 JxeR

/ / w(t, z)p(t,x)dedt = — / u(0, 2)¢(0, z) da — / / u(t, ) (t, ) de dt.
t=0 JzeR z€R t=0 JxeR

Folgerung 3.7. Sei u eine stickweise stetig differenzierbare, aber stetige Funktion, und abgesehen von
den Ausnahmekurven I'y,. .., Tk seiu eine klassische Losung von Oyu+ 0, f(u) = 0 mit Anfangswerten
ug. Dann ist u auch eine schwache Lisung.

Eine haufige Situation ist, dal eine schwache Losung u eine Sprung—Unstetigkeit entlang einer Kurve I' C
R; x R, hat, und beiderseits von I' eine stetig differenzierbare Funktion ist, mit einseitigen Grenzwerten
auf I'. Im Folgenden untersuchen wir, wie eine solche Kurve I' verlaufen kann. Lokal sei I' gegeben durch
eine Parametrisierung « = x(t). Wir wihlen eine Testfunktion ¢ mit Triger in einem kleinen Kreis D,
der durch I' zerschnitten wird in Dy und Ds, siehe Skizze. Dann haben wir

xY

0= [[ et swen azar= [[ (gt S(u)gs) dadt + I (gt fluer) et

Aber innerhalb Dy und Dy ist us + 9, f(u) = 0 mit Ableitungen im klassischen Sinn, und deshalb kénnen
wir schreiben

- /[ (p)e+ (g dedr + /| (W)t () dra

:7{ —updr + f(u)gpdth% —updr + f(u)pdt,
6D1 6D2
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wegen des Integralsatzes von Gaufl. Nun ist aber ¢ = 0 auf der Kreislinie 0D, also liefert nur I' einen
Beitrag zu den beiden Kurvenintegralen. Die Schnittpunkte von I' mit 9D seien (1 und (2, und das
Kurvenintegral entlang I' von Q1 bis Q2 schreiben wir als [ gf. Seien weiterhin

ur(t, ) = u(t, z(t — 0)), (z,t) €T,
up(t,x) = u(t, z(t +0)), (z,t) €T,

die Grenzwerte von u bei Annéherung an I' von links (also innerhalb D;) und bei Annéherung an I' von
rechts (innerhalb Ds). Dann folgt

0= /ib (—ulgodx—i-f(ul)(pdt) —/:2 (—uTgodx—l—f(uT)(pdt).
= f

Wir schreiben [u] := w; — u, sowie [f(u)] (u;) — f(u,) fir die Sprunghshen von u und f beim

Uberschreiten von T', und es folgt
Q2
0:/ ¢+ (- [z + [f(w)]dt).
Wir parametrisieren mittels 2 = 2(¢), und dann sei Q; = t; sowie Q2 = to, und es folgt

0= /t 2 %ﬁ(tvfc(t))( — [u](t, (1)) - 2(t) + [f(u)](t,:c(t))) dt.

=t

Allerdings ist ¢ beliebig wihlbar (solange der Triger innerhalb D verbleibt), und somit ist

& _ [f(w)
dt [u]

fiir die Parametrisierung « = x(t) der Kurve I" eine notwendige Bedingung.

Satz 3.8. Sei u eine schwache Lisung von us + O, f(u) = 0 mit einer Sprungunstetigkeit. Dann betrigt
die Ausbreitungsgeschwindigkeit s = % dieser Sprungunstetigkeit

_ [f(w)
[u]
wobei [g] die Sprunghdhe einer Funktion g beim Ubertreten der Unstetigkeitskurve T darstellt.

Diese Einschrankung an s ist bekannt als Rankine—Hugoniot—Sprungbedingung.

Die eben durchgefiihrten Rechnungen kénnen wir auch in umgekehrter Richtung durchlaufen, und dann
folgt:

Satz 3.9. Sei u eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion mit Sprungunstetigkeiten entlang der
AusnahmekurvenTy, ..., Tk. Auferhalb dieser Kurven seiu eine klassische Lisung zu (3.1), und entlang
der Kurven sei jeweils die Rankine—Hugoniot-Sprungbedingung erfillt. Dann ist u eine klassische Losung
von (5.1).

Beispiel 3.10. Wir betrachten die Burgers—Gleichung mit

1 <0
up(z) =<¢1—2z :0<a<l1
0 1<z

Dann wird fir 0 <t <1 eine (bis auf zwei Knicke) klassische Liosung gegeben durch

1 rx <1,
u(t,z) = % t<ax <1,

0 x>0,
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wie man mit der Charakteristikenmethode schnell ermittelt. Und fiir t > 1 findet man eine schwache
Liosung wie in der Skizze gegeben, mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit des Schocks als

1/,2 2
- 5(uj —uy) 1
5= Uy — Up N 2(ul + UT)’

was im vorliegenden Fall s = 1/2 ergibt.

g ir
--—-_-—4-d
o< Y
4 x
I
t ) ws1
$ el
;
Sk Rl .
U=
Uz .'.’ U, =0
- A
Uemz
L
“ . ¢

Wir fassen unseren Kenntnisstand in Bezug auf (3.1) zusammen.

e Wenn uy € C'(R) mit sup,cp(Juo(z)] + |uf(z)]) < oo, dann existiert eine klassische Losung fiir ein
gewisses Zeitintervall, aber im Allgemeinen nicht fiir immer. Klassische Losungen sind eindeutig.

e Diese klassische Losung ist auf dem genannten Zeitintervall eine schwache Losung.

e Es ist unklar, ob es fiir jedes f und jede Anfangsfunktion wug eine global existierende schwache
Losung gibt.

e Es ist unklar, ob diese schwachen Losungen eindeutig sind.

Um mit der letzten Frage anzufangen, schauen wir uns ein Anfangswertproblem an, das zwei schwache
Losungen hat.

Beispiel 3.11. Wir betrachten die Burgers—Gleichung mit der Anfangsfunktion
0 :z<0,
ug(z) =
o(@) {1 x> 1.

Die Methode der Charakteristiken bestimmt klassische Lisungen eindeutig firt > 0, aber nicht im Sektor
{(t,x): 0 < x < t}. Wir nehmen jetzt zwei Funktionen:

0 <t/ 0 :x<0,
D@
up(t, ) = T, ug(t,x) =<¢ %2 :0<z<t,
1(t,2) {1 s> 1/2, 2(t,2) 1t >g;

cx >t
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Es ist uy eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion, die auferhalb der Kurve {x = t/2} die Dif-
ferentialgleichung klassisch 16st und auf der Kurve die Rankine—Hugoniot—Sprungbedingung erfillt. Also
st uy eine schwache Losung.

Und es ist us eine stiickweise stetig differenzierbare, aber stetige Funktion, die sowohl in {(t,z): x < 0}
als auch in {(t,z): 0 < x < t} sowie in {(t,x): x > t} die Differentialgleichung klassisch ldst, und
demnach eine schwache Lésung ist.

Wir beobachten, dafl us zwar unstetige Anfangsdaten hat, aber fiir positive Zeiten trotzdem eine stetige
Funktion ist. Es konnen also Unstetigkeiten der Anfangsdaten verschwinden.

Losungen von einer Gestalt wie us werden ,, Verdiinnungswelle“! genannt. Man denke an einen Zug im
Tunnel, der hinter sich die Luft auseinanderzieht (also verdiinnt) und vor sich zusammenpreft (also eine
»Bugwelle“ vor sich herschiebt).

Wir haben also zwei Losungen und fragen, welche davon nun die ,,physikalisch verniinftige“ ist. Wir
konnten ug den Vorzug geben, denn dies ist im Gegensatz zu w; immerhin stetig, aber das néchste
Beispiel zeigt uns, dafl die Situation komplizierter ist. Wichtiger ist, dal u; einen , Verdiinnungsschock*
beschreibt, der unphysikalisch erscheint.

Beispiel 3.12. Wir betrachten wieder die Burgers—Gleichung mit den Anfangsdaten
1 cx <0,
ug(x) =
o(@) {—1 x>0,
und fiir jedes o« > 1 definieren wir eine Funktion u, = us(t,2) durch
+1 2z < (1—a,
—a (l—a)t<2r<0,

+a 1 0< 2z < (a— 1),
-1 :(a—1)t <2z

U (t, ) =

Wir priifen nach, daf fiir jede der drei Unstetigkeitskurven die Sprungbedingung erfillt ist, und somit
liegt fiir jedes o > 1 eine schwache Losung vor.

Wir haben also unendlich viele schwache Lésungen gefunden, und alle sind unstetig. Aber die einzige

ohne einen Verdinnungsschock (also ohne den Sprung von —« auf +a) liegt fiir « = 1 vor.

Definition 3.13. Sei f” > 0 und sei u eine schwache Lisung zu (3.1). Wir sagen, daff u die Entropie—
Bedingung erfillt, wenn es ein positives E gibt, so daf fir allet > 0, h > 0 und x € R die Ungleichung

1 E
Z _ < Z
h(u(t,x +h) —ut,x)) < .
qgilt.

Zur Interpretation halten wir ¢ fest und lassen  von —oo bis nach +oo laufen. Dann verbietet die
Entropie-Bedingung, dal @ — wu(t,z) eine Sprungunstetigkeit hat, bei der ein Sprung ,nach oben*
erfolgt.

In der konkreten Situation der beiden obigen Beispiele bewirkt diese Bedingung, dafl alle schwachen
Losungen mit einem Verdiinnungsschock ausgeschlossen werden, sodafl jeweils nur eine Losung iibrig-
bleibt.

Diese Entropie-Bedingung ist nicht so exotisch, wie sie zunéchst aussehen mag:

Lemma 3.14. Klassische Lisungen erfiillen immer die Entropie—Bedingung, wenn f" diberall positiv ist.

Beweis. Sei u € C' fiir 0 < ¢t < ty und alle z € R. Dann haben wir die Charakteristiken der Form
x =z + a(ug(xo))t mit a(u) = f'(u), und entlang einer solchen Charakteristik hat u tiberall den Wert

Irarefaction wave
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up(zo). Wir halten ¢ fest und betrachten xo als Funktion von x. Dann ist mit derselben Rechnung wie
am Ende von Abschnitt 3.2:

ot ) = 1l (0) 222 = up(x0) _ b (x0)
P T T e alua(w)) 1+ 47 (o)) - (o)

Im Zeitintervall [0,tp) ist nach Voraussetzung eine Gradientenkatastrophe noch nicht eingetreten, also
ist der Nenner nicht Null fiir (¢,2) € [0,%9) x R. Da fiir ¢ = 0 der Nenner gleich eins ist, mufl er immer
positiv sein.

Wenn nun uf(zg) < 0 sein sollte, dann ist u,(¢,z) < 0, und die Entropie-Bedingung gilt, denn £ ist
positiv.

Wenn aber uj(z¢) > 0 ist, dann haben wir

ug(zo) 1
= 1 (wo(x0)) - (o)t (un(0))”

0 < ug(t,x)

und die Entropie-Bedingung gilt, wenn wir

seR

-1
E = (min f”(s))
setzen. 0

Unser jetziger Kenntnisstand in Bezug auf (3.1) ist:

e in einigen Beispielen scheint die Entropie-Bedingung geeignet, die physikalisch relevante Losung
von unsinnigen Lésungen zu unterscheiden.

e Es ist unklar, ob es fiir jedes f und jede Anfangsfunktion wug eine global existierende schwache
Losung gibt, die zusétzlich die Entropie-Bedingung erfiillt.

e Es ist unklar, ob eine solche Lésung die einzige wére.

Wir verschaffen uns eine alternative Formulierung der Entropie-Bedingung: Sei f” > 0 iiberall. Wenn
eine Sprung—Unstetigkeit vorliegt, dann ist w; > wu,. Auflerdem haben wir die Rankine-Hugoniot—
Sprungbedingung;:

5 — f(UT) — f(ul) _ f/(g)

Up — Uy
mit einem £ zwischen u, und u;, also

Uy < & < uy.
Wegen f” > 0 ist f’ streng monoton wachsend, und somit ist die Ungleichung

fw) > s> f'(ur) (3.3)

eine zweite Formulierung der Entropie-Bedingung. Wegen [’ = a gilt dann auch:

Die Schockgeschwindigkeit liegt zwischen der Charakteristiken—Geschwindigkeit des linken Teilgebiets
und der Charakteristiken—Geschwindigkeit des rechten Teilgebiets.

Wie aus den Hausaufgaben, Blatt 2, Aufgabe 2b ersichtlich, stellt sich die Frage, was iiberhaupt in einer
bestimmten Situation die richtige Gleichung ist. Denn das Umformen einer Differentialgleichung macht
aus einer schwachen Losung nicht unbedingt wieder eine schwache Losung. Naturgeméf kann diese Frage
innerhalb der Mathematik nicht beantwortet werden.
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3.4 Existenz und Eindeutigkeit schwacher Lésungen

Wie bisher betrachten wir das Anfangswertproblem (3.1) unter den Annahmen
ug € L*(R), ||UO||L<><>(1R) =M,
f € C*R), f'(s)>0 falls —M<s<M.

Dann finden wir eine positive Zahl p mit g := min{f"(s): — M < s < M}.

Es wird sich herausstellen, dafl folgende Zahl A eine obere Schranke fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit
von Informationen ist:

A:=max{|f'(s)]: — M <s< M}.

Dann haben wir folgendes zentrale Ergebnis, das wir hier nicht komplett beweisen werden aufgrund
seiner Linge (ein vollstéindiger Beweis findet sich in [3]):

Theorem 3.15. FEs existiert eine globale schwache Lisung u (und sie wird im Beweisverlauf auch kon-
struiert) mit folgenden FEigenschaften:

o |u(t,x)| < M fir alle (t,x) € [0,00) x R,
e Fs gibt eine nur von M, p und A abhingige Konstante E, mit der die Entropie—Bedingung gilt,

e u hingt in folgendem Sinne stetig von den Anfangsdaten ug ab: Seien ug und vo aus L°(R) N LY(R)
zwei Anfangswertfunktionen, wobei ||vol| ;00 < |0l ;0. Seien weiterhin w und v die sich daraus
gemdfl der Konstruktion im Beweis ergebenden globalen schwachen Ldsungen. Dann gilt fiir alle
x1 < 9 und alle t folgende Ungleichung:

T2 xro+ At
/ lu(t,z) —v(t,z)|dz < / |ug(x) — vo(a)| da.

x1 x1— At
Dazu einige Anmerkungen.

e Die erste Eigenschaft ist fiir klassische Losungen schon bekannt durch die Losungsdarstellung; und
hier garantiert sie, dal die Werte von v in einem Intervall verbleiben, in dem wir Aussagen iiber
f" und f” haben.

e Wenn ug(z) = vo(x) fiir 21 < & < zg und wenn 0 < ¢ < (22—21)/(24), dann ist auch u(t, x) = v(¢, z)
fir z1 + At < x < 29 — At. Die letzte Ungleichung macht also eine gewisse Eindeutigkeitsaussage;
aber diese bezieht sich nur auf die von uns konstruierten Losungen. Es kann ja sein, dafl es noch
andere Losungen gibt, die von unserem Konstruktionsverfahren nicht erreicht werden.

Zunichst stellen wir fest, dal ug eine unbeschriinkte Variation haben kann (auch lokal), aber es gilt:

Lemma 3.16. Flir positive t hat u(t,-) als Funktion von x lokal eine beschrinkte Variation.

Beweis. Es sei ¢; > E/t eine gewihlte Zahl, und damit setzen wir w(t, x) := u(t, 2) — c;2. Dann ist fiir
jedes positive h:

E
w(t,z+h) —w(t,z) =ut,z+h) —ut,z) —c1h < h<? —c1> <0,

also ist w(t, ) als Funktion von x streng monoton fallend. Dann ist aber = — u(t, z) = w(t, z) + c1z die
Summe aus einer fallenden und einer steigenden Funktion, also lokal von beschrinkter Variation. |

Die Konsequenz daraus ist, da u(t,-) (im Gegensatz zu ug) hochstens abzéhlbar viele Sprungunstetig-
keiten haben kann und auch fast iiberall differenzierbar ist.

Der Beweis von Theorem 3.15 beruht auf der Methode der finiten Differenzen. Dazu wihlen wir eine
Zeitschrittweite h = At und eine Ortsschrittweite [ = Az, und wir betrachten in R} x R, ein Gitter mit
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Knotenpunkten der Form (¢, z) = (ah, 1), wobei a € Ny und § € Z. Der Funktionswert von u an dieser
Stelle soll angenéhert werden durch eine Zahl uj:

ug ~ u(ah, Bl), aeNy, peZ.

Es ist bekannt, daf8 wir fiir eine Funktion w = w(z) aus dem C? die erste Ableitung durch den zentralen
Differenzenquotienten annihern kénnen,
w(z+1) —w(x—1)

Oyw(z) = 57 + O(1?).

Davon wollen wir uns leiten lassen (auch wenn wir bei weitem nicht erwarten diirfen, dafl unsere Lésungen
die Regularitiit C® haben werden). Unser numerisches Schema fiir die Gleichung u; + 9, f(u) = 0 soll
aussehen wie folgt:

1 no1 U !
<uﬁ+1 o %) —+ 2_l (f(ufl+1) - f(ufzfl)) = 07

h

und wir denken dabei an eine Induktion iiber k. Damit lautet die Iterationsvorschrift dann
k k
UL 4+ u h
uﬁ“:%—Z(f(uﬁﬂ)—f(uﬁfl)), k € No, n €Z.
Die Startwerte fiir £ = 0 sollen gegeben sein durch die arithmetischen Mittel
1 z=(n+1/2)l
ud = —/ uo(x) de, n € Z.
U Jamtm—1/2)

Weiterhin verlangen wir von den Schrittweiten die Ungleichung

A
S
Dies bedeutet, daf die dem Gitter innewohnende Ausbreitungsgeschwindigkeit [/h mindestens so grof} ist
wie die tatsdchliche Geschwindigkeit der Charakteristiken, und diese ist < A. Ansonsten ist es unmoglich,
daB dieses Differenzenverfahren eine taugliche Ndherung liefert, denn besonders schnelle Charakteristiken
konnten dann von diesem Verfahren nicht wiedergegeben werden.

Lemma 3.17. Fiir alle (n,k) € Z x Ny ist |[uf| < M.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber k. Die Aussage gilt fiir £ = 0. Weiterhin ist, mit einer
Zwischenstelle 6% zwischen u*__; und uf_,,

h
up = — (f(ufwrl) - f(Uﬁ—l)) T l(uﬁﬂ +p 1)

21 2
—h 1(nk k k 1 k k
= Q_Zf (on) ' (un-i-l - un—l) + §(un+1 - un—l)

1 h 1 h
_ (5 i f/w:g)) uf g+ (5 - ﬂf’w,’i)) U1

Wegen der Bedingung Ah/l <1 ist

und damit haben wir dann

— 4 — > (.
S+ 2 1(05) 20

Also ist u#*1 eine konvexe Linearkombination von u* 41 und uk ., liegt also insbesondere zwischen diesen

beiden Werten. O
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Wenn man {ibrigens versucht, Systeme von Evolutionsgleichungen zu betrachten anstatt einer einzelnen
Evolutionsgleichung, dann gelingt es nicht, ein Analogon des vorigen Lemmas zu zeigen fiir die N#he-
rungslosungen u*, sodaB nicht garantiert ist, daf die Werte von u in dem Bereich verbleiben, wo wir

n’

Kenntnisse haben iiber das Verhalten von f. Das ist einer der Griinde, warum das Verstdndnis von
Systemen von Erhaltungsgleichungen immer noch liickenhaft ist.

Lemma 3.18 (Diskrete Entropiebedingung). Sei ¢ = min(%§, ﬁ) und F = % Dann gilt fiir alle
(n,k) € Z x Ny die diskrete Entropie—Ungleichung

k k
Uy — U,y E
n n2<

20 T kh
Man beachte hierbei, dafl 2] der Abstand der beiden Knoten in Ortsrichtung ist, und kh beschreibt die
aktuelle Zeit.
(Ohne Beweis.)
Lemma 3.19 (Beschrinkte Variation bzgl. x fiir festes t). Seien a > 0 und X > 1 fest gewdihlt.

Dann gibt es eine Konstante ¢, die nur von M, X und « abhingt, mit folgender Eigenschaft: wenn
kh > «, dann ist

Z }u5+2 —uﬁ} <C.

[n|<X/1

Die Idee hinter dem Beweis ist es, die Schritte von Lemma 3.16 fiir die hier vorliegende diskrete Situation
zu reproduzieren.

Beweis. Es sei ¢; > E/a eine gewihlte Zahl, und damit setzen wir w¥ := u* — ¢;nl. Dann ist

FE 1) E
k k k k
wn+2—wn:un+2—un—2cll§21-ﬁ—201122Z(E—01) SQZ(E—Q) < 0.

Also ist die Folge der w* beim Ubergang von n auf n+ 2 streng monoton fallend. Damit ergibt sich dann

Z ‘ufH_Q—uk‘S Z ‘w§+2f’u},§‘+ Z 2¢q1

In|<X/ In|<X/1 In|<X/
=— Z (wﬁw—wﬁ)—i—%ll-
In|<x/1

<2 max ’wm + o X
In|<X/1

S 2M + 261X + CQX,

2X +1

mit einer passenden Konstanten cs. O

Dieser Satz gibt uns also Informationen {iber die Schwankungen von w in Ortsrichtung. Als néichstes
schauen wir uns Schwankungen in Zeitrichtung an:

Lemma 3.20. Sei ein positves § gewdihlt, und seien h/l > § sowie 0 < l,h < 1. Dann gibt es eine Zahl
L mit folgenden Eigenschaften: wenn k > p und k — p eine gerade Zahl ist, sowie ph > a > 0, dann ist

Z ‘uﬁ — uﬁ‘ < L(k —p)h.
Inl<X/1

Hierbei ist L = L(9, a, X).

(Ohne Beweis.) Eine analoge Version gibt es, wenn k — p ungerade ist.
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Lemma 3.21 (Diskrete Stabilitidtsaussage). Seien {ul},cz und {v2},.cz 2wei Familien von Anfangs-
werten, und seien {uk}y , sowie {vE}y . die dazugehorigen diskreten Losungen, wobei wir voraussetzen,
daf sup,,cz [ud| < M und sup,,cy |02 < M. Dann gilt

Z|uﬁ—v§‘-l§ Z ‘ug—vm-l.

In|<N In|<N+k
Beweis. Wir setzen w¥ := u* —v¥ und dann finden wir
whtl = L _ gkt

k k
un-i—l + Uy

h
= Sl Tl () - flhy)
k k
et Bty B (fuhy) - F00))
ub,  —oF h
_ % _ Z(f(uflﬂ) - f(vﬁ+1))

u% o () — 1))

+
s
L

+

1 h
= §w7kz+1 - 2_lw§+1f/(95+1)

1 h
+owh o+ 2_lw5—1f/(95—1)
1 h 1 h
= (5 - 2—lf/(95+1)> wh iy + <§ + Q_Zf/(e’rkz—l)) wh_y,

und wieder sind hier die beiden grofien Klammern > 0, wegen der Bedingung Ah/l < 1. Damit ergibt
sich also

k+1 R 1 h 1(nk k = 1 h 1(nk k
DN D SN C EETLCAN AR DI € EETECANITA
In|<N m=—N+1 m=—N-—1
N+1
< Z 1- ’wﬁl ,
m=—N-—1
was den Beweis vollendet. O

Als n#chstes ergénzen wir die Gitterpunktndherungen zu einer Funktion von ¢ und z:

Upn(t, x) :== uk wenn  kh <t < (k+1)h, nl<z<(n+1)h.

ns

Lemma 3.22. FEs existiert eine Teilfolge {Uy,p, tien, die zu einer mésbaren Funktion u = u(t,x) kon-
vergiert in folgendem Sinne: fir alle X > 0,¢t >0 und T > 0 st

lim |Up;n, (t,2) — u(t,x)| de =0,

T
lim/ / Ui, (6, 2) — u(t, 2)| dedt = 0,
t=0 J|z|<X

i—00
Der Grenzwert u erfillt die Stabilititsungleichung und

sup  |u(t,z)| < M.
(t,z)eR4 xR

Der Beweis beruht auf dem Konzept kompakter Mengen im topologischen Raum LllOC (R4 x R), und bei
der Beschreibung der Kompaktheit bilden die beiden Lemmata iiber die Beschrankung der Schwankungen
in Orts— und Zeitrichtung eine entscheidende Rolle.



3.4. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT SCHWACHER LOSUNGEN 35

Lemma 3.23. Die im vorigen Lemma konstruierte Funktion u erfillt die Entropiebedingung und ist
eine schwache Lisung des Anfangswertproblems (3.1).

(Ohne Beweis.)

Damit ist die Existenz einer zeitglobalen schwachen Losung, die die Entropiebedingung erfiillt, sicher-
gestellt, der Beweis zu Theorem 3.15 ist komplett, und als Néchstes betrachten wir die Frage nach der
Eindeutigkeit der Losungen.

Satz 3.24. Sei f € C? mit f" > 0 diberall, und seien u, v zwei schwache Lésungen zu (3.1), die beide
die Entropiebedingung erfillen. Dann ist u = v.

Auch der Beweis dieses Satzes findet sich in [3]; allerdings ist er lang (7 Seiten) und aufwendig, sodafl
wir es bei einer kleinen Skizze belassen.

Wir erinnern an die lineare Algebra: Seien U und V endlichdimensionale Hilbertraume, und sei A €
L(U,V) linear. Wenn dann u € ker A ist und b € V beliebig, dann ist

0= <Aua b>V = <’U,, A*b>U )
also ker A L img A*. Dies kann nun mit geeigneten Modifikationen auf unendlichdimensionale Raume U

und V verallgemeinert werden, und wir bekommen ker A C (img A*)*.

Nun ist die Injektivitit von A dquivalent zu ker A = {0}, und dafiir ist hinreichend, daf§ img A* dicht in
U enthalten ist.

Diesen Gedanken wollen wir auf unsere Situation iibertragen. Wir betrachten die Menge aller Funktionen,
die die Anfangsbedingung und die Entropiebedingung erfiillen (das ist kein Vektorraum), und darauf
betrachten wir den Operator A, der u abbildet auf u; + 0, f (u). Dieser ist offensichtlich nichtlinear, und
wir fragen nach seiner Injektivitit. Abgesehen davon existiert u; + 9, f(u) gar nicht als Funktion, wenn
u lediglich mef3bar ist.

Die Injektivitit von A ist nachgewiesen, wenn wir zeigen koénnen, daf fiir beide schwache Losungen u
und v gilt, dafl

/ / (u—v)pdedt =0, Vo € C4.
t=0 JzeR

Wir wissen bereits, da8 fiir alle ¢ € C§ gilt, daf

/t: /mE]R wr - f(w)y do di + / uo ()Y (0, z)dx = 0,

z€eR

/00 / vy + f(v), dedt + / uo(2)Y(0,z)dz = 0.
t=0 JzeR

zeR

Abziehen liefert dann
[ [ ot () - o) dode =0,
t=0 JxeR

oder auch

/:; /meR(“ —v) (W + W%) dzdt = 0.

Wir setzen nun F(t, ) := f0)=F®) g haben damit gezeigt, daf fiir alle ¢ € C} gilt, dafl

u—v

/tj)/xeR(uv)'(therm) dxdt = 0.

Die Idee ist nun, jedes ¢ € C§ darzustellen als ¢ = ¥y + F1b, mit ¢ € C}. Das wiirde bedeuten, dafl wir
den Operator, der v auf v; + F1, abbildet, als surjektiv nachweisen. Diesen Operator konnen wir als
nichtlineare Version von A* interpretieren, wenn wir so wollen.



36 KAPITEL 3. SCHOCKWELLEN

Es gibt aber eine entscheidende Schwierigkeit: weil u und v lediglich mefibar sind, hat F' = F(t,x) eine
sehr schlechte Regularitdt, und die Differentialgleichung ¢ = vy + F'¢, ist nur mithsam zu l6sen.

Der Ausweg besteht dann darin, v und v mittels geeigneter Faltungen mit Gléttungskernen durch glat-
tere Funktionen anzunihern, mit denen man dann die Rechnungen ausfithrt, und anschliefend diese
N#herungen nach u und v konvergieren 1aft.

3.5 Evolutionsgleichungen

Sei 0 <t < oo,z € Rund u=u(t,x): [0,00) x R — C". Wir betrachten zwei Systeme:

up = Aug, (3.4)
uy = Aug + Bug,, (3.5)
mit konstanten Matrizen A, B € C"*", und mit den {iblichen Anfangsdaten ug, diesmal komplexwertig.

Wir wiinschen von diesem System, dafl es wohlgestellt ist, worunter wir verstehen wollen, dafl u(t,-)
stetig von ug abhiingt, gemessen in der L>°(R,)—Norm.

Definition 3.25. Wir sagen, daf$ das System (3.4) bzw. (3.5) wohlgestellt ist, wenn es fiir jedes t > 0
eine Konstante C(t) gibt (unabhingig von u), sodafs fir jede Lisung u gilt:

[ult ) ooy < C) l[w0l] oo gy -
Hierbei soll C(t) firt — 0 endlich bleiben.
Lemma 3.26. Wenn das Problem (3./) wohlgestellt ist, dann sind die Eigenwerte von A reell.

Beweis. Wir testen mit speziell konstruierten Losungen

—

u=u(t,z) = exp(i(\t + pz))E, MueC, fecr, £+0.

Dann ist u(0,z) = exp(ipz)¢, und damit dies zum L°(R) gehért, muB 1 € R sein. Das Einsetzen dieses
Ansatzes liefert dann

iXexp(i(At + )€ = ipexp(i(At 4 pa)) AE,

also auch A€ = (A\/p)€, und demnach ist A/p ein Eigenwert von A. Wir schreiben ihn als A/p = a + ib
mit a,b € R, und dann folgt

u(t, @) = £ —u(t, )] = Juo(@)le T = [|ult, )| oy = € It o ey -
Wenn b = 0 ist, dann ist die Bedingung der Wohlgestelltheit fiir dieses spezielle Losungsbeispiel u erfiillt,
mit einem Kandidaten C(t) = 1.

Angenommen, es wiire b # 0. Dann nehmen wir z.B. |€] = 1/N mit einem N > 1 und

—2NIn N
hs—

—

Dann folgt |lugl| ;~ = |£| = 1/N, jedoch
(/N ) ey = €7 ol g gy = €™V ol g = N,

und N koénnen wir beliebig wihlen. Obwohl dann ||ug||;~ und ¢ = 1/N nach Null streben, explodiert
luw(t, )| o - Das ist ein Widerspruch zur Wohlgestelltheit. Also gilt fiir jeden Eigenwert \/u von A, daf§
Ap=acR. O

Definition 3.27. Wenn die Eigenwerte von A alle reell sind, dann heifst das System (3.4) (schwach)
hyperbolisch. Wenn die Eigenwerte von A alle reell und paarweise verschieden sind, dann heif$t das Sy-
stem (3.4) strikt hyperbolisch. Und wenn das System (3.4) hyperbolisch ist, mit einer diagonalisierbaren
Matriz A, dann heifst dieses System symmetrisierbar hyperbolisch.
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Man kann zeigen: wenn ein System symmetrisierbar hyperbolisch ist (was insbesondere im Falle strikter
Hyperbolizitit gilt), dann liegt Wohlgestelltheit vor. In diesem Sinne haben wir beinahe eine Genau—
Dann—Wenn Aussage. Die verbleibenden Liicke zu schliefien (insbesondere im Fall variabler Koeflizienten)
ist bis heute ein ungeléstes Problem. Wenn die Koeffizienten a;;, analytisch und nur von ¢ abhéngen,
dann ist Wohlgestelltheit &dquivalent mit schwacher Hyperbolizitét. Wenn die Koeffizienten a;;, aber nur
C® von t abhéngen, dann folgt aus der schwachen Hyperbolizitdt keineswegs die Wohlgestelltheit, wie
Gegenbeispiele zeigen.

Lemma 3.28. Wenn das System (5.5) wohlgestellt ist, dann haben alle Figenwerte von B einen Realteil
> 0.

Beweis. Wir machen denselben Ansatz u(t,z) = exp(i(M + pa))é. Genauso wie oben bekommen wir
€ R, damit ug € L>°(R). Einsetzen in (3.5) liefert dann

iXexp(i(At + pz))€ = ipexp(i(At + px)) AE + (ip)? exp(i(At + px))BE,

oder auch i\/p? als Eigenwert von —B + (i/u)A. Dies ist eine komplizierte Matrix, aber wir kénnen
1 — oo schicken und verwenden, dafl die Eigenwerte einer Matrix stetig von dieser Matrix abhéngen,
also ist dann

—L—)\Q =c+id+r(p) +is(u),

wobei ¢+ id mit ¢, d € R ein Eigenwert von B ist, und weiterhin limj,|_ o (r(x) +1is(x)) = 0. Dann folgt
—iX = p?(c+id +r +1is),

und somit ist dann u(t, z) = exp(—p2(c + id + r 4 is)t + ipz)€. Wegen p € R folgt schlieBlich

Jult,2)| = exp(=(c + ()OI, Jluoll e = IE].

Wenn nun ¢ < 0 ist, dann bekommen wir einen Widerspruch zur Wohlgestelltheit, indem wir p > 1
wéhlen und z.B. t = 1 festhalten.

Also muf ¢ > 0 sein, wenn Wohlgestelltheit fiir (3.5) vorliegt. O

Es gilt sogar noch mehr: wenn ¢ = 0 ist, dann miissen die Eigenwerte von A noch eine geeignete Bedingung
erfiillen, damit das Problem wohlgestellt ist.

Definition 3.29. Wenn die Figenwerte von B sdmtlich positiven Realteil haben, dann heifit das Sy-
stem (3.5) parabolisch.

Als Beispiel nehmen wir n = 1 und betrachten die Burgers-Gleichung bzw. die viskose Burgers—
Gleichung;:
us + a(u)u, =0, ur + a(u)uy = gy,

wobei a reellwertig ist, und ¢ ist positiv.

Allgemeiner betrachten wir jetzt Systeme
Ut + amf(“) =0, Ut + azf(u) = (B(u)um>ra

und wir verlangen: die Jacobi-Matrix f’(u) hat nur reelle Eigenwerte, und B hat nur Eigenwerte mit
Realteil > 0.

Beispiel 3.30. Die Gleichungen der Gasdynamik konnen in Fulerkoordinaten geschrieben werden als
0t +uoz + ouy =0,
1
Up + Uy + Epz =0,

st +us, =0,
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und wir schreiben die Zustandsgleichung als e = e(s,v) mit v = 1/p und p = —%. Dann ist p, =
—CppUs — €ysSz = V205 — €ysSy, und mit U = (o,u,s)" erhalten wir dann
U 0 0
Ui+ | eppo™3 u —o0 teys | 0,U =0.
0 0 U
Fiir die Matriz schreiben wir A. Diese hat die Figenwerte
A1 =u, )\2,3 =u+ V evv972a
und nun ist ey, = —py > 0 aus thermodynamischen Griinden, also ist das System hyperbolisch.

Beispiel 3.31. Die Gleichungen der Gasdynamik fir ein viskoses, wdrmeleitendes Fluid in FEulerkoor-
dinaten lauten
0t +uoz + ouy =0,
(o)t + (Qu® +p)o = pittas,

<9 <u; - e) >t + <9u <u; + Z> )m = wlutg)e + KTxz,

mit T als Temperatur, v als Viskosititskoeffizient, k als Wirmeleitkoeffizient, diese beiden positiv. Die
gesuchten Funktionen seien U = (o,u,T)". Die Zustandsgleichungen schreiben wir als e = e(o,T) und
i=1(o,T). Die auf Uy, wirkende Matriz ist dann

0 0 0
B=|0 W 0
0 o K

mit den Eigenwerten 0, p und k, die allesamt > 0 sind.

3.6 Viskositatslosungen

In der Modellierung entstehen Erhaltungsgleichungen teilweise als Grenzproze$3, bei dem man Visko-
sitdtsterme weglifit zum Zwecke der Vereinfachung. Jetzt wollen wir diese Viskositétsterme etwas syste-
matischer behandeln.

Rein formal entsteht das System von Erhaltungsgleichungen u; + 0, f(u) = 0 mit u: [0,00) x R — R"
aus dem parabolischen System u; + 0, f(u) = €Buy, durch einen Grenzproze ¢ — +0. Mit dem Wort
yformal® wollen wir andeuten, dafl es keineswegs klar ist, ob eine Folge {u®}.~¢ von Losungen des
parabolischen Systems fiir ¢ — +0 gegen eine Losung u des hyperbolischen Systems konvergiert, und
es ist auch nicht klar, ob jede Losung u des hyperbolischen Systems als Grenzwert einer solchen Folge
erhalten werden kann. Wenn doch, dann wollen wir ein solches u als Viskosititslosung des Systems
ut + Oy f (1) = 0 bezeichnen.

Unsere Annahmen sind: die Jacobi-Matrix f’ hat nur reelle und verschiedene Eigenwerte. Die Visko-
sitdtsmatrix B hat nur Eigenwerte mit positivem Realteil.

Jetzt wollen wir darlegen: wenn eine Losung u zu uy 40y f (u) = 0 erhalten werden kann als Grenzert einer
Folge {u®}.~0 von Losungen des parabolischen Systems, dann gelten (nach einigen Zusatzvoraussetzun-
gen) fiir u gewisse Entropiebedingungen, die unserer bisherigen Entropieungleichung (3.3) entsprechen.

Sei u eine schwache Losung zu u; + 9, f(u) = 0. Wir setzen nicht voraus, daf (3.3) gilt. Sei z = x(t)
eine Sprungunstetigkeitskurve I' fiir v, und in einer Umgebung davon sei u auflerhalb von I' stetig. Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit von T" sei s = /(¢). Dann kénnen wir (z.B. durch eine Verschiebung der
ax—Variablen) erreichen, dafi I' parametrisiert wird als x = st. Wir nehmen an, dafl v nahe T" nur von
x — st abhéngt.

Wir wollen jetzt nur solche u als physikalisch relevant betrachten, die angendhert werden kénnen durch

eine Folge u® im Sinne von

u(t,z) = E1_1}13_1(J ut(t, x), (3.6)
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fast tiberall in [0, 00) x R. Weiterhin wollen wir nur solche u* als physikalisch zuléissig ansehen, die sich
auf die Form

xr — st

w(t,z) =v(C), (= ,

3

bringen lassen, fiir (¢, z) nahe I'. Das bedeutet, dafl mit variierendem ¢ die u° ihre Form behalten, lediglich
die Langenskala dndert sich. Diesen Ansatz in das System u$ + 0, f (u®) = e Bug,, eingesetzt, erhalten wir

1 1
Sy f'(w)=v" =eB5v",
5 € €

oder auch

~s0'(Q) + (F0() = Bo"(©),
was nach Integration uns auf
—s0(¢) + f(v(Q)) +C = BV(¢),  (ER,

fithrt, mit einer Integrationskonstanten C.

Wir definieren den linken bzw. rechten Grenzwert von v an I':

up = Il}glfou(t’x)’ Up 1= zl}glJrOu(t’x)’

und dann wird (3.6) dquivalent zu

lim v(¢) = uy, lim v(¢) = u,. 3.7
Jim o(Q)=w,  lim_o(Q) (37)
Nun hat jeder Eigenwert von B einen positiven Realteil, also ist B invertierbar, und damit ist
lim o'(C) = B—l( ~ sup+ flw) + é), lim o'(¢) = B~ ( — sup + fluy) + é),
(——o0 ¢(—+oo

was mit den Grenzwerten lim¢_, 4 v(¢) = u;,, nur vereinbar ist, wenn
_Sul+f(ul)+é:0a —SUT+f(UT)+é:0,

oder auch C = su; — fu) = sur — f(uy) bzw. s(u; —uy) = f(u;) — f(u,), was genau die vektoriellen
Rankine-Hugoniot—Sprungbedingungen sind.

Jetzt gehen wir von einem System zuriick zu einer einzelnen Gleichung. Sei also v = v(¢) € R anstatt
R™ wie bisher, und wir kénnen dann auch B = 1 setzen. Dann schreiben wir die Dgl fiir v als

v'(Q) = =s(v(Q) —w) + f(0(Q) = flw) =: ¢(v(()),  CER,

mit den beiden Randbedingungen (3.7). Es ist ¢(u;) = ¢(u,) = 0. Sei u; > u,. Dann ist v = u; eine
Losung der Dgl, und v = u, ist auch eine. Weil Losungstrajektorien sich nicht kreuzen kénnen, schliefSen
wir, daf3

ur < v(() < uy, V(eR,

und mit derselben Begriindung kann ¢ zwischen u, und u; keine Nullstelle haben. Dann mufl v = v(()
eine fallende Funktion sein, also ist ¢(v) < 0 fiir v zwischen u, und w;, also auch

¢ (ur) > 0> ¢'(uy).
Nun ist aber ¢'(v) = f'(v) — s, also folgt
flw) =z s = f'(ur),

worin wir (3.3) wiedererkennen. Diese Ungleichung ist etwas schwiicher wegen > anstatt >, aber wir
haben jetzt den Vorteil, dal unsere Argumentation darauf verzichtet, f” > 0 zu verlangen.

In [?] finden wir folgendes Ergebnis:

Satz 3.32.

Uber eine Verallgemeinerung auf Systeme ist in der Literatur nicht viel bekannt.
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3.7 Schock—Ungleichungen und Irreversibilitét

Betrachte ein hyperbolisches System im Halbraum
us + Aug =0, (t,x) € (0,00) x (0,00)

mit der iiblichen Anfangsfunktion ug. Wir fragen nach angemessenen Randbedingungen fiir x = 0.

Sei A € R™ ™ eine konstante Matrix mit Eigenwerten A\; < Ao < ... < Ap < 0 < App1 < ... < Mg
Dann existiert eine Matrix P mit P~'AP = diag(\1,...,\,) =: A. Wir setzen v = P~y und erhalten
das entkoppelte System v; + Av, = 0, also auch dyv; + A\;0,v; = 0, und fiir 1 < ¢ < k darf man keine
Randbedingungen verlangen, aber fiir £ 4+ 1 < i < n mufl man. Also sind n — k Randbedingungen fiir «
erforderlich.

Als néchstes betrachten wir einen Halbraum, der sich mit Geschwindigkeit s bewegt. Fiir s = 0 bekommen
wir gerade den obigen Fall. Sei A\ < Ay < ... < A < 5 < Agg1 < ... < Ay. Dann brauchen wir n — k
Randbedingungen fiir die Losung in der Region {(¢t,x): ¢t > 0, x — st > 0}.

Die niichste Situation ist ein System u;+ 9, f(u) = 0 fiir eine vektorwertige Funktion u: [0,00) x R — R™.
Es seien A1 (u) < ... < Ap(u) die reellen und verschiedenen Eigenwerte von f’(u), und wir betrachten
eine Sprungunstetigkeit, die sich mit Geschwindigkeit s fortbewegt, mit der Parametrisierung x = st.
Seien u; und w, die Grenzwerte von u am linken bzw. rechten Ufer der Unstetigkeit, und wir nehmen

an, daf}
A (ur) < 8 < Mg (uy).

Dann sollte man in der Region {z — st > 0} analog zu obiger Betrachtung n — k& Randbedingungen
verlangen. Und fiir das Gebiet links von der Unstetigkeit sei

Aj(ur) <'s < Ajga(w),

also sollte man in der Region {x — st < 0} insgesamt j Randbedingungen verlangen.

Nun haben wir die Rankine-Hugoniot—Sprungbedingungen: s(u; —u,) = f(u;)— f (u,), was n Gleichungen
sind. Wir verwenden eine davon, um s zu ermitteln, was durchfithrbar ist wegen u; # w,. Dann bleiben
n —1 Gleichungen iibrig, und es erscheint angemessen, nur solche Losungen als giiltig zu akzeptieren, fiir
die die Anzahl der Rankine-Hugoniot—Sprungbedingungen mit der Gesamtzahl der Randbedingungen
iibereinstimmt:

also j = k — 1. Auf diesem Wege konnen die Randbedingungen im rechten Teilgebiet aus denen fiir das

linke Teilgebiet bestimmt werden.

Wir verlangen also von der Unstetigkeit, dafl ein k£ mit 1 < k < n existiert mit
)\k(ur) < s < )\k+1(ur), )\k_l(ul) < s < )\k(ul).

Einen solchen Schock nennen wir k-Schock. Diese Ungleichungen sind die Laz—Schock-Bedingungen, von
P.D.Lax (1957).

Fiir n = 1 ist AM(u) = f’(u), und diese Ungleichungen reduzieren sich zu f'(u;) > s > f'(u,), was wir
schon aus (3.3) kennen.

Das Phénomen der Irreversibilitét ist typisch fiir parabolische Gleichungen. Erhaltungsgleichungen sind
allerdings typischerweise hyperbolisch, und dort zerstoért die Zeitumkehr nicht den Gleichungstyp, zu-
mindest nicht fiir klassische Losungen.

Die von uns hier diskutierten Losungen sind allerdings gerade nicht klassisch, sondern haben typischer-
weise Sprungunstetigkeiten, und zusétzlich konnen sie erzeugt werden als Grenzwerte von Losungen
parabolischer Probleme bei verschwindender Viskositét.
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Die Beobachtung lehrt, daB beim Uberqueren eines Schocks Information verlorengeht, also steigt die
Entropie (was ungefihr das Entgegengesetzte zur Information ist). Das wollen wir uns jetzt genauer
anschauen.

Sei dazu us eine Losung der Burgers—Gleichung u; + uu, = 0, wobei § € [0, 1] ein Parameter ist, und us
sei gegeben durch

1 :z<t7g,
0<t<d us(te) =4 222 p -2 <a<?
0 :%<l‘,

1 :x<%,
. t

6<t:u(;(t,x):{

Wir beobachten, dal wus stetig ist fiir ¢ < 4, und fiir ¢ = § entsteht ein Schock, der sich dann mit
Geschwindigkeit s = 1/2 fortpflanzt. Fiir jedes ¢ € [0,1] erhalten wir eine schwache Lésung, die auch
die Entropiebedingung erfiillt. Alle diese Losungen sind physikalisch korrekt, und alle stimmen iiberein
auf dem Zeitniveau ¢ = 1, und dann auch fiir alle Zeiten ¢ > 1. Zur Zeit t = 1 haben wir einen Schock
vorliegen, aber mit den dann gegebenen Information kénnen wir nicht ermitteln, wann er eingetreten ist
und wo. Das kénnten wir, wenn wir die Anfangsdaten ug zur Zeit ¢ = 0 kennten. In diesem Sinne ist auf
dem Weg von ¢t = 0 zu ¢t = 1 Information verlorengegangen. Die Eindeutigkeit der schwachen Losungen,
welche die Entropiebedingung erfiillen, gilt nur vorwérts, aber nicht riickwérts.

Analytisch zeigt sich dies auch darin, dai die Abbildung, die uy auf wu(t,-) abbildet, eine kompakte
Abbildung ist vom L®(R) in den L} _(R), also kann deren Umkehrabbildung nicht stetig sein.

loc

3.8 Das Riemann—Problem fiir Systeme von Erhaltungsglei-
chungen

Das Riemann—Problem lautet
U+ 0, F(U) =0, (t,z) € (0,00) X R,

U :x<0, (3.8)

U(0,2) = Uo(x) = {U x>0

wobei U in den R™ abbildet, und U; # U, sind konstante Werte aus dem R™.

Im Falle von n = 1 liegt bekanntlich eine Schockwelle oder eine Verdiinnungswelle vor, abhéngig davon,
ob u; > u, oder nicht, und auch abhéngig davon, ob f” > 0 oder f” < 0.

Jetzt betrachten wir das p—System der Gasdynamik. Das istentropische (konstante Entropie) System der
Gasdynamik, in Lagrange-Koordinaten, lautet

K
v — Uy = 0, u+ | — ) =0,
v

was die Gleichungen der Massenerhaltung und der Impulserhaltung sind. Hierbei ist v = 1/p das spezi-
fische Volumen, und es ist K > 0 sowie v > 1 die adiabatische Gaskonstante. Meist ist 1 < v < 3.

Allgemeiner schreiben wir

{ y ;(’;(;;;w ~ 8’ (t,2) € (0,00) X R, (3.9)

wobei p' < 0 und p” > 0, ein Beispiel dafiir ist p(v) = Kv™". Wir setzen U = (v,u)’ und F(U) =
(—u,p(v))" und erhalten dann (3.8). Die Jacobi-Matrix ist dann

= (p’(()v) 01)
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mit den reellen und verschiedenen Eigenwerten

A==/ P (0) <0< +/—p(v) =t Ag,

also ist das System hyperbolisch. Nun nehmen wir Anfangsdaten

U =(u,w) :2<0,
U= (vp,u.) 12> 0,

U(0,2) = Up(a) = {

KAPITEL 3. SCHOCKWELLEN

was man physikalisch so interpretieren kénnte, dal zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Membran aus einem

zweigeteilten Tunnel herausgezogen wird.

Wir wiederholen, daf ein 1-Schock gegeben wird durch die Ungleichungen

s < )\1(Ul), )\1(UT) <s < )\Q(UT),
und ein 2-Schock geniigt den Bedingungen

)\1(Ul) <s < )\Q(Ul), )\S(UT) < S.

Wegen A\; < 0 < Ag folgt dann s < 0 fiir 1-Schocks (auch back-shocks genannt) und s > 0 fiir 2-Schocks

(sogenannte front-shocks).

Fiir back-shocks gilt

=V (o) <5 < —V=p(u),

wahrend fiir front-shocks die folgende Bedingung giiltig ist:

V= (o) < s <A/ =D (v).

Nun wollen wir untersuchen, ob wir den Zustand U; mit dem Zustand U, durch einen einzigen Schock
verbinden konnen. Welche Einschrankungen ergeben sich dann fiir U, 7 Die Antwort liefert uns die

Rankine-Hugoniot—Sprungbedingung

s(v—u) = —(u—w), s(u —u) = p(v) — p(vr),

wobei v und w sich auf die Werte rechts vom Schock beziehen sollen.

Fall 1: back-shock Gegeben sind v; und u;, und wir suchen alle zulissigen (v, u), sodafl diese Wer-
te auf der rechten Gebietshélfte eingesetzt eine back-shock an der Grenzfliche zwischen beiden

Gebietshilften ergeben.

Die Rankine-Hugoniot—Sprungbedingung nach s umgestellt, und in die andere Gleichung einge-

setzt, erhalten wir

u—u = i\/(v — ) (p(vr) — p(v)).

Es stellt sich die Frage nach dem korrekten Vorzeichen.

3.9 Das Glimm—-Schema



Kapitel 4

Reaktions—Diffusionsgleichungen

4.1 Allgemeines

Ab jetzt sei X ein Banachraum mit Norm ||-|| , und dim X = co. Wir betrachten eine Funktion
u: R— X,
w: t— u(t),

die Losung einer Differentialgleichung

a(t) = f(u(t))

sein soll. Hierbei ist f: X — X eine Abbildung, die eventuell nichtlinear sein kann. Es hat sich her-
ausgestellt, daf§ haufig diese Abbildung nicht sinnvoll auf dem ganzen Raum X definiert werden kann,
sondern nur auf einem Teil von X. Wir haben also

f:D(f) = X.
Uber die Stetigkeit von f wird zunichst nichts behauptet.
Die Ableitung u(t) ist zu verstehen als

i(t) = Jim 3 (w4 h) — u(t)

mit Konvergenz in der Norm ||-|| . Wenn diese Ableitung in einem Punkt ¢y € R existiert, dann ist u im
Punkt ¢y stetig.

Als Beispiel betrachten wir v = u(¢, ) mit ¢t € R, z € R. Also ist u(t) eine Funktion, die noch von einer
Variablen x abhéngt. Die Funktion u soll Lésung sein zur Transportgleichung

Owu(t, x) = coyult, ), (t,z) e R xR,
’LL(O,ZL') ZUO(z)a $€R,

wobei ¢ € R eine gegebene Konstante ist. Damit haben wir also f(u) = ¢d,u. Wir wissen, dafl unter
geeigneten Voraussetzungen an wg (z.B. reicht es, zu verlangen, dafl wug stetig differenzierbar ist) die
eindeutig bestimmte klassische Losung gegeben wird durch

u(t, z) = up(x + ct), (t,z) e R xR.

Die Frage ist nun, was wir als Zustandsraum X wihlen wollen 7 Wir beabsichtigen, auch Funktionen
zuzulassen, die fiir |x| — oo nicht abklingen, was die meisten Lebesgue- und Sobolevrédume ausschliefit.

Ein erster Versuch der Wahl von X ist

X =CP(R) := {w = w(z): w stetig auf R, sup |w(z)| < oo}
z€R

43



44 KAPITEL 4. REAKTIONS-DIFFUSIONSGLEICHUNGEN

mit Norm [|wl]| y = sup,ep |w(x)|. Der Subskript , b“ steht fiir , beschrankt®.
Der Definitionsbereich von f wére dann

D(f) = CL(R) := {w = w(z): w stetig differenzierbar auf R, sup (|w(z)| + |w'(z)|) < oo} .

zeR

Nun stellen wir aber fest, daf§ dies eine schlechte Wahl fiir X ist. Denn fiir ug = uo(x) = sin(2?) haben
wir zwar ug € X, aber andererseits ist

[[u(t) = uoll x = sup[u(t,z) — uo(z)| = sup |ug(x + ct) — uo(2)| = 2,
z€R z€R

und zwar egal, wie nahe ¢ an 0 gewéhlt wird. Allgemeiner gilt: egal wie nahe zwei Zeiten ¢; und to
beieinander gewihlt werden, stets ist ||u(t1) — u(t2)||y = 2. Der Orbit ist in diesem Raum X also
komplett unzusammenhéngend.

Es gibt mehrere Auswege aus dieser verfahrenen Situation. Wir koénnten verlangen, dafl ug nicht nur zu
X gehort, sondern zu D(f). Das wollen wir hier nicht tun, weil D(f) ,zu weit® vom Raum X entfernt
liegt, der uns eigentlich interessiert.

Stattdessen modifizieren wir die Wahl von X ein klein wenig:

X =Cp ym(R) := {w = w(z): w gleichmiBig stetig auf R, sgﬁ lw(x)] < oo}

mit Norm [[w] x = sup,ez [w(z)].

Und diese Wahl kommt unseren Wiinschen deutlich n&her, denn es gilt:

Lemma 4.1. Seiug € X = nglm und sei u = u(t,x) := ug(z + ct). Dann ist die Abbildung t — u(t,-)
gleichmdajsig stetig als Abbildung von R nach X .

Beweis. Wir wollen zeigen: zu jedem € > 0 existiert ein § = §(g) > 0, sodafl gilt: wenn |¢; —t2| < §, dann
ist [|u(t1) — u(t2)]| x < e. Nun ist aber

u(t1) —u(t2)ll x = sup [uo(x + ct1) — uo(w + ct2)| = sup [uo(y + c(ty — t2)) — uo(y)l,
xTe ye

und hier brauchen wir nur noch die Definition der gleichméfigen Stetigkeit auf uo anzuwenden. O
Diejenige Abbildung, die ug(-) auf u(t,-) abbildet, nennen wir T'(¢):
(T (t)uo)(z) := uo(x + ct), t>0.

Insgesamt haben wir dann T'(¢t) o T(s) = T'(t + s) und T'(0) = idx (die identische Abbildung). Und
auBlerdem gilt lim;_, 10 T'(t)up = uo mit Konvergenz im Sinne der Norm ||-|| .
Dieses Konzept brauchen wir noch o6fter:

Definition 4.2 (Cy—Halbgruppe). Eine Familie (T'(t))i>0 heifit Co—Halbgruppe auf einem Banachraum
X, wenn folgendes gilt:

o fiir jedes t > 0 ist T(t) ein lineare und stetige Abbildung von X nach X,

o esist T(t)oT(s)=T(t+s) fir alle t,s > 0,

e esist T(0) =idx,

e die Familie ist stark stetig im Sinne von limy_, o T(t)x = x fir jedes x € X, mit Konvergenz

gemessen in ||-|| y -

Eine solche Halbgruppe heif§t auch stark stetige Halbgruppe.
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In unserem konkreten Beispiel konnten wir auch negative ¢ zulassen und die genannten Relationen
wiirden immer noch gelten. Dann wiirden wir sogar von einer Cy—Gruppe sprechen, nicht nur von einer
Halbgruppe.

Ein typisches Beispiel einer Halbgruppe wird gegeben durch T'(t) = exp(At), wobei A € R™*" eine
Matrix ist. Dann ist 7' genau die Fundamentallosung des gewohnlichen Differentialgleichungssystems
d

@ — A

Diesen Gedanken wollen wir jetzt auf den unendlichdimensionalen Fall verallgemeinern.

Definition 4.3. Sei (T'(t))i>0 eine stark stetige Halbgruppe auf dem Banachraum X . Ein Operator A,
definiert durch

T —
Au = lim 7(15)” 4
t—+0 t

)

(mit Konvergenz gemessen in ||-|| ) heifft infinitesimaler Erzeuger (bzw. Generator) von T'. Der Defini-
tionsbereich D(A) besteht aus allen u € X, fiir die der obige Limes existiert.

Im Fall mit T'(¢)ug = uo(- + ct) bekommen wir gerade

(Aug)(z) = lim Uo(@ + ct) — uo(2)

Parer) t = Oyuo(w),

falls der Limes existiert.

Wir bestimmen jetzt D(A). Um uninteressante Dinge auszuschliefien, verbieten wir jetzt den Fall ¢ = 0.
Zunichst muf eine Funktion ug € D(A) differenzierbar sein im klassischen Sinne, also ug € C*(R).
Tatséchlich gilt sogar:

D(A) = ngglm(R) = {w: w stetig diffbar auf R, und w’ glm. stetig, sup(|w(z)| + |w'(z)]) < oo}
z€R

mit Norm [[w]| 54y = supger(|w(@)| + |[w'(2)])-

Denn: sei ug € D(A). Dann ist Aug der Grenzwert von Briichen }(T'(f)uo — uo) mit Konvergenz in X.
Nun liegt jeder Bruch in X, und X ist ein Banachraum, also mufy der Limes Aug auch in X liegen, also
ist 0yug gleichmifig stetig auf R und auf R beschrankt.

Wir haben noch nicht gezeigt, dafi X ein Banachraum ist. Zunéchst ist X ein Vektorraum, sogar ein
normierter Vektorraum. Sei nun (w1, ws, ... ) eine Cauchyfolge in X. Allerdings ist X ein linearer Unter-
raum von Cp (R), und dies ist ein Banachraum (und zwar mit derselben Norm wie X). Also existiert ein
Grenzelement w* € Cp (R) mit limy, oo [|wy, — w*| y = 0. Wenn wir gezeigt haben, daf w* gleichmé&Big
stetig ist, dann sind wir fertig. Jetzt ist

I I ok — 1 ok
0= lim flw, —w"[| nlgngoitelglwn(x) w*(z)|.

Fiir € > 0 existiert also ein Ny(g) > 0, sodaB fiir jedes n mit n > Ny(e) und jedes 2 € R gilt:
€
3

Wir wéhlen ein solches n. Seien x1 und x2 € R irgendwie gewéhlt. Dann ist

|wn () — w(z)] <

[w* (21) — w*(22)| < [w*(@1) — wn(21)] + [wa(21) — Wy (22)] + [wn (22) — wW*(22)].

Wir wissen bereits, dafi der erste Summand und der dritte auf der rechten Seite kleiner sind als £/3. Nun
ist aber w,, eine gleichmé#Big stetige Funktion. Also finden wir ein § > 0, sodaf fiir |x; —a2| < ¢ gilt, dafl
der mittlere Summand kleiner ist als /3. Dann haben wir insgesamt

[w*(21) —w*(z2)] <,

falls |21 — x2| < §. Also ist w* gleichméBig stetig. Also ist X ein Banachraum.

Fiir den allgemeinen Fall kann insgesamt folgendes bewiesen werden:
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Lemma 4.4. Der Generator A einer stark stetigen Halbgruppe (T (t))i>0 hat folgende Eigenschaften:

e D(A) ist ein linearer Unterraum von X,
o A bildet linear und stetig ab von D(A) nach X,
o wenn ug € D(A), dann ist auch T'(t)ug € D(A), und es ist

d
ET(ﬁ)UQ = T(t)AUQ = AT(t)UQ, t> 0.

Wenn t > 0 und ug € X, dann ist f;:o T(s)upds € D(A).

Wenn t > 0 und ug € X, dann ist T (t)ug — up = Af::O T(s)ugds.

o Wennt >0 und ug € D(A), dann ist T(t)ug — ug = f::O T(s)Aug ds.
Beweis. Siehe z.B. [2]. O

Weitere Eigenschaften sind:

Satz 4.5. Der Definitionsbereich D(A) ist dicht in X . Der Operator A bestimmit die Halbgruppe (T (t))¢>0
eindeutig. Das heifst: wenn zwei Halbgruppen (T'(t))i>0 und (S(t))i>0 denselben Generator haben, dann
ist T(t) = S(t) fiir jedes t > 0.

Beweis. Siche z.B. [2]. O
Die Dichtheit bedeutet, dafl jedes Element aus X durch Elemente aus D(A) beliebig gut angenéhert

werden kann, wobei man den Abstand mit der Norm ||-||  mifit.

4.2 Diffusionsgleichungen

Das Anfangswertproblem zur Diffusionsgleichung wird gegeben durch

{ut(t,x) = 0%u(t,z), (t,x) € (0,00) x R,

Mittels Fouriertransformation kann man sich eine Losungsformel verschaffen, und man kommt auf

u(t,z) = \/i%/:_ooexp <%) wly)dy,  t>0.

Diese Formel ergibt z.B. dann die eindeutig bestimmte Losung, wenn ug stetig und beschrinkt ist auf
R. Wir definieren

1 ( 22
- exp| 2
VAt P 4t

und konnen dann schreiben

K(t,z) = ), (t,z) € (0,00) x R,

u(t, ©) = (K(t,-) * uo)(x),

wobei das Faltungsintegral sich erstreckt iiber R,. Es ist bekannt, dafi K (¢,-) im L'(R,) die Norm 1 hat,
und damit haben wir nach bekannten Rechenregeln fiir die Faltung

[Ju(t, ')HLl(RI) < IK (¢, ')HLl(]RI) : HUOHU(RI) < HUOHLl(RI) 5

[t Mooy < IEE ) i,y - N0l o ) < ol o g, -
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Wir haben weiterhin die Abklingabschétzung

1
w(t, )| re0 < ||K(t, )| 700 Nuol| 71 < —— ||uol| 11 .
[t ) oo,y < M) e,y - Nuoll o ey \/mll oll ()

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist die Gldttung. Das bedeutet, daf w fiir positive Zeiten beliebig oft
differenzierbar wird, auch wenn wugp noch nicht einmal stetig ist, sondern lediglich beschrénkt.

Zur Verifikation:

ult.a) = [ T @K (tz — y))uo(y) dy,

T

< —2s 9
—=2 exp(—s2)ug(z + 2Vts) ds
s 2| [ expl=su( )
2

V2 (] slexn-sas) supluo)

il s=—00 z€R

sup |0y u(t, z)| = sup
xz€R xz€R A7t

V2

=sup ——=

C
< — sup |up(z)].
t reR

Allgemeiner kann man nach einem &hnlichen Schema zeigen, daf:
Vn 20 3Cn: [|07ult,)llcom,) < Ct ™/ l[uollcom,) -

Um die Halbgruppentheorie anzuwenden, wéhlen wir den Zustandsraum
X = Cl?,glm (R)

und den Operator A = 92 mit Definitionsgebiet D(A) = C} ;,, (R). Dieser umfat alle Funktionen, die

beschrankt und stetig sind, mit beschréinkten und stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung, und die
zweite Ableitung ist sogar gleichméfig stetig. Die Norm ist [|wl| 4y = sup,ep(jw(@)|+[w'(z)|+|w" (2)]).

Wir fithren dann eine Familie (T°(¢));>0 von Abbildungen ein durch

(K(t,) *xup)(z) :t>0,

(T(t)uo) () = {W) T

Dies ist unser Wunschkandidat fiir eine Cy—Halbgruppe. Ob dieser tatsichlich die Bedingungen aus
Definition 4.2 erfiillt, muf} erst noch gezeigt werden.

Die erste Bedingung ist mittels unserer obigen Abschéitzungen sofort gezeigt. Die zweite Bedingung folgt
aus der Assoziativitit der Faltung

(T'(t) 0 T(s))uo = T(&)(T(s)uo) = K(t,-) * (K(s,-) * uo) = (K(t,-) * K(s,-)) * uo.

Es bleibt nur noch zu zeigen, daf§ K (¢, )« K(s,:) = K(t+s,-). Das erledigt man durch Ausrechnen, zum
Beispiel mittels Fouriertransformation.

Bleibt noch die starke Stetigkeit.

Satz 4.6. Fualls ug € X, dann ist limy_, you(t, ) = uo(-) mit Konvergenz in der Norm von X.

Beweis. Wir schreiben G(z) = —22/4); das G steht fiir Gaufl und seine Glockenfunktion. Dann

L exp
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haben wir

[Ju(t,-) —uoll x = sup[u(t,z) — uo(x)]
z€R

=gl 76 () o ot

= sup / iooo G(2) (uo(x Ve — uo(:c)) dz

< sup /ZSM G(2) ‘uo(ac +Viz) — uo(x)’ dz
+sup /|z|2M G (2) uo(z + Viz) — uo(z)’ dz

Hierbei konnen wir M noch frei wihlen.

Sei ein positives € gegeben. Wenn wir M grofl genug wéhlen, dann koénnen wir erreichen, daf3

/ ...dz
|z|>M

Nachdem M fixiert ist, wahlen wir anschlieend eine positive Schranke t(, sodaf fiir 0 < t < ¢ gilt:

<2wlege [ G

|z|>

DN ™

xeR, |z|] <M.

€
(@ +VEz) = uolw)| < 3,
Das ist moglich, weil ug gleichmdflig stetig ist, anstatt von lediglich einfacher Stetigkeit.

Dann gilt fir 0 < t < ¢y die gewiinschte Ungleichung |[u(t,-) — uol|x <e. O

4.3 Dispersion

Dispersion ist ein Phdnomen bei der Wellenausbreitung und bedeutet, dafl die Phasengeschwindigkeit
einer Welle abhiingig ist von der Wellenlédnge dieser Welle. Als Konsequenz sind dann Gruppen— und
Phasengeschwindigkeit verschieden.

Als Differentialgleichung wéhlen wir die Schrodingergleichung in der Form von
owu(t,z) = —idu(t, z), (t,z) € (0,00) x R,
u(0,2) = up(x), z e R.

Zur Losung verwenden wir die Fouriertransformation:
o0 .
a(t,€) == / e eyt x) d.
Tr=—00

Dann folgt dya(t,€) = i&2a(t, €). Diese gewohnliche Differentialgleichung kann man schnell 16sen, und
wir bekommen 1i(t, ) = exp(i€?t)iio (&) oder auch

u(t,z) = %[O exp(i(z€ 4 t€2))ao(€) €.

=—o00

Insbesondere stellen wir fest, dafl es Losungen der Form

ult, ) = exp(i(z€ + t€?))

gibt, wobei ¢ € R fixiert ist. Zum Wellenzahlvektor ¢ haben wir also w(§) = ¢2, und die Phasengeschwin-
digkeit ist definiert als
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Offensichtlich héngt ¢, von £ ab, was genau das Phdnomen der Dispersion ist. Die Gruppengeschwindig-
keit ist

d
¢ = o(ul(;)

= 2¢.

Dies bedeutet: ein Wellenpaket, das sich vorwiegend aus Anteilen mit hohem Wert des Wellenzahlvek-
tors || zusammensetzt (also eine ,,hohe Rauigkeit® hat), bewegt sich deutlich schneller als ein anderes
Wellenpaket, dessen Anteile einem niedrigen Wert von |£| entsprechen. Solche Wellenpakete mit grofien
Werten von [£| tragen entscheidend dazu bei, dafl die Losung v nur eine geringe Regularitiit besitzt.
Wenn wir uns jetzt fiir ein beschrianktes Gebiet des R, interessieren, dann kann folgendes passieren:

e Ein sich dort aufhaltendes Wellenpaket mit ,,hoher Rauigkeit* verlafit das interessante Gebiet sehr
schnell. Das wire angenehm, weil die iibrigen Bestandteile dann zu einer hoheren Regularitét von
u fithren.

e Ein Wellenpaket ,,hoher Rauigkeit®, das zum Zeitpunkt ¢ = 0 sehr weit entfernt ist, kann sich sehr
schnell nidhern und die urspriinglich in dem interessanten Gebiet vorhandene hohe Regularitéit von
u zerstoéren. Das wiire unangenehm. Wenn allerdings die Werte der Anfangsfunktion wg fiir |x| — oo
»schnell genug® abklingen, dann wird dieser Effekt begrenzt. Die genauere Bedeutung von ,;schnell
genug® klidren wir weiter unten.

Wenn man in der obigen Losungsdarstellung noch etwas weiterrechnet und die Variable £ eliminiert,
dann folgt

- i(z —y)*
)= = [ e (T ) wan (4.0

also eine Formel mit leichten Ahnlichkeiten zur Losungsformel der Diffusionsgleichung. Aber auch mit
erheblichen Unterschieden: denn bei der Diffusionsgleichung stand im Integranden eine Gaufi-Glocke,
welche die Konvergenz des Integrals fiir |y| — oo erheblich erleichtert hatte. Im Prinzip jede praktisch
relevante Funktion ug fithrte auf ein konvergentes Integral.

Dies ist bei der Dispersionsgleichung anders, denn der Exponentialterm hat immer den Betrag 1.

Zunéchst tragen wir einige einfach zu zeigende Eigenschaften zusammen: Aus der Physik ist unter dem
Stichwort Energieerhaltung bekannt, dafl

2
O ||u(t, )72, =0
Weiterhin haben wir die Abklingabschétzung

sup |u(t, )] < — / |uo(y)| dy.
z€R —00

Fiir Glattungseigenschaften untersuchen wir

Duult, ) \/417r—1t /:OO w exp (—%) wo(y) dy.

Daraus folgt: wenn [° _ |y| - [uo(y)| dy < oo, dann existiert d,u(t, z). Wir interpretieren das wie folgt:

das Abklingen der Anfangsfunktion wg fiir |y| — oo wird eingetauscht fiir eine bessere Glattheit der
Funktion u(t,-) im Falle von ¢ > 0.

Wir konnen diese Argumentation auch wiederholen: wenn [ _ |y|™ - |uo(y)| dyoo , dann ist u(t,-) €
CP'(R,) fiir alle ¢ > 0. Ein noch besseres Abklingen von ug wird also eingetauscht gegen eine noch bessere
Regularitit von u fiir ¢ > 0.

Aus der Darstellungsformel (4.1) sehen wir, daf3 fiir ug € C’,?, gim (Rz) die Existenz des Integrals gar nicht
gesichert ist, weil unklar ist, ob der Integrand fiir |y| — oo schnell genug abklingt.

Als Ausweg withlen wir fiir den Zustandsraum X = I*(R). Dann ist A = —id? mit D(A) = {v €
I*(R): v" € I?(R)}, was gleich dem Sobolevraum H*(R) = W} (R) ist.

Tatsédchlich gibt es dann wieder eine Cy—Halbgruppe.
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4.4 Losungsbegriffe

Sei A der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe (7'(t)):>0 auf einem Banachraum X. Wir wollen
Losungen zum Problem

{ atu:Au+f(t)7 tE(0,00),

o0 — (4.2)

untersuchen, wobei ug und f gegeben sind. Idealerweise wiirden wir uns wiinschen, daf} alle relevanten
Terme im herkémmlichen Sinne existieren. Das fithrt uns auf den Begriff der klassischen Losung;:

Definition 4.7 (Klassische Losung). Eine Funktion u = u(t): [0,00) — X heifit klassische Losung zum
Anfangswertproblem (4.2), wenn

o u e (C([0,00),X),

e uc CY(0,00), X),

e uc (C((0,00),D(A))
gilt, und wenn u das obige Problem (/.2) list, wobei ug € X und f € C((0,00), X).

Die erste Bedingung fordert, dal u stetig mit Werten in X bis zum Punkt ¢ = 0 einschlielich ist;
was bedeutet, dafl die Anfangswertbedingung u(0) = wg sinnvoll wird. Die zweite und dritte Bedingung
fordern, dafl O,u sowie Au jeweils Funktionen aus dem C((0,00), X) liefern.

Nun hat es sich allerdings herausgestellt, dafl diese Forderungen an den Losungskandidaten u zu hart
sind. Héufig gelingt es nicht oder nur unter Miihen, nachzuweisen, daf§ die vermutete Losung tatséichlich
so glatt ist wie in der Definition gefordert. Aus diesem Grunde fithren wir schwiichere Losungsbegriffe
ein, wie zum Beispiel das Konzept der milden Losung.

Sei 0 < s <t, und sei u eine klassische Losung. Wir halten ¢ fest und lassen s variabel. Dann setzen wir

g(s) :==T(t — s)u(s).

Wegen u(s) € D(A) (falls s > 0) und ¢t — s > 0 ist dann auch g(s) € D(A), und wir haben, (unter der
unwichtigen Einschréinkung 0 < s < t)

d (s) = <£T(t - s)) u(s)+T(t— s)%u(s)

ds” ds
= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)(Au(s) + f(s))
=—T(t—s)Au(s) + T(t — s)Au(s) + T'(t — s)f(s)

=T(t—s)f(s).
Zusitzlich zu f € C((0,00), X) setzen wir jetzt nur f € I} (R, X) voraus, also

loc

ts
[l de <o, vio<oc,
t=0

Dann ist die Abbildung s +— T'(t — s) f(s) integrierbar, und wir kénnen die Ableitung 0dsg(s) integrieren
auf dem Intervall (0, %):

a(t) — g(0) = / T(t - $)f(s)ds,

s=0
9(t) = T(t = thu(t) = u(?),
9(0) = T()u(0) = T(t)uo,

also ergibt sich insgesamt die Darstellung

t

u(t) =T (t)uo + / T(t—s)f(s)ds.

s=0

Das bedeutet insbesondere, dafl es nur eine einzige klassische Losung geben kann.
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Bemerkung 4.8. Im Falle von X = R"™ ist A eine Matriz aus dem R™*"™, und dann wird die Lésung
u=u(t) zum Anfangswertproblem (4.2) gerade gegeben durch

t

u(t) = eug + / eA=9) £ () ds,
5=0

womit die obige Losungsdarstellung ganz natiirlich erscheint.

Definition 4.9 (Milde Losung). Sei A der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe (T'(t))i>o0, und sei
up € X sowie f € I} _((0,00), X). Dann heifit die Funktion u = u(t) mit u € C([0,00), X) sowie

loc

¢
w(t) = Tty +/ T(t—s)f(s)ds,  te (0,00),
5=0
milde Losung zum Problem (4.2).

Wir haben bereits gezeigt, daf jede klassische Losung eine milde Losung ist, wenn f € Lt ((0,00), X).

loc
Die Umkehrung gilt, wenn man die Voraussetzungen an f und ug deutlich verschérft, zum Beispiel zu

f € C([0,0),X) und ug € D(A).

Bemerkung 4.10. Die Begriffe der klassischen bzw. milden Lisung lassen sich natirlich auch fir ein
beschrinktes Zeitintervall (0,Ty) anstelle des Zeitintervalles (0,00) definieren.

4.5 Die KPP—-Gleichung

Die Abkiirzung KPP steht fiir die Namen KOLMOGOROV, PETROVSKY, PISKUNOV, aber die Gleichung
ist auch unter der Bezeichnung FISHER—Gleichung bekannt. Es geht um das Anfangswertproblem

{ Owu(t, ) = O*u(t, ) + u(t,z) — (u(t, z))?, (t,x) € (0,00) x R, (4.3)

Hierbei ist u eine reellwertige Funktion, die eine Konzentration eines chemischen Stoffes oder einer Spezies
bezeichnet. Negative Werte von v wéren also inhaltlich unsinnig.

Angenommen, u wire unabhiingig von z, also u(t, ) = v(t) fiir alle (¢, ), dann hétten wir o(t) = v —v?,
was genau die Gleichung fiir das logistische Wachstum ist. Wir wissen bereits, dafl diese Gleichung zwei

stationédre Punkte besitzt, wobei v = 1 asymptotisch stabil ist, und v = 0 ist instabil.

Wenn wir nun zu der Gleichung des logistischen Wachstums noch einen Diffusionsterm hinzufiigen, dann

bekommen wir die KPP—-Gleichung. Als Zustandsraum wéhlen wir, genau wie bei der Diffusionsgleichung,
X = Cl?,glm (R)

2 ein.

Wir setzen A = 97 mit D(A) = Cf ;,,, (R); und wir fithren den Nichtlinearitétsterm N(u) = u — u

Offensichtlich bildet N den Raum X in sich ab. Dann haben wir die abstrakte Formulierung

Oru(t) = Au+ N(u), t € (0,00),
u(0) = up.

Satz 4.11. Sei ug € X. Dann existiert genau eine milde lokale Lisung. Das heifsit: es gibt ein Ty > 0,
sodaf$ genau eine Funktion u € C([0,Ty), X) existiert, die eine milde Lisung zu (4.3) ist.

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis des Satzes von Picard—Lindel6f vor und verwenden den Banach-
Fixpunktsatz im Banachraum X7, wobei

X7, = C°([0, Tp), X).

Hierbei ist Ty passend gewéhlt. Die Norm ist gegeben durch ||| x 7, = supp 7y [1f ()]l x -
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Die milde Losung (wenn es sie gibt) erfiillt, per definitionem, die Gleichung
¢
w(t) = T(t)uy +/ T(t— )(N(w)(s)ds,  0<t<Tp,
s=0

wobei (T'(t));>0 die Halbgruppe zum Erzeuger A ist.

Im Banachraum X7, wéhlen wir eine abgeschlossene Menge M,
M = {ue 0,10, X): Jullyg, <Cify  Cri=2uolly-
Nun kann man schnell zeigen, dafl
IT@)uollx < lluollx, — 0<t <00,
IN@x < llullx + llullk
und somit haben wir, fiir u,v € M, die Abschétzungen
IN@Wllx 7, < C1L+CF,
IN(u) = N)ll x5, < llu—=vllx g+ [(ut0)(u—-2v)llx 5 <0+2C)[u—2vlxqg-

Wir betrachten nun eine Abbildung u — £(u) mit

t

(L(uw))(t) :=T(t)uo + /:OT(t — 8)(N(u))(s)ds, 0<t<Tp.

Die Konstante Tj wéhlen wir so klein, da88 (1 + C)Tp < 3 gilt.

L bildet M in sich ab: das folgt aus der folgenden Ungleichungskette, wenn (1 4+ C1)7Ty < %:

sup
[0,T0]

T(t)ug + /_0 T(t—s)(N(u))(s)ds

X

t
< sup [T (H)uol x + Sup/ IT(¢ = s)(N(u))(s) x ds
0,70 0,75] /' s=0
t

swm+m/nww@mm

0,70] /' s=0
<ol x + To(C1 + CF)
<y,

denn es ist [Juo|ly = $C1.

L kontrahiert auf M: unter der {iblichen Voraussetzung an Ty ist ndmlich

1£(u) = L(v)ll x,7, = sup /_O T(t = s)((N(u) = N(v))(s)) ds

[O,T[)] X
gw/wwmmwww@mm
[0,To] /=0
sﬁﬁlwwNwN@M$Md8

< To [IN(w) = N()l x 7,
<To(1+2C1) [Ju — ”HX,TO

1
< slhu=vlxg,

Dann kénnen wir den Fixpunktsatz von Banach anwenden und bekommen eine eindeutig bestimmte
milde Losung auf einem kleinen Zeitintervall [0, Tp). O
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Nachdem man die Existenz einer milden Losung gesichert hat, zeigt man in einem zweiten Schritt, dafl
diese milde Losung sogar eine klassische Losung ist, wenn ug € D(A). Hierbei benutzt man wesentlich,
dafl die Halbgruppe zum Diffusionsoperator nicht nur stark stetig ist, sondern sogar eine sogenannte
analytische Halbgruppe ist. Fiir die Einzelheiten eines solchen Beweises verweisen wir auf die Vorlesung
zu Halbgruppen.

Es wird sich herausstellen, daf§ diese Losung (im einzig relevanten Fall von nichtnegativen Anfangsdaten)
sogar global existiert, wegen des Maximumprinzips:

Lemma 4.12 (Maximumprinzip). Es seien uy und us zwei klassische Ldsungen auf [0,t.] x R mit
w1 (to, x) < ua(to,x) fir ein gewisses to € (0,t.) und simtliche x € R.

Dann ist ui(t,x) < uz(t,x) fir alle (t,x) € (to,t.] x R.

Beweisskizze. Wir wissen, dafl u; und wus stetige Funktionen von (¢,2) sind. Wir nehmen fiir einen
indirekten Beweis an, dafl uy(t1,x0) = ua(ty,xo) fir ein (t1,29) € (to,t«) x R. Wir kénnen annehmen,
daBl (ug — u1)(t1,-) in 2o ein Minimum hat. Dann folgt 0%(uz — u1)(t1,20) > 0 bzw. > 0 im ,nicht-
entarteten Fall“.

Wir haben dann

O (ua(ty, 20) — w1 (t1,20)) = 02 (ua(t1, xo) — ui(t1, o)) + (uz(ts, zo) — ui(ty, o))
— (u3(t1, z0) — ui(t1,20))
= 02(u2(t1, 20) — u1(t1,20)) + 0 — 0.
Im ,nicht-entarteten Fall“ ist dann 0 (us(t1,x0) — u1(t1,2z0)) > 0, und somit ist ,,im néchsten Moment*

wieder us(t,20) > u1(t,xg), bzw. es war ,kurz zuvor® sogar us(t,zg) < ui(t,zp). Dann kénnte man ¢y
kleiner wéhlen und so einen Widerspruch anstreben.

Offen bleibt noch die Diskussion des ,entarteten Falles® 92 (uz(t1, 7o) — u1(t1,70)) = 0. O

Daraus folgt dann die globale Existenz klassischer Losungen.

Satz 4.13. Seiu eine klassische Losung zu (4.3) auf der Menge (0,To) X R mit ug € D(A) und ug(x) >0
fiir alle x € R. Dann ist supy 1)xr [u(t,z)| < oo. Insbesondere kann man dann die Losung auf ein
grifieres Gebiet [0, To + €] X R fortsetzen.

Beweis. Wir wéhlen 0 < v < 1 und setzen My = sup,cp uo(z) + v sowie M_ = —v. Sei uq = u(t, )
die Losung zu (4.3) mit Anfangswerten M, und sei u_ = u_ (¢, z) die Losung zu (4.3) mit Anfangswerten
M_.

Wegen der Eindeutigkeit milder Losungen héngen uy und u_ nicht von = ab, denn ihre Anfangswerte
sind unabhéngig von x. Dann ist

atu+ = Uy — Ui, U_;,_(O) = MJ,_,

Ou_ =u_ —u?, u_(0) = M_,

und wir kénnen u4 und u_ explizit berechnen. Wir stellen fest, dafl w4 fiir alle positiven Zeiten existiert,
und daf} die Lebensdauer von u_ beliebig grof3 gemacht werden kann, wenn man nur ~ geniigend klein
wihlt. Weiterhin ist u_(¢) < wu(t,z) < uy(t) fiir 0 < ¢ < Tp. Also kann w nicht in endlicher Zeit
explodieren, und u kann auch nicht negativ werden. |

Das Maximumprinzip ist auch als Vergleichsprinzip oder Monotonieprinzip bekannt und hat eine Reihe
von Anwendungen.

Lemma 4.14. Der Fizpunkt u* = 0 ist instabil im Raum X.

Beweis. Wir nehmen Anfangsdaten ug = ug(z) = § fiir ein 6 mit 0 < § < 1. Die Losung u = u(t, z) zu
diesen Anfangswerten ist unabhéingig von x und strebt nach 1, entfernt sich also von u*. O

Lemma 4.15. Der Fizpunkt u* = 1 ist asymptotisch stabil in X .
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Beweis. Seien Anfangsdaten ug gegeben mit ||ug — u*|| ¢ = sup,ep |uo(z)—1| < §. Wir wollen zeigen, daf3
limy o0 [|u(t, -) — u*|| y = 0, wiinschenswerterweise mit einer nachgewiesenen Mindestgeschwindigkeit fiir
die Konvergenz. Dazu nehmen wir Anfangswerte

uo,+ = ug 4+ () =1+ 26, up,— = up,—(x) =1 — 20, reR

und nennen die dazugehorigen Losungen uy und u—. Dann haben wir u_ (¢, 2) < u(t,z) < us(t, z) fiir
alle (t,z) € (0,00) x R, wegen des Vergleichsprinzips. Nun sind aber u4 und u_ unabhingig von z, also
Losungen der bereits untersuchen logistischen Gleichung, von der wir bereits wissen, dafl der Fixpunkt
1 asymptotisch stabil ist. |

Wir kénnen das Vergleichsprinzip auch benutzen, um die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Losungen zu
Anfangsdaten mit kompaktem Triger zu untersuchen: Dazu sei ug eine Anfangsfunktion mit 0 < ug(z) <
1 fur alle € R, und sei ug(z) = 0 fiir [z > R. Man kann zeigen, daf es Losungen v = u(t,z) in Form
wandernder Wellen gibt mit u(t,xz) = v(xz — ct), wobei |¢| > 2. Je nach Vorzeichen von ¢ lduft diese
wandernde Welle nach links oder rechts. Wir wihlen ¢ = 2 und finden zwei Wellenprofile v_ und vy mit

uo(x) < v_(x), ug(x) < vy (x), z €R,

wobei v_ fiir eine nach links laufende Welle steht und vy fiir eine nach rechts laufende. Dann gelten fiir
alle (t,x) € (0,00) x R die Ungleichungen

0 <u(t,z) <v_(z+2t), 0 <ult,x) <vgy(z—2t).

In diesem Sinne kénnen wir sagen, dafl die Anfangsinformation zur Zeit ¢ = 0 sich maximal mit Ge-
schwindigkeit 2 ausbreitet.

Als néichstes widmen wir uns der Frage, inwieweit Frontlosungen sich #ndern, wenn ihre Anfangsdaten
gestort werden. Sei z.B. u = u(t,x) = v(z — ct) eine solche Frontlgsung (nach rechts laufend) mit
Anfangswerten ug(x) = v(x). Weiterhin kann man zeigen, daff lim,_, o uo(z) = 1 und lim,_, 4 o up(z) =
0. Weiterhin ist ug eine streng monoton fallende Funktion von x. Nun betrachten wir Anfangswerte

to(x) = min(ug(x), ),

fiir ein 6 mit 0 < 6 < 1. Dann gilt |jugp — 0|y = 6 < 1. Andererseits ist ao(z) > /2 fiir alle z € R,
und die Losung mit Anfangswerten §/2 auf ganz R strebt nach 1, wie bereits aus den Untersuchungen
zur logistischen Gleichung bekannt. Nach dem Vergleichsprinzip strebt die Losung zu Anfangswerten g
dann ebenfalls nach 1 (und zwar in der Topologie von X, also mit gleichméfiger Konvergenz beziiglich ),
entfernt sich also von der typischen Gestalt der Frontlosungen.

Andererseits sind Frontlosungen stabil gegeniiber Stérungen mit kompaktem Tréger: Sei u(t, x) = v(z —
ct) eine Frontlosung mit Anfangswerten ug(z) = v(z). Sei @y eine Anfangsfunktion mit

0 <ap(z) <1, reR

und @o(x) = we(x) fir alle x auBerhalb eines beschrinkten Intervalls. Dann finden wir verschobene
Anfangswerte up,; und ug , der Form

uo,1(z) = uo(z + Cy), uo,r(x) = up(x + C),
sodafl ug j(x) < to(x) < up(x) fir alle x € R gilt. Seien u; und w, die dazugehorigen Frontlosungen:
w(t, x) = ug,(x — ct), up(t, ) = uor(x — ct).

Nach dem Vergleichsprinzip ist dann u; (¢, 2) < u(t,z) < u,(t, ), also bleibt der Graph von u eingesperrt
zwischen den Graphen zweier Frontlosungen u; und w,., die sich beide mit derselben Geschwindigkeit
bewegen.



4.6. DIE VISKOSE GLEICHUNG VON BURGERS 55

4.6 Die viskose Gleichung von BURGERS

Die (viskose) Gleichung von Burgers lautet
O = 85 — udzu,

wobei (¢,2) € Ry x R. Anwendungen finden sich beim Beschreiben von viskosen kompressiblen Fluiden
im R! oder auch in der Verkehrssimulation.

Wir interpretieren diese Gleichung als ein parabolisches Problem mit einem weiteren Term ud,u niederer
Ordnung. Dementsprechend wéhlen wir als Grundraum

X = Cl?,glm (R)
Satz 4.16. Seiug € X. Dann gibt es genau eine lokale milde Lisung u € C([0,to], X) mit u(0) = ug.

Beweis. Im Prinzip genauso wie bei KPP. O

Satz 4.17. Seien uy und uy zwei Losungen auf [0,t.] X R mit uy(to, x) < uz(to, ) fir ein to € (0,t)
und alle x € R. Dann ist auch uy(t,x) < ua(t,x) fir alle (t,x) € (to,t«] x R.

Beweis. Im Prinzip genauso wie bei KPP. O
Folgerung 4.18. Klassische Lisungen zu Anfangsdaten ug € D(A) existieren fiir alle positiven Zeiten.
Wir suchen auch bei der Burgers-Gleichung wandernde Wellen. Der Ansatz u(t,z) = v(x — ct) fithrt uns
dann auf

—cv' =" — v,
Nach Integration erhalten wir dann

cv+v — %UQ—FCZ:O,
wobei d sich als Integrationskonstante ergibt. Es ist natiirlich, zu erwarten bzw. zu wiinschen, dafl die
Losung v = v(s) fiir s — £oo sich an feste Werte annéhert:

lim v(s) =v_, lim wv(s) = vy, m v'(s) =0.
——00

li
s s—+4o00 s—+oo

Daraus gewinnen wir die Relationen
1
cvi—iviqLd:O.

Das konnen wir als quadratische Gleichung fiir v interpretieren, oder als Gleichung fiir ¢ und d bei
gegebenen vy, v_:

(e D ()=301)

Insgesamt 1Bt sich zeigen: solche Frontlosungen existieren, falls “+—"= > 0.
Wihrend bei der viskosen Burgers-Gleichung klassische Losungen global existieren, ist die bei der nicht-
viskosen Gleichung anders. Diese wird gegeben durch

Oy = —udyu,

oder auch Oyu + ud,u = 0. Dies ist interpretierbar als eine nichtlineare Transportgleichung, die man
mittels der Charakteristikenmethode direkt 16sen kann. Die Charakteristiken sind Geraden mit der Glei-
chung ¢ + ug(zo)t = const. . Und weil die Lésung entlang einer Charakteristik konstant ist, folgt

u (t, xo + uo(zo)t) = uo(xo), V(t,xo) € [0,00) x R.

Zu jeder solchen Charakteristik gehort im (¢, z)-Diagramm ein Anstieg ug(xo). Entlang dieser Charak-
teristik hat w den Wert wug(xp). Und wenn sich nun zwei solche verschiedenen Charakteristiken fiir ein
t > 0 schneiden, dann kann dort die Losung nicht zwei verschiedene Werte haben; es bildet sich also eine
Singularitdt in endlicher Zeit (ein sogenannter Schock).

Als Ergebnis bekommen wir, dafl die Existenz zeitglobaler Losungen bei der nichtviskosen Burgers—
Gleichung nur in Ausnahmefillen moglich ist.
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4.7 Die KORTEVEG — DE VRIES — Gleichung

Die Gleichung von Korteveg und de Vries lautet
Ou = —d3u + 6ud,u, (t,z) €e Ry x R;

zumindest ist dies die Version, auf die wir unsere Untersuchungen beschrianken. Eine besondere Rol-
le spielen solche Gleichungen bei Untersuchungen von ein-dimensionalen Wasserwellen und Solitonen.
Weiterfithrende Darlegungen sind in [1] zu finden.

Um das Verhalten der Lésungen ein Stiick weit zu verstehen, zerlegen wir die Gleichung in zwei Teile.

Der linearisierte Teil lautet
O = —3u;

diese Gleichung kann zum Beispiel mittels Fouriertransformation gelost werden. Unter der Annahme von
u(t,-) € [*(R), dyu(t, ) € [*(R) und d3u(t,-) € I*(R) erhilt man

O lult, )l 2 (rey = —2/Ru8§u dz = 2/R(azu)(a§u) dz = /R@z ((0pu)?) da =0,

also [[u(t, )|l f2(r) = [[u(0, )|l f2()- Diese Identitét interpretieren wir als , Energieerhaltung*. Man beachte,

dafl 9,u dieselbe Gleichung 16st wie u; also gilt auch (unter geeigneten Voraussetzungen an die Glattheit
und das Abklingen) [|0zu(t, )|l 12y = [0xu(0, )|l r2()-

Weiterhin kann man zeigen, zum Beispiel iiber die Fouriertransformation, dal die Losung gleichméfig
abklingt:

sup |u(t,x)| < Ct™ 1/3/|u():r | da.
z€R

Da nun die Losung in der L°~Norm abklingt, aber die I?~Norm erhalten bleibt, kann dies nur bedeuten,
daB die Energie iiber den gesamten R, verteilt wird. Dies ist in Ubereinstimmung damit, da auch bei
der linearisierten Korteveg—de Vries—Gleichung Dispersion zu beobachten ist, genauso wie bei der freien
Schrodinger—Gleichung.

Der andere Bestandteil von KdV lautet
Oyu = 6udyu,

und er verhdlt sich offensichtlich genauso wie die Burgers—Gleichung. Das bedeutet also die Erzeugung
von Sprungstellen in endlicher Zeit sowie die Konzentration der Energie [|0;u(t, )| 2 (g in einem Punkt.

Fiir die volle KdV-Gleichung haben wir damit zwei konkurrierende Einfliisse ausgemacht mit entgegen-
gesetzten ,,Zielen*:

e Dispersion: also die Verteilung der Energie auf ganz R,

e Erzeugung von Singularitdten: also die Konzentration der Energie an einer Stelle.

Die Frage ist nun, was dies alles fiir das Verhalten der Losungen bedeutet.

Zunichst suchen wir wie immer wandernde Wellen:

u(t,z) =v(x —ct) = v(§).

Wir bekommen damit —cv’ = —v"”’

+ 6vv’, also nach Integration die Gleichung

—cv +v" = 3v% = const.
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Wir wiinschen uns in unserer Situation lim¢o v(§) = 0 sowie lim|¢|_oc v"(§) = 0, woraus sich die
Integrationskonstante zu 0 ergibt.

Als nichstes schaffen wir den Parameter ¢ fort. Dazu setzen wir

1 -
£= 76 v(§) = cv(0).

2~

Daraus ergibt sich dann v”(£) = ¢*0”(¢), und wir erhalten die Dgl
—0(¢) +9"(¢) = 35°(¢) = 0.

Wir setzen w = ¢, und es ergibt sich das System

v = w,
w' =0+ 302

mit einer Losung wie in Abbildung 4.1. Bemerkenswert ist, dafl man die Losung © sogar explizit angeben
kann, woraus dann auch einer Darstellung fiir u folgt:

2c
cosh? (y/c(x — 4ct))’

Beachtenswert ist der Zusammenhang zwischen Hohe bzw. , Breite* dieser Welle sowie der Ausbreitungs-
geschwindigkeit c.
* w

u(t,x) = —

d Vv

Y
-\

Abbildung 4.1:

In einem n#chsten Schritt betrachten wir die KdV—Gleichung als HAMILTONsches System. Dazu fithren
wir den Hamiltonian

H(U)A(%i +u3) dz

ein und betrachten die Gateaux—Ableitung von H an der Stelle u, in Richtung einer Funktion v €

C5°(Ry):

(0 H)[v] := lim 1(H(u +ev) — H(u))

e—0 ¢
1 ((u+ev))? w2

— Titn = W\ mebz) Yy 3 .3

_8113(1)6 5 5 5 + (u+ev)” —u’ da
11 2,2 2 2,2 | /3,3

=lim — [ =(2ugev, +e7vy) + 3uev + 3ue“v® + v’ do
e—0 ¢ ]R2

= / — Uy + 3ulv da
R

- / (—tge + 3u2) vda.
R
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Der letzte Term ergibt einen Sinn fiir v € X = I?(R;R), und dieses Integral ist eine reelle Zahl. Damit
bekommen wir eine Abbildung

OuH : v (0, H)[v],
O H: X —R.

Also interpretieren wir 9, H als Element des Dualraums X’ = £(X;R). Nun ist aber X = I[*(R) ein
Hilbertraum. Aus dem Darstellungssatz von Riesz folgt dann, dafl jedes Element g € X’ geschrieben
werden kann mit Hilfe eines g € X und dem Skalarprodukt:

g(v) = (G0 = / o) dr,  Yoe (R).

Die Abbildung von g zum eindeutig bestimmten g schreiben wir als 3, also g = Bg.
Fiir ¢ = 0,H € X' lautet § gerade §j = —uy, + 3u? € X.

Insgesamt haben wir damit, wenn v = u(t, z) eine Losung von KdV ist,

O = —03u + 30, (u?) = 0, (fum + 3u2) = 0,9 = 0:(8g) = 0,(BO.H),
oder auch

Owu = JPBOH

mit Jw := Jd,w. Man beachte, dafy J schief-symmetrisch ist, denn

(Jw,v>:/wmvd,r:—/wvzdx:—(w,JU).
R R

Bemerkung 4.19. Wir erinnern, dafS ein herkémmliches hamiltonsches System der Form

. oH
p**a—q,
,78H
=

auch geschrieben werden kann als

p\ (0O —1 _
0 ()= (0 yvu-sen

und J ist schief-symmetrisch im Sinne von J' = —J. Die Entsprechung ergibt sich durch V = [0,.

Es ist zu erwarten, daf} ein hamiltonsches System Erhaltungsgréfien aufweist. Und ein vollstédndig inte-
grables System hat unendlich viele solche Erhaltungsgréfien. Eine einfach zu erratende ist die I?~Norm:

at/UQ(t,x)dx:/2utumdx:2/u(—uzm—i—Guuz)dx
R R R

= 2/ Upllpy 4+ 2(u?), do = 2/ Oy (ui + 2u3) dz
R R
=0.
Fiir weitere Erhaltungsgrofien sollten wir zuerst unser Ziel festlegen:

Definition 4.20. FEine Gleichung der Form 0:T(t,x) + 0, X (t,x) = 0 heifit Erhaltungssatz.

Als Begriindung fiir diese Begriffswahl nehmen wir an, dafi T € C1(R;; [}(R)) und X € C(Ry; Wi (R)).
Dann ist

r=—400

8,5/ T(t,x)de = / T (t,x)de = f/ﬁzX(t,:c) de = -X(t,z) =0,
R, R R

T=—00
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und somit [, T'(t,2)dx = const. beziiglich ¢.
Offensichtlich ist

Ot + Oy (aiu - 3u2) =0,

also ist [, u(t, z) do eine Erhaltungsgrofe.

Garantiert nicht mehr offensichtlich ist

1 9 1
O (u3 + §ui) + Oy (—5/“4 + 3U2Umm — 6uui + UpUgpr — 5“9%) =0.

Wenn wir nun T3(¢, ) = u3(t,x) + su(t,x) setzen, dann bekommen wir [ T5(t, ) dz = const. als
Erhaltungsgrofle.

Die niichste Erhaltungsgrofe ist Ty = 5u* + 10uu2 + u2 .

Wie kommt man nun darauf 7 Die Antwort liegt in der M1URA—Transformation. Dazu nehmen wir an,
dafl u = u(t, x) eine reell-wertige Losung der KdV—Gleichung ist, und daf fiir jedes € mit |¢| < 1 eine
komplex—wertige Funktion w = w(t, z) existiert, fiir die

u(t, ) = w(t, x) +iew, (t, z) — e*w?(t, x), (t,z) e R xR,

gilt. Weiterhin setzen wir voraus, dafl diese Funktion w glatt ist, daf§ sédmtliche Ableitungen von w
gleichmé&Big in e beschrinkt sind, und dafl w (zusammen mit allen Ableitungen) fiir |x| — oo verschwin-
det.

Der Frage, ob es denn {iberhaupt eine solche Funktion w mit diesen vielen Eigenschaften gibt, wollen
wir nicht nachgehen.

Formal stellen wir nach w um:

W= U — IEWy, + &2w?

=u —ie(u — iew, + e2w?), + &% (u — iew, + e?w?)?

= U — iUy — E2Wap — i3 (W?), + 2 + €% 2u - (—iew,) + . ...
Nach diesem Schema ersetzen wir jedes rechts auftauchende w durch u — icw, + e2w?, rekursiv immer
wieder aufs Neue. Wenn wir diesen Prozef} geniigend viele Schritte durchlaufen lassen, bekommen wir

N
w=Y""P(u) + O(EN),
k=0

wobei Py (u) einen Term bezeichnet, der auf gewisse Weise von u und dessen Ableitungen abhingt,
und der Rest-Term darf noch Bestandteile von w enthalten. Wenn wir dann formal N — oo schickten,
bekiimen wir eine asymptotische Reihe Y77 o ¥ Py (u), iiber deren Konvergenz nichts bekannt ist. Die
zentrale Idee im Folgenden wird sein, fiir diese asymptotische Reihe einen Koeffizientenvergleich gleicher
Potenzen von € zu veranstalten.

Auf jeden Fall ist

0= 0u+ agu — Outly
= (w+iew, — 52w2)t + (w +iew, — sQwQ)MI —6(w + ilew, — 52w2)(w + iew, — 52w2)z
=g (W + Wyzy — 6wWw,)
+ie (Wat + Wazgr — 6Wrw — 6wyw) + i (6€2wz (w?), + 6w2wm)
—g? (2wwt + (0?) pox — 6WWey — 6w (W?)y — 6w w, + 6€2w2(w2)m)
=¢0 (wt + Wype — OWw, + 652w2wm)
— 10, (wt + Wype — BWW, + 652w2wm)

—2c%w (wt + Wyppe — OWw, + 652w2wm) .
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Damit gilt folgendes: wenn w die modifizierte KdV-Gleichung
Wi + Wapaw — 6wWW, + 6820w, =0

16st, dann ist u eine Losung von KdV. Nun setzen wir
I.(t) = / w(t, z)dx.
R‘T

Die modifizierte KdV—Gleichung kénnen wir schreiben als 9;w + 8y, (wz — 3w? 4+ 2e2w?3) = 0. Integration
dieser Identitit iiber R, liefert dann 9;I.(¢) = 0, also ist I. unabhéingig von t.

Und nun rechnen wir wie folgt:

ia’“-ozo

k=0
= 0L (t)

N
:6,5/ZskPk(u)dx—i—@t/O(sNH)dx
R o R

N
:ngat/Pk(u)dz+8t/O(ENH)dSC-
k=0 R

R

Ein Koeffizientenvergleich entsprechender Potenzen von e links und rechts (den man natiirlich noch
rechtfertigen muf}) liefert uns dann viele Erhaltungsgrofien: fiir jeden Exponenten eine. Wir haben also
Py (u) = Ty (t, x). Zum Beispiel gilt

Ig(t):/R(u—isuz—l—g(uQ—l—um)—i—igg(...)—i—...) dz.

Der Term &Y ergibt uns genau fRud:c = const.. Der niichste Term ist uninteressant. Der Term zu &2
liefert uns die Identitét [, u* dz = 0, und der Term mit € bringt uns genau 7.

Zum Abschluf betrachten wir Zweier—Solitonen. Dabei geht es um Folgendes. Bekanntlich ist die KdV—
Gleichung nichtlinear, weshalb das Superpositionsprinzip nicht gelten kann. Wir kennen bereits Losungen
zu KdV, die aus einem einzelnen Soliton bestehen.

Kann dann die ,, Uberlagerung zweier verschiedener Solitonen wieder eine Losung ergeben ? Die Antwort
ist JA: es ist moglich, dafi zwei Solitonen einander begegnen, durchdringen oder iiberholen, und dann
ihren jeweiligen Weg fortsetzen, als ob nichts geschehen wire. Und dafl, obwohl die Gleichung nichtlinear
ist.

Die dabei eingesetzte Methode ist die sogenannte inverse Streutransformation.

Sei u = u(t, x) eine beschrinkte Losung zu KdV. Wir betrachten dann den Operator L = L(t), definiert
durch

L(t)v(z) = —0%v(x) + u(t, z)v(z).

Das ist also eine stationéire Schrodingergleichung mit Potential u(t). Bekanntlich ist der Operator L
selbstadjungiert im I?(R,), also

(Lv,w) = (v, Lw)
und D(L) = D(L*) = H?(R,). Der Operator L(t) hat diskretes und kontinuierliches Spektrum:

N € 0gisk(L(t): < v € H*(R) mit Lv = \v und v # 0 < L — X nicht injektiv,
A € Teont(L(t)): < L(t) — X injektiv, R(L(t) — \) dicht in I*(R), aber R(L(t) — \) # I*(R).
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Hierbei bezeichnet R(L(t)—\) den Bildraum des Operators L(t) — A. Das diskrete Spektrum wird auch als
Punktspektrum bezeichnet, es kann auch leer sein. Zum Beispiel hat —9? auf I*(R,) nur o.on: = [0, 00).

In X = Cl?,glm gibt es endlich viele Eigenwerte 0 > Ay > Ay > -+ > Ay, und ein Kontinuum [0, c0) als
kontinuierliches Spektrum. Wir schreiben \(k) = k? als Element von oeon-
Zu A1, ..., Ay haben wir dann Eigenfunktionen ¢ mit [, 1% (2)|* dz = 1 und asymptotischem Verhalten
e R — 400,
wk (:C) ~ { KT
e D x — —00.
Hierbei ist 7 = —\y.

Zu den Eintriigen A\(k) = k? des diskreten Spektrums haben wir ,,Eigenfunktionen® v (k, z) mit

e kT L b(k)eFr  :x — +oo,
a(k)e ke D x = —00.

Das bedeutet: fiir ein gegebenes Potential v = u(t, ) haben wir Streudaten

(M), () jmn

Es 148t sich zeigen (mit grofierem Aufwand):

N sowie  (A(t, k), b(t, k) -

.....

d d

S (t) = At k) =

dt k() 05 dt (7 ) Oa

d , d .

aCk (t) = 4K,ka (t), ab(t, k) == *8ll€b(t, k)

Es folgt, daBB Ay und A(-, k) Erhaltungsgrofien sind.

Nun interessieren wir uns fiir die umgekehrte Richtung: seien die Daten a, b, c und A gegeben. Wie sieht
dann u aus ?

Die Antwort kénnen wir hier nur angeben und anhand eines Beispiels illustrieren, aber nicht begriinden.
Zur Vereinfachung der Notation lassen wir oft die Variable ¢ weg. Dann wird u = u(z) gegeben durch

u(x) = —Q%K(x, x),

wobei K = K (xz, z) Losung ist zu
K@)+ P+ + [ KepF+a)dy=0, Vs (4.4)
y=x

wobei

al 1
F(x) = Zc?e_’””” + oy
j=1

™

/ ek (k) dk.
R

Die Frage der Existenz und Eindeutigkeit der Losung K einer solchen Integralgleichung lassen wir offen.

Als Beispiel nehmen wir N = 2 sowie k1 = 1, ko = 2 mit ¢; = /5 und ¢; = /7. Weiterhin sei 5(0,%) = 0
fiir alle k. Dann folgt sofort b(t, k) = 0 als Losung der Differentialgleichung fiir b(-, k). Wenn wir weiterhin
die Differentialgleichungen fiir ¢ 16sen, bekommen wir

1 (t) = Vbe', ca(t) = V732,

Ab jetzt wird die t—Abhiingigkeit der Funktion ¢k, Fi, K und [ nicht mehr erwéhnt (Fj, und I werden
gleich definiert).

Wir haben dann

F(x) = Fi(x) + Fa(x) = 5e8t—7 4 764t -2z
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Fir K = K(«, z) machen wir den Ansatz
K(x,2) =1li(z)e™* + l(2)e 2%,

mit im Moment noch unbekannten Funktionen /; und l5. Mit diesem Ansatz gehen wir in (4.4) hinein
und bekommen:

0=10h(z)e 4+ la(x)e™ + Fi(z)e™* 4+ Fy(x)e 2

+ / " (W@ + @) ) (Fi()e™ + Ra(z)e™) dy.

=x

Nun ist aber

oo e—Ot(E
—Qay —
/ e Ydy = ;
y=w a

und somit bekommen wir
0=1(x)e ? +lo(x)e * + Fi(x)e * 4+ Fo(x)e **

1 1
+ L(x)Fi(z) - 56_21 + L(x)Fa(z) - ge_?’””

1 1
+ la(x)Fy(z) - 56_31 + la(x)Fa(z) - 16_4””.

Wir erinnern an F (z) = 5¢3 7% und Fy(z) = 7e54—22,

Ein Koeffizientenvergleich beziiglich der linear unabhingigen Funktionen z +— ™% und z + e~ 2% fiihrt
uns dann zu

0=1l(z)+ Fi(x) + 1 (x) = - 53727 4 ly(z) - = - 53

3

Wl o] —
—
o el

7Bt~z

0 =lo(x) + Fa(x) + 11 (x) - = - 754737 L y(x) -

Dies konnen wir umschreiben zu
14 %e8t—2z gest—Sm ll(x) _ F1 (w) _ 568t—z
%66415—31 1+ £e64t—4m 12 (,CC) F2 (,CC) 766415—21 .

Mittels Cramerscher Regel kommen wir dann auf

D = (1 + ge8t2z) (1 + 26641541) o §664t73z€8t73x

9
5 7 35
— 14 Ze8t—2x y L Gdt—dw | O T72—6x
Tt Ty TR
1 75e8t7x §e8t73z 1 . 35 .
li(z) = D det (7@6‘“2”” 14:’%664%41 =5 —5eSt—T 4 Ee’?Zt 5u )
1 1+ §€8t—21 _568t—z 1 o 35 o
lo(z) = D det ( %6624’5_35” T _7eb4t—2w Ee72t z )

Insgesamt bekommen wir dann
u(t,z) = =20, (L (t,z)e " + lo(t, x)e ") .
Das kann man dann umformen zu
144767 (2520 + 1975 cosh(64¢ — 4x) + 4984 cosh(8t — 2x) + 3415 sinh(64¢ — 4z) + 9016 sinh(8¢ — 2z))
(35€72t 4 7262 4 126e64t+2w 4 180e8t+4) '

Es sollte auch moglich sein, diesen Ausdruck so umzuformen, daf§ simtliche noch verbliebenen exp— und
sinh-Terme ausgetauscht werden gegen cosh-Terme, sodaf§ am Ende nur noch cosh(2x — 8¢), cosh(4x —
64t), cosh(x — 28t) und cosh(3z — 36t) iibrig bleiben.

Ein anderer schoner Zweier—Soliton ist in [1] angegeben:

3 + 4 cosh(2z — 8t) + cosh(4x — 64t)
(3 cosh(z — 28t) + cosh(3z — 36t))2

Das interessante xz—Gebiet ist jeweils [—30, 30] fiir ein Zeitintervall [—8, 8.

u(t,z) = =12



Literaturverzeichnis

[1] H. U. Andreas Miiller-Rettkowski and G. Schneider. Lecture notes for the seminar SS06 about partial
differential equations, 2006.

[2] K.-J. Engel and R. Nagel. A short course on operator semigroups. Universitext. Springer, 2006.

[3] J. Smoller. Shock waves and reaction-diffusion equations. 2nd ed. Grundlehren der Mathematischen
Wissenschaften. 258. New York: Springer-Verlag, 1994.

63



	Überblick
	Modellierung
	Erhaltungsgleichungen
	Euler– und Lagrange–Koordinaten
	Erhaltungsgleichungen für Massen und Impulse
	Erhaltungsgleichungen für die Energie
	Zusammenfassung

	Schockwellen
	Charakteristiken
	Gradientenkatastrophen
	Schwache Lösungen
	Existenz und Eindeutigkeit schwacher Lösungen
	Evolutionsgleichungen
	Viskositätslösungen
	Schock–Ungleichungen und Irreversibilität
	Das Riemann–Problem für Systeme von Erhaltungsgleichungen
	Das Glimm–Schema

	Reaktions–Diffusionsgleichungen
	Allgemeines
	Diffusionsgleichungen
	Dispersion
	Lösungsbegriffe
	Die KPP–Gleichung
	Die viskose Gleichung von Burgers
	Die Korteveg – de Vries – Gleichung


