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Kapitel 0

Vor—Einfuhrung

Dieses Skript ist eine Zusammenstellung der im Tutorium behandelten Aspekte. Von Herzem empfohlen sei die
Lektiire des Buches [1] von KEVIN HOUSTON.

0.1 Mengen

Definition 0.1. Eine Menge ist eine Sammlung von unterschiedlichen Objekten. Jedes dieser Objekte heifst
Element der Menge.

Wichtig ist: kein Element ist zweimal oder ofter in derselben Menge enthalten (deshalb steht dort das Wort
sunterschiedlich®).
Eine erste Schreibweise: Aufzdhlung in geschweiften Klammern. Beispiele dafiir sind

M = {1, 7,Kirschkuchen}, P = {3, 4, Kirschkuchen, {Hund, Katze}}.

Die Menge M hat genau 3 Elemente, die Menge P hat genau 4 Elemente.

Definition 0.2. Wenn x ein Element einer Menge X ist, dann schreiben wir x € X. Ansonsten schreiben wir
r ¢ X.

Definition 0.3. Die Menge ohne Elemente heifit leere Menge, geschrieben als ().

Stellen Sie sich ein Museum vor, dafl alle seine Exponate an befreundete Museen ausgelichen hat. Dann hat
dieses Museum eine leere Sammlung.

Definition 0.4. Zwei Mengen X und Y heiflen gleich, wenn jedes Element der einen Menge in der anderen
enthalten ist, und umgekehrt. Dann schreiben wir X =Y.

Definition 0.5. Sei X eine Menge. Fine Menge Y heifit Teilmenge von X, wenn jedes Element von 'Y auch
in X enthalten ist. Wir schreiben dies als Y C X.

Es gibt auch die Schreibweise Y C X fiir diesen Sachverhalt.

Satz 0.6. Fir beliebige Mengen X und Y gilt immer: X =Y genau dann, wenn X CY und Y C X.

Auf einen Beweis verzichten wir.

Man beachte: es ist  # {z}. Denn links steht das Objekt x, und rechts steht diejenige Menge, die genau das
Objekt z enthélt. Wir kiimmern uns iibrigens nicht um die Frage, welchen ,,Typ* das Objekt = hat (es konnte
eine reelle Zahl sein oder eine Funktion oder ein Hufeisen oder der Jupiter).

Wenn 2z € X, dann ist {z} C X, aber meistens ist {x} ¢ X. Beachte allerdings, daft X = {z,{z}} logisch
zuléssig ist. Diese Menge X hat genau zwei Elemente, und X hat genau vier Teilmengen: namlich ), {z}, {{z}}

und {x, {z}}.
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Eine zweite Mengenschreibweise ergibt sich durch Riickgriff auf eine zuvor definierte Menge (auch ,,Obermenge*
genannt), die jetzt eingeschrinkt wird.
Man kann die Menge G der geraden Zahlen definieren durch Aufzéhlung

G=1{.,6-6-4,-2024,68,. ..}
oder durch Einschrankung einer zuvor definierten Menge
G = {z € Z: 2 ist ein Teiler von z}.

Hierbei steht vor dem : der Bezug auf die Obermenge Z, und hinter dem : steht die Einschrénkung der
Obermenge.

Offenkundig ist G C Z. Eine andere Schreibweise tauscht den : durch ein | aus:
G ={z € Z | 2 ist ein Teiler von z}.

Das ist eine Geschmacksfrage. Man kann auch folgendes schreiben:
G ={z |z € Z und 2 ist ein Teiler von z}.

Man beachte, daf jetzt die Spezifikation der Obermenge hinter dem Trennstrich | steht.

Definition 0.7. Seien x und y Objekte. Dann ist (x,y) das geordnete Paar mit den beiden Komponenten x
und y.

Als Beispiel kénnen wir das iibliche kartesische Koordinatensystem in der Ebene betrachten, aus dem wir die
Erkenntnis ziehen, daf (1,3) und (3,1) verschiedene Punkte sind. Deshalb redet man in der Definition von
geordneten Paaren. Es ist (z,y) # (y, ), es sei denn, daff x = y wére.

Definition 0.8. Seien X und Y zwei Mengen. Die Menge aller moglichen geordneten Pare (z,y) mit x € X
und y € Y schreibt man als X X Y. Es ist also

XxY={(r,y)|zeX undy €Y}
Beispiel 0.9. Wir haben R? = {(x1,22) |71 ER und 20 € R} =R x R .

Man beachte, daft normalerweise X keine Teilmenge von X x Y ist.
Was ist X x Y wenn X = () ?

0.2 Definitionen

Man kann nicht definieren, was eine Definition ist.
Wir versuchen eine Beschreibung, worum es bei einer Definition geht:*

e cine Definition bewirkt, daf ein Begriff geboren wird (seine Vorfahren sind meist andere Begriffe, die zuvor
definiert wurden),

e man kann keinen Begriff zweimal oder ofter definieren,
e Definitionen diirfen keine Zirkelschliisse enthalten,

e oft verweisen Definitionen von Begriffen auf einen vorher definierten Oberbegriff, der jetzt eingeschréankt
wird,

e bei Definition von Adjektiven (oder allgemeiner: von Eigenschaften) ist der Bezug entscheidend,

e bei Definition von Substantiven gibt es auch oft einen Bezug.

IWenn Sie in der Wikipedia nachschlagen unter dem Begriff Definition, dann sehen Sie, welcher Aufwand in der Philosophie
getrieben werden mufl, um diesen Begriff fafilich zu machen. ..



0.3. MATHEMATISCHE BEWEISE )

Beispiel 0.10. Der Anstieg einer Geraden in einem xy—Koordinatenkreuz ist eine reelle Zahl, die angibt, wie
sich die y—Koordinate dndert, wenn die x—Koordinate um 1 wdchst.
Geben Sie hier an, was

e der Bezug,

o der Oberbegriff,

o der einschrinkende Halbsatz
sind.

Definition 0.11. FEin Kreis in einer Ebene ist die Menge all jener Punkte dieser Ebene, die von einem vorge-
gebenen Punkt einen vorgegebenen Abstand haben.
Geben Sie hier an, was

e der Bezug,
o der Oberbegriff,
o der einschrinkende Halbsatz

sind.

0.3 Mathematische Beweise

Beweise bestehen aus ganzen Sétzen. Diese Sdtze enthalten
1. Handlungsbeschreibungen,
2. Aussagen.
Beispiele fiir Handlungsbeschreibungen sind
e Wir fithren den Beweis mit vollstandiger Induktion.*
e _Wir machen eine Fallunterscheidung.*
Beispiele fiir Aussagen sind
e 2+3=T7¢
e .\/2 ist irrational®
e . Der Mond ist eine Butterkremtorte
o Jeden Montag im Semester findet das Tutorium statt*
Keine Aussagen sind
o . =a%+b>—2abcos”
° 7,332 +41z + 12 = 0¢
e . BWL ist interessant®
Definition 0.12. FEine Aussage ist ein grammatischer Satz, der entweder wahr ist oder falsch, aber nicht beides.

Beschreibung 0.13. FEin grammatischer Satz, der unbestimmte Objekte (von evtl. sogar unbestimmien Typ)
enthdlt, ist eine Aussageform (oder einfach nur Unsinn).

Wir reden hier von einer Beschreibung anstelle einer Definition, weil uns fiir eine korrekte Definition das philo-
sophische Hintergrundwissen fehlt. Im iibrigen ist unser Ziel ja vorwiegend die Mathematik.
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Beispiel 0.14. ,,c® = a® + b2 — 2abcosy“ ist auch dann noch eine Aussageform, wenn wir schon wissen, dafl
a, b, ¢, v unbekannte reelle Zahlen sind.
Diese Gleichung wird erst dann zu einer Aussage, wenn a, b, c, v fixierte reelle Zahlen sind.

Aussageformen sind keine Aussagen. Deshalb diirfen sie in Beweisen auch nicht verwendet werden. Man sagt
auch, daf sie noch freie Bezeichner enthalten.

Zwei entscheidende Regeln fiir Thre Hausaufgaben sind also:

e Formulieren Sie immer in grammatisch vollstandigen Sétzen (nach einigem Training werden Sie es dann
schaffen, sich kurz auszudriicken).

e Jeder Bezeichner mufs eingefiihrt werden. Zum Einfiihren eines Bezeichners gehoren

— die Angabe seines Typs (Zahl, Punkt, Funktion, Menge, Abbildung, Matrix, ... ),

— die Angabe, was den Wert dieses Bezeichners festlegt.
Das Einfiihren eines Bezeichners kann so geschehen, daf er nicht mehr frei ist.

Spéter kommen weitere Regeln zur Hausaufgabengestaltung.

0.4 Aussagenverkniipfungen

Beschreibung 0.15. Seien A und B Aussagen. Dann sind folgende Dinge auch Aussagen:
o nicht (A)%
e A und B
e A oder B

definiert anhand der Wahrheitstabellen in Tabelle 1.

Tabelle 1: Diese Wahrheitstabellen definieren die Verkniipfungen ,,und“, ,oder”, ,nicht“.

Wir nennen diese drei Dinge auch Aussagenverkniipfungen.

Warnung: Die Aussagenverkniipfung ,Heute esse ich zu mittag vegetarisch oder Schnitzel“ ist mathematisch
auch dann wahr, wenn ich heute zu mittag beides esse. Der entsprechende Tabelleneintrag ist fett markiert.

Im allgemeinen Sprachgebrauch ist das ,oder” oft unbewuft exklusiv gemeint (also als ,entweder oder®), aber im
mathematischen Sprachgebrauch immer inklusiv.

Beschreibung 0.16. Es seien A, B Aussagen. Dann heiffen in ,A und B*
e A, B: Input,
e A und B*: Output.

Analog fiir beliebige andere Verknipfungen. Die Wahrheitstabellen beschreiben Abbildungen vom Input zum Out-
put.

Definition 0.17. Zwei Aussagenverkniipfungen heiffen dquivalent, wenn sie dieselben Wahrheitstabellen haben.
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Satz 0.18. Seien A und B Aussagen. Dann sind dquivalent:
o nicht(A oder B)*
e (nicht A) und (nicht B)“

Beweis. Wir bestimmen die Wahrheitstabellen:

A | B || Aoder B | nicht(A oder B) A | B || nicht A | nicht B | nicht(A) und nicht(B)
w | w f w| w f f f
w | f w f w | f f w f
f|w w f f|w w f f
f | f f w £ f w w w

Die Ubereinstimmung beider Tabellen in den ersten beiden Spalten sowie letzten Spalten ergibt die Behauptung.
O

Analog beweist man folgende Sétze:

Satz 0.19. Seien A und B Aussagen. Dann sind dquivalent:
o nicht(A und B)%
e (nicht A) oder (nicht B)*.

Satz 0.20. Seien A und B Aussagen. Dann sind dquivalent:
e A oder B
e B oder A“

Satz 0.21. Sei A eine Aussage. Dann sind dquivalent:
o nicht(nicht(A))*
o AX

Beschreibung 0.22. Seien A, B Aussagen. Dann ist ,wenn A, dann B (abgekiirzt als A = B) auch eine
Aussage, und zwar mit folgender Wahrheitstabelle.

Wir sagen auch ,,A impliziert B bzw. , A ist hinreichend fiir B bzw. ,, B ist notwendig fiir A“

Warnung: Die Aussage ,,Wenn der Mond eine Butterkremtorte ist, dann ist er eine kalorienreiche Mahlzeit,
ist wahr, denn hier liegt die Gestalt A = B vor; und A ist falsch, und der Wahrheitswert von B ist irrelevant.
Ebenfalls wahr ist: ,Wenn der Mond eine Butterkremtorte ist, dann ist 7 eine Quadratzahl®.

Satz 0.23. Seien A und B Aussagen. Die Verkniipfungen
o 77A - B“7
e (nicht A) oder B“

sind dquivalent.
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Beweis. Wir bestimmen die Wahrheitstabelle:

A|B|| A= B | mcht A) || (nicht A) oder B

w | w w
w | f f f f
flw w W w
f|f w w w
Die Ubereinstimmung der dritten und fiinften Spalte vollendet den Beweis. O

Satz 0.24. Seien A und B Aussagen. Dann sind dquivalent:
o 77A = B7
e ,(nicht B) = (nicht A)*“

Wir sagen auch: die Aussage ,(nicht B) = (nicht A)“ ist die Kontraposition zur Aussage ,A = B*.

Den Beweis konnten wir erneut iiber einen Vergleich der Wahrheitstabellen fiihren. Lehrreicher ist es allerdings,
wenn wir etwas eleganter vorgehen und unsere bisher bewiesenen Sétze einsetzen. Heuristisch sinnvoll ist es, die
kompliziertere der beiden Aussagen als Startpunkt zu nehmen, diese dann solange dquivalent umzuformen, bis
die andere Aussage herauskommt.

Beweis. Wir haben folgende Kette von Aussagenverkniipfungs-Aquivalenzen:
e . (nicht B) = (nicht A)* ist wegen Satz 0.23 dquivalent zu
o (nicht(nicht B)) oder (nicht A)“, und dies ist wegen Satz 0.21 dquivalent zu
e B oder (nicht A)*, und dies ist wegen Satz 0.20 dquivalent zu
o (nicht A) oder (B)“ und dies ist wegen Satz 0.23 &quivalent zu
o A= B“

Fiir die Aussagenverkniipfungs-Aquivalenzrelation gilt die Eigenschaft der Transitivitét (dies beweist man durch
Riickgriff auf die Definition der Transitivitit als Leser/in bitte selbst !), womit der Beweis vollendet ist. O

Definition 0.25. Seien A, B Aussagen. Die Verkniipfung ,,(A = B) und (B = A)* kiirzen wir ab als
»A <= B und wir sagen dann auch, daff A und B dquivalent zueinander sind.

Sprechweisen sind:
e A genau dann, wenn B,
e A dann und nur dann, wenn B“.

Satz 0.26. Diese Relation ist tatsichlich eine Aquivalenzrelation (d.h., sie besitzt die Eigenschaften der Reflexi-
vitat, Symmetrie, Transitivitit). Und fir den Fall, daf8 A und B ihrerseits Aussagenverkniipfungen sein sollten
(d.h. Spezialfille von Aussagen), ist diese Definition widerspruchsfrei zu Definition 0.17.

Der Beweis sei den Leserinnen und Lesern anempfohlen.

0.5 Stolpersteine der Logik

Es seien in diesem Abschnitt A und B immer Aussagen. Wir listen einige Situationen auf, wo die mathematische
Logik von der Alltagslogik abweicht.

e Sei ,A oder B“ wahr. Dann diirfen A und B beide gleichzeitig wahr sein.
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e Ein Elter sagt zum Kind: ,Wenn Du Dein Zimmer nicht aufrdumst, dann bekommst Du kein Eis“. Diese
Aussage (mathematisch interpretiert) kiindigt keinerlei Konsequenzen an, was passieren wird, wenn das
Kind das Zimmer aufrdumt.

Das heift: sei die Verkniipfung ,,A = B* wahr. Dann wird keine Aussage gemacht, welche Konsequenzen
eintreten, wenn A falsch ist.

Das heifst: die Verkniipfungen ,,A = B* und ,,(nicht A) = (nicht B)* sind in der mathematischen Logik
voneinander unabhéngig. Die zweite Verkniipfung heifst Inversion der ersten Verkniipfung.

Ein anderes Beispiel: Der Satz ,,Benn Iy nac secen kauucr, 6uct Iy keumn gymmep Beccen macht keine
Aussage dariiber, was fiir diejenigen Menschen gilt, die diesen Satz nicht lesen kénnen.

Ein weiteres Beispiel: die mittelalterliche Kirchenlogik sagt: ,, Wenn Gott den Geringsten unter euch liebt,
um wieviel mehr muf er dann den Koénig lieben ! Die mathematische Logik geht anders: weil der Konig ja
gerade nicht der Geringste ist, macht der erwdhnte Satz keinerlei Aussage, ob Gott den Konig iiberhaupt
liebt.

e Sei ,A = B* wahr. Dann ist iber den Wahrheitsgehalt von A nichts bekannt. Und es nichts bekannt
iiber den Wahrheitsgehalt von B.

Ein Beispiel: die mittelalterliche Kirchenlogik sagt: ,, Wenn Gott den Geringsten unter euch liebt, um
wieviel mehr mufs er dann den Konig lieben ! Die mathematische Logik geht anders: es ist doch gar nicht
gesagt, daff Gott den Geringsten liebt. Aus dem Satz kann auch nicht geschluftfolgert werden, ob Gott
iiberhaupt irgendjemanden liebt.

e Sei ,A = B*“ wahr. Dann ist nichts bekannt iiber den Wahrheitsgehalt von ,B = A“. Die zweite
Verkniipfung heiftt Konversion bzw. Umkehrung der ersten.

e Die Aussage ,,A nur dann, wenn B*“ ist eine dquivalente sprachliche Umformulierung von ,wenn A, dann
B

e Die Primzahldefinition kénnte man formulieren als ,Fine natiirliche Zahl heiftt Primzahl, wenn sie min-
destens gleich zwei ist, und wenn sie zusétzlich nur durch Eins und sich selbst teilbar ist“. Dies ist zwar
eine Formulierung der Art ,A <= B“ (also eine Implikation), tatséchlich gemeint ist bei Definitionen aber
immer die Aquivalenz (und nicht die Implikation).

Ein anderes Beispiel: man kann fiir Dreiecke die Eigenschaft ,rechtwinklig* wie folgt definieren: ,Wenn
ein Dreieck einen rechten Innenwinkel hat, dann heifft dieses Dreieck rechtwinklig”. So wie dieser Satz
formuliert ist, 1afst er die (absurde) Moglichkeit offen, daf auch manch ein Dreieck ohne rechten Innenwinkel
rechtwinklig genannt werden diirfte. Tatséchlich meint man in der Mathematik aber: ,,Genau dann, wenn
ein Dreieck einen rechten Innenwinkel hat, heifft dieses Dreieck rechtwinklig”. Aus Griinden der sprachlichen
Einfachheit 14t man das Wort genau immer weg, obwohl es nach den Prinzipien der Logik gesagt werden
miifite. Die sprachliche Schénheit hat sich an dieser Stelle gegen die Konsequenz der Logik durchgesetzt.

e In der Mathematik wird anders gezahlt: der Satz ,Ich habe ein Ohr ist fiir praktisch die meisten Menschen
mathematisch wahr, denn die mathematische Logik schliefst nicht aus, daf ich noch ein weiteres Ohr habe.

0.6 Fortgeschrittene Aspekte der Logik

Wir benétigen noch einige Schlufsfolgerungstechniken.

Satz 0.27 (Abtrennungsregel, Modus Ponens). Seien P und Q@ Aussagen. Angenommen,
wir wissen: die Aussage ,P = Q“ ist wahr

wir wissen: die Aussage P ist wahr.

Dann diirfen wir schluffolgern, dafi die Aussage Q wahr ist.

Bemerkung 0.28. Diese Schluf$folgerungsregel heif$t Abtrennungsregel, weil sie uns die Erlaubnis gibt, von
der kombinierten Aussage ,P —> Q* die Aussage Q) abzutrennen. Ein anderer gebriuchlicher Name (anstatt
Abtrennungsregel) ist Modus Ponens, was aber etwas ungenau ist. Genauer mifte die lateinische Bezeichnung
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Modus Ponendo Ponens lauten, in Abgrenzung zur Bezeichung Modus Tollendo Ponens, die sich auf folgende
Situation bezieht: wenn wir wissen, daf$ ,P oder Q“ wahr ist, und wir auch noch wissen, daf ,nicht(P)“ wahr ist,
dann dirfen wir schluffolgern, daf$ die Aussage @ wahr ist. Weitere Informationen finden sich in der Wikipedia
unter dem FEintrag Modus Ponens.

Geschrieben wird der Modus Ponens in der Logik (betrachtet als Teildisziplin der Mathematik) gelegentlich als
P=Q, P+ Q.

In die Standardsprache iibersetzen wir diese Zeile wie folgt:

» P = Q% : wir wissen, daf ,P = @* wahr ist

5 st und

P ¢ wir wissen, dafl P wahr ist.

¢ ¢ wir diirfen schluftfolgern, dafs

5, es ist Q wahr.

Man sieht schnell, warum es grober Unfug ware, das Symbol ., durch ,,=—* zu ersetzen.

Beweis der Abtrennungsregel. Die Wahrheitstabelle von ,,P =—> @) ist:

P|lQ|P=Q

w
f
w
f

f
w
W

Die vier Zeilen beschreiben alle iiberhaupt irgendwie moglichen Situationen. Unser erster Wissensteil schliefit
die zweite Zeile aus. Unser zweiter Wissensteil schliefst die dritte und vierte Zeile aus. Es bleibt blof die erste
Zeile als tatséchlich mogliche Situation iibrig. In dieser Zeile ist aber ) als wahr gewdhlt worden. O

Die Beweisstrategie war: alle iberhaupt moglichen Situationen wurden in einer vollstdndigen Fallunterscheidung
erfafst. Drei dieser Situationen widersprechen dem vorausgesetzten Wissensstand, also mufs die vierte Situation
vorliegen.

Die Zulassigkeit des Modus Tollendo Ponens beweist man auf dhnliche Weise.



Kapitel 1
Problemlosen 1

Im Jahr 1996 erschien ein beriithmter Zeitschriftenartikel [3]' des Mathematik-Didaktikers HEINRICH WINTER,
der darlegte, daf Schiilerinnen und Schiiler folgende drei Grunderfahrungen im Schulfach Mathematik gemacht
haben sollten:

1. Mathematik ist eine Disziplin, die uns dabei hilft, echte Praxisprobleme zu 1ésen (z.B. beim Aufstellen
eines Finanzplans einer Firma, oder bei der Prognose, ob eine noch zu bauende Briicke tragfihig sein wird,
oder beim Erstellen eines Fahrplans eines Verkehrsunternehmens, ... ).

2. Mathematik ist ein grofses Theoriengebdude, bei dessen Errichtung man von einem festen Fundament von
Axiomen startet und auf logisch korrekte Weise eine Aussage nach der anderen beweist.

3. Mathematik ist eine Beschéftigung, bei der wir lernen kénnen, wie man Probleme 16st. Hierbei sollen die
Schiilerinnen und Schiiler insbesondere lernen, auch dann noch eine Lésung zu finden, wenn der Losungsweg
noch nicht bekannt ist.

Die erste Grunderfahrung findet sich in der Modellierungsvorlesung des zweiten Semesters des Mathematikstu-
diums wider, die zweite Grunderfahrung in praktisch jeder Mathematikvorlesung. Die dritte Grunderfahrung
sollen Sie in den Ubungen der drei Basismodule einiiben.

Die theoretischen Hintergriinde des Probleml&sens sollen in diesem Kapitel erarbeitet werden. Wesentliche Bei-
trage zur Theorie und Praxis des Problemlésens wurden von GEORGE POLYA geliefert, dessen Buch How to
solve it bzw. Schule des Denkens [2] auch heute noch lesenswert ist.

Problemlosen besteht aus vier Phasen:

Problem verstehen: wir finden heraus, was wir in der Aufgabe liefern sollen. Wir ermitteln Voraussetzungen
und Behauptungen, und wir kldren die Bedeutungen aller Fachbegriffe.

Plan erarbeiten: da bei dem jetzt zu losenden Problem der Losungsweg nicht bekannt ist (wir haben also
gerade nicht die schultypische Situation vor uns, daf wir einfach eine Rechenschablone runterrechnen),
miissen wir den Losungsweg suchen. Diese Suche muf irgendwo anfangen. Typischerweise tragen wir unser
Wissen zusammen, und wir versuchen uns dhnlicher Aufgaben zu erinnern, die wir frither erfolgreich 16sen
konnten, und von denen wir hoffentlich einige Ideen wiederverwerten kénnen. Womdglich werden wir bei
der zweiten Phase einiges ausprobieren miissen. Sackgassen sind keine Schande, Rumsitzen-und-Nichts-
probieren aber sehr wohl !

Plan durchfiihren: aus der zweiten Phase entnehmen wir einen Losungsplan, der zu funktionieren scheint.
Diesen fiihren wir jetzt aus.

Riickblick: wir schauen auf das, was wir geleistet haben, und wir priifen nach, ob wir wirklich die gestellte
Aufgabe gelost haben (oder ob hier noch etwas fehlt). Wir schauen auch nach, ob unser Losungsweg
vielleicht noch verschonert werden kénnte, oder ob er noch einiges mehr leisten konnte. Wir merken uns
leistungsstarke Arbeitstechniken.

lan die Lehramtsstudierenden und weitere Interssierte: Lektiire sehr empfohlen !

11
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Diese vierschrittige Arbeitsweise ist deshalb allgemeinbildungsrelevant, weil sie in den verschiedensten Berufen
vorkommt: ein Anwalt, der die Interessen eines Mandanten zu vertreten hat und deshalb ein Schriftstiick aufset-
zen mufs; oder ein Soziologe, der eine Studie (Meinungsumfrage) zu konzipieren hat; oder ein Automechaniker,
der ein Klappergerdusch abstellen soll — stets kann der Arbeitsablauf in diese vier Schritte zerlegt werden.
Ein sehr dhnlicher vierstufiger Ablauf findet sich auch in der mathematischen Modellierung, und das dortige
Verfahren hat sogar einen Kreislaufcharakter.

Wir versuchen, das Probleml6sen anhand von Beispielen zu verdeutlichen.

1.1 Funktionalgleichungen

Aufgabe 1.1. Gesucht sind alle Funktionen f: R — R, die folgende Gleichung erfiillen:

flz) + f(y)

f(zy) = o

fiir jegliche x, y € R mit x +y # 0.

Problem verstehen: eine Funktion f: R — R ist irgendeine Abbildung, die auf ganz R definiert ist, und die
jeder reellen Zahl eine reelle Zahl zuordnet. Wir diirfen nicht annehmen, daf eine solche Funktion f eine
schone Formel hat. Es ist zuldssig, daf eine Losung f auf die wildeste Weise unstetig ist.

Wir ermitteln irgendwie eine odere mehrere Funktionen f, und dann sind wir verpflichtet, zwei Aussagen
zu beweisen:

e die von uns benannten Funktionen sind Losungen (das bedeutet, daf wir eine Probe machen),

e alle anderen Funktionen von R nach R sind keine Lésungen.
Alternativ zum zweiten e konnen wir auch beweisen: wenn es eine Losung f der Aufgabe gibt, dann

mufs sie eine der von uns benannten Funktionen sein (hinter dieser Argumentation steht die Methode der
Kontraposition).

In der genannten Gleichung steht rechts eine Division, die nicht durchgefiihrt werden kann, wenn der
Nenner gleich Null wére, was aber durch die einschrinkende Voraussetzung = + y # 0 vermieden wird.

In der genannten Gleichung bedeutet die linke Seite f(zy) den Funktionswert von f an der Stelle des Pro-
duktes z - y. Die Gleichung verkniipft also die Werte von f an drei (nicht notwendigerweise verschiedenen)
Stellen miteinander.

Da wir bereits einige Kenntnisse in Logik haben, formulieren wir die Aufgabenstellung in der Sprache der
Logik:

Sei f: R — R eine Funktion. Dann definieren wir

f heifit Losung <=

f(x) + 1)

) ist wahr.
T+y

( Wenn z,y € Rundz+y#0, dann gilt f(xy) =

Gesucht sind alle solchen f.

Der Doppelpunkt vor dem <= besagt, dafl die Aussage links davon durch die Aussage rechts vom <=
definiert wird. In der groffen Klammer steht eine Aussage der Form ,,P — Q"

Wir fihren eine abkiirzende Schreibweise ein:

J@)+ () W

zyeRundz+y#0 = f(z-y)= iy

Plan erarbeiten: wir wollen uns an die Sorgfaltsregel halten, daft jeder Bezeichner eingefiihrt werden mufs. Es
ist f ein Bezeichner, also sollten wir f einfiihren.

Wir legen fest: sei f eine Losung der Funktionalgleichung. Jetzt ist der Bezeichner f eingefiihrt, und wir
sind den allerersten Schritt zum Beweis der alternativen Formulierung des obigen zweiten e gegangen.
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Weil geméft unserer Bezeichnerfestlegung f eine Losung ist, erhalten wir als Schlufsfolgerung: die Aussa-
ge (1.1) ist wahr. Dies ist eine Aussage der Form ,P =—> Q. Es ist () interessanter als P. Wir kennen den
Modus Ponendo Ponens als eine erlaubte Schluffolgerungsregel.

Essind x =1und y =1 € R, und 1+ 1 # 0. Nach Modus Ponendo Ponens (MPP) haben wir

fW+ @)

paen) = LR,

also f(1) = f(1). Diese Aussage haben wir bewiesen (mittels MPP), und vermutlich ist sie nutzlos. Die
Bezeichner z und y, die wir soeben festgelegt hatten, geben wir wieder frei.

Es sind z =2 und y =3 € R, und 2 + 3 # 0. Nach MPP haben wir

f2)+7B)

p2-3) = L2,

also 5f(6) = f(2)+f(3). Diese Aussage ist bewiesen, und ihr Nutzen ist nicht so richtig klar. Die Bezeichner
z und y, die wir soeben festgelegt hatten, geben wir wieder frei.

Essind =1 und y =0 € R, und 1+ 0 # 0. Nach MPP haben wir

1)+ £(0)

FA-0) =775

Die Bezeichner x und y, die wir soeben festgelegt hatten, geben wir wieder frei. Es folgt f(0) = f(1)+ f(0),
also

f(1) = 0. (1.2)

Dies konnte niitzlich sein. Unser aktueller Erkenntnisstand ist: die Aussagen (1.1) und (1.2) sind beide
wahr, denn die erste ist definitionsgeméfs dquivalent zu unserer Bezeichnerfestlegung, daft f eine Losung
sei, und die zweite haben wir bewiesen mittels MPP.

Der MPP war bis hierhin recht niitzlich, und wir haben keine anderweitigen Ideen im Moment, also bleiben
wir bei unserer bisher einzigen Idee?, bringen jetzt aber unsere neue Erkenntnis ins Spiel, daf f(1) = 0
ist.

Essind 2z =1 und y € R\ {—1} reelle Zahlen mit der Eigenschaft « + y # 0, also folgt mittels MPP fiir
solche x,y, da

f(1~y)=JW,

was sich wegen f(1) = 0 (nachdem man den Nenner 1 + y hochmultipliziert hat) vereinfacht zu
yeR\{-1} = yfly)=0. (1.3)

Wir erinnern uns: ein Produkt reeller Zahlen ist genau dann gleich Null, wenn wenigstens einer seiner
Faktoren Null ist. Die meisten Elemente der Menge R \ {—1} sind ungleich Null, sodaf wir die Idee
gewinnen, die zweite Abtrennungsregel (Modus Tollendo Ponens, MTP) zu verwenden. Wir haben eine
Kette von Implikationen:

yeR\{-1,0} = yeR\{-1} = yf(y)=0
< gy =0oder f(y) =0.

Insgesamt ist folgende zusammengesetzte Aussage (Implikation) von uns bewiesen:
yeR\{-1,0} = y=0oder f(y) =0.
Wenn y € R\ {—1,0}, dann ist die Aussage ,,y = 0“ falsch, also liefert uns der Modus Tollendo Poneuns:

yeR\{-1,00 = f(y)=0. (1.4)

2die anschauliche Vorstellung dahinter ist: wir quetschen eine Zitrone solange aus, bis sie keinen Tropfen mehr liefert.
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Unser Erkenntnisstand enthélt die Aussagen (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), die fiir jede Losung f gelten, denn
wir haben diese vier Aussagen wasserdicht bewiesen.

Wir haben f(—1) und f(0) noch nicht bestimmt. Eine gute Idee ist es, zur Startaussage (1.1) zuriickzu-
gehen. Wir kénnen —1 darstellen als Produkt von —7 und % Und wir haben 0 = 11 - 0.

Essind z = -7 und y = % € R mit der Eigenschaft  + y # 0. Nach MPP haben wir

1\ _ fED+ A7)
f<7.7> i

)

was wegen der bewiesenen Aussage (1.4) die Gleichung f(—1) = 0 impliziert.
Es sind z = 0 und y = 11 € R mit der Eigenschaft 4+ y # 0. Nach MPP haben wir

f(0) + £(11)

JO-1) ==

was wegen der bewiesenen Aussage (1.4) die Gleichung f(0) = 5 f(0) impliziert. Daraus folgt: f(0) = 0.

Wir haben also insgesamt gezeigt: wenn f eine Losung ist, dann ist
[T R=R, fraxw— flx)=0.

Andere Losungen kann es also nicht geben.

Der zweite o aus der Phase ,Problemverstehen® ist gezeigt, und fiir den ersten e haben wir den Plan, eine
Probe durchzufiihren.

Plan durchfiihren: es gibt eine einzige Lésung, und zwar
f:R—R, frxz— f(x):=0.
Dies ist wirklich eine Losung der Aufgabe, denn fiir dieses f gilt tatséchlich:

0+0

z,yeR, z4+y#0 = 0= .
Tty

Also ist unser oben erwédhntes f tatsdchlich eine Lésung.

Jetzt zeigen wir, daft es keine weiteren Losungen geben kann.

Sei f eine Losung der Aufgabe. Deshalb gilt (1.1).

Wir setzen x =1 und y = 0 in (1.1) ein und erhalten die Aussage f(1) = 0.

Wir setzen £ = 1 und ein beliebiges y # —1 in (1.1) ein und erhalten wegen f(1) = 0 die Aussage

fly) = {Ery;, woraus sich yf(y) = 0 ergibt fir alle y # —1.

Fir y # 0, y # —1 ziehen wir daraus die Folgerung f(y) = 0.

Einsetzen von # = —7 und y = 4 in (1.1) liefert uns dann f(—1) = 0.

Einsetzen von = 0 und y = 11 in (1.1) bringt uns f(0) = 0.

Das bedeutet f(y) = 0 fiir jedes y € R.

Also kann es keine weiteren Losungen geben als die von uns angegebene Nullfunktion. Die Aufgabe ist

gelost.?

Riickblick: wir haben die beiden e aus Phase 1 tatsichlich abgearbeitet.® Das Wihlen von # = 1 in (1.1) hat
den Vorteil, daf wir in dieser Gleichung die Funktion f bloff noch an zwei verschiedenen Stellen auswerten
anstelle von vorher drei verschiedenen Stellen. Das eroffnet dann Chancen, einige f—Werte gegeneinander
zu verrechnen.

Erinnerungswiirdige Arbeitstechniken sind:

Seine gut bearbeitete Hausaufgabenlésung sollte ungefihr so aufgeschrieben werden wie die hiesige Phase 3. Im Gegensatz dazu

verbleibt der Text von Phase 2 typischerweise auf dem Schmierblatt.
4ein subjektiver Riickblick des Autors dieses Skriptes: der Schreibaufwand fiir Phase 2 war eine Strapaze. In Zukunft wird es
sprachlich knapper zugehen.
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e das Ausdriicken der Aufgabenstellung mithilfe unseres logischen Formalismus, in Verbindung mit der
Benutzung von MPP und MTP

e das Spezialisieren: die Aussage (1.1) ist sehr allgemein, denn sie gilt fiir sehr viele  und y. Wir
withlen spezielle z und/oder spezielle y, was uns eine neue Aussage mit kleinerem Giiltigkeitsbereich
bringt.

e das Dranbleiben-am-Ball: unmittelbar nachdem wir die Erkenntnis f(1) = 0 gewonnen hatten, ha-
ben wir diese Aussage sofort wieder in der Ausgangsgleichung (1.1) eingesetzt und dann ziigig die
Erkenntnis (1.3) geschluffolgert.

e das Zurickgehen-zum-Start: wenn das Dranbleiben-am-Ball nichts mehr bringt, kann man auch zur

Startaussage(1.1) zuriickgehen. Auf diesem Wege haben wir f(—1) und f(0) bestimmt.

Wir betrachten eine weitere Aufgabe.

Aufgabe 1.2. Man ermittle alle Funktionen f: R — R, fir die

f@f(@)+ fy) =y + (f(x)?

gilt fir alle z,y € R.

Problem verstehen: wir diirfen nicht annehmen, daf f eine schéne Funktionsgleichung hat.

Wir ermitteln irgendwie eine odere mehrere Funktionen f, und dann zeigen wir zwei Dinge: diese f sind
tatséachlich Losungen; und alle anderen Funktionen von R nach R sind keine Losungen.

Seltsam bzw. unangenehm ist die linke Seite: der Ausdruck = - f(x) + f(y) wird nochmal in die Funktion
f eingesetzt.

Die Umformulierung in die Sprache der Logik ist:

Sei f: R — R eine Funktion. Dann definieren wir
f heifit Losung <=
( Wenn z,y € R, dann gilt f(x - flx) + f(y)) =y+ (f(x))z) ist wahr.

Gesucht sind alle solchen f.

Wir fihren eine abkiirzende Schreibweise ein:

ryeR = (v f@+I)=y+ (@) (1.5)

Plan erarbeiten: wir tragen unsere bekannten Losungsstrategien zusammen:

e wir erinnern uns an dhnliche Aufgaben von frither (und kopieren die Ideen von dort),
e das Spezialisieren. Das konnte bedeuten, dal wir konkrete Werte fiir  und y in (1.5) einsetzen.

e das Dranbleiben-am-Ball. Das heiftt: sobald wir eine Erkenntnis gefunden haben, die niitzlich er-
scheint, verwerten wir diese ohne weiteres Zogern.

e das Zuriickgehen-zum-Start. Das heifst, daf wir uns gelegentlich nochmal die Aufgabenstellung an-
schauen; vielleicht stecken dort noch einige Informationen drin.

e das Literaturstudium. Wir schauen in Biichern oder in Vorlesungsmitschriften nach und suchen dort
Definitionen oder Sétze, die thematisch passen kénnten.

o das Verschonern unangenehmer Terme. Wir kénnten in (1.5) auf solche Weise clever gewéhlte Werte
flir  und y einsetzen, dafs angenehmere Terme entstehen.

Fiir uns bringt das Literaturstudium, daft wir einige Eigenschaften finden, die eine Funktion von R nach R
haben konnte: surjektiv, injektiv, bijektiv, stetig, differenzierbar, gerade, ungerade. Wir miifsten natiirlich
beweisen, dafs f diese Eigenschaften wirklich héitte (man darf es nicht einfach so behaupten und dann im
Losungsverlauf weitermarschieren).
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Sei f eine Losung (jetzt ist der Bezeichner f eingefiihrt). Dann wissen wir, daf (1.5) wahr ist. Uns f&llt
nicht sehr viel ein, also probieren wir unser Gliick mit dem Einsetzen einiger Werte in (1.5).

x=0, y=0 in (1.5) einsetzen liefert F(0+ £(0)) =0+ (£(0))?,
x=0, yeR in (1.5) einsetzen liefert FO+ f(y) =y+ (f(0)* VyeR,
x€e€R, y=0 1in (1.5) einsetzen liefert flxf(z)+ f(0) =04 (f(x))? VxecR.

Die zweite Aussage sieht vielversprechend aus. Wir schreiben sie nochmal schoner:

yeR = [f(f(y)=y+(f(0)" (1.6)
Jetzt bendtigen wir einen scharfen Blick: aus (1.6) folgt die Surjektivitit von f.

Um die Surjektivitdt zu beweisen (was wir sehr bald leisten werden), gehen wir zur Definition des Fach-
begriffs ,,Surjektivitdt® zurick, und so erkennen wir, dafs folgendes Unter-Problem zu l6sen ist: sei ein
beliebiger Wert w € R vorgegeben. Dann sollen wir ein z € R finden mit der Eigenschaft f(z) = w. Wenn
wir dieses Unter-Problem gelost haben, dann ist die Surjektivitdt von f: R — R gezeigt.

Jetzt beweisen wir die Surjektivitdt von f. Sei also ein w € R uns vorgegeben. Mit scharfem Blick setzen

wir z := f(w — (f(0))?). Dies ist moglich, weil f(0) eine feste reelle Zahl ist (die wir zwar nicht kennen,
aber wir wissen, dafs es f(0) gibt). Und tatséchlich ist

1.6)

1) = 10 (w = (r)2) "= (w= (1)) + (F0) = w,

wobei wir (1.6) benutzt haben. Die Surjektivitdt von f ist damit gezeigt.

Wir verwenden nochmal unseren scharfen Blick: aus (1.6) folgt die Injektivitét von f.

Um die Injektivitdt zu beweisen (was wir sehr bald leisten werden), gehen wir zur Definition des Fachbe-
griffs ,Injektivitdt* zurick, und so erkennen wir, daf folgendes Unter-Problem zu 16sen ist: sei f(z1) = f(22)
fiir zwei Zahlen z1, zo € R. Dann sollen wir beweisen, dafs z; = z3. Wenn wir dieses Unter-Problem gelost
haben, dann ist die Injektivitdt von f: R — R gezeigt.

Jetzt beweisen wir die Injektivitdt von f. Sei also f(z1) = f(z2). Dann ist

1.6

(1.6) (1.6)

21+ (£(0)° = f(f(21) = f(f(22)) =" 22+ (f(0))?,
also z1 = 2. Die Injektivitdt von f ist damit gezeigt.
Also ist f: R — R auch bijektiv.
Wir gehen zuriick zum Start und schauen uns (1.5) an. Der Term z f(z) + f(y) ist héflich; wir wollen an
seiner Stelle etwas schoneres. Wie konnen wir ihn verschénern 7 Wir kénnten x = 0 setzen, dann wird
dieser hafliche Term zum schoéneren Term f(y). Wir kénnten aber auch x so wéhlen, daf f(z) = 0 wird,
und erneut entsteht der schonere Term f(y).
Oder wir kénnten y so wihlen, daf f(y) = 0 wird. Dann wird der héfliche Term zf(z) + f(y) zum
dezent schoneren Term zf(x). Eine solche Wahl ist tatséchlich moglich, weil wir f vorhin als bijektiv
nachgewiesen hatten.
Diese neue Strategie setzen wir jetzt um. Weil f: R — R bijektiv ist, gibt es genau eine Nullstelle g € R
von f, d.h. f(zo) = 0 fiir ein gewisses xg € R. Wir wissen nicht, welchen Wert dieses x¢ hat, aber wir
wissen, daf es existiert.

Mit diesem xq praktizieren wir die Heuristik des Spezialisierens:

x=x9, y=0 in (1.5) einsetzen liefert FO+ f(x0)) = 0+ (f(z0))?,
xr=x9, y€R in (1.5) einsetzen liefert flzo- 0+ f(y) =y + (f(20))? Vy€eR,
x€R, y=ux9 in (1.5) einsetzen liefert flzf(x) + f(x0)) =20 + (f(x))? VzeR.

Diese drei Zeilen stellen wir um zu

yeR =
zeR — faf(@)) = w0 + (f(2))*
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Ein scharfer Blick auf (1.7) 148t unser Geddchtnis aktiv werden: sowas dhnliches hatten wir schonmal
gesehen, namlich in (1.6). Wir verheiraten (1.6) und (1.7):

(1.6) (1.7)
yeR = y+(f(0)* = f(fly) = v

Es folgt (f(0))? =0, also f(0) = 0. Also ist 0 eine Nullstelle von f. Wir bleiben am Ball, denken also iiber
Nullstellen von f nach, und wir lassen unser Geddchtnis rotieren: xg war aber auch eine Nullstelle von f !
Und f hatten wir als injektiv nachgewiesen. Also haben wir jetzt ¢ = 0 bewiesen. Das ist eine Aussage
iber zq.

Wir bleiben am Ball und suchen uns Formeln heraus, wo zy drin vorkommt. Dabei finden wir die For-
mel (1.8), die sich jetzt vereinfacht zu

reR = f(z-f(2)=(f(2))

Unsere Schreiberei geht jetzt schon iiber zwei Seiten, also sollten wir Ordnung schaffen und alle bisher
bewiesenen Aussagen (bzw. die starksten Aussagen) tibersichtlich zusammentragen:

nyeR = faf(x)+ ) =y+ (f(2)? (1.9)
yeR =  f(fy) =y, (1.10)
reR = f(zf(x) = (f(2))? (1.11)
f:R—R ist bijektiv. (1.12)

Die ersten drei dieser Aussagen kann man umschreiben, indem man den Allquantor V benutzt. Man
bekommt dann Aussagen im Stile von V z,y € R: f(zf(x) + f(y)) =y + (f(z))? usw.

Mit unseren ordentlich zusammengetragenen Erkenntnissen (1.9)—(1.12) wollen wir jetzt arbeiten.

Konnten wir vielleicht (1.10) und (1.11) verheiraten ? Nimm y € R beliebig. Dann kénnten wir = := f(y)
wéahlen (wir spezialisieren also) und damit in (1.11) hineingehen:

yeR = f(fly)- f(f) = (F(FW)))*

Hier benutzen wir jetzt (1.10) auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens:

yeR = [f(fy)-y) =W

Der Bezeichner & kommt hier gar nicht vor, also ist der Bezeichner z frei. Also diirfen wir umtaufen (statt
y schreiben wir x):

reR = f(af(x)) =27 (1.13)

wobei wir auf der linken Seite die Kommutativitit der Multiplikation in R benutzt hatten.

Wir haben ein aufmerksames Geddchtnis, das uns daran erinnert, die linke Seite schon mal gesehen zu
haben. Und tatséchlich kénnen wir (1.13) mit (1.11) verheiraten:

reR = (f(2))? =2
Jetzt wollen wir die Wurzel ziehen (aber bitte so, wie es sich in der Mathematik gehort !):
reR = (f(x)==x) oder (f(z)=—x).

Rechts vom = steht eine oder-Verkniipfung zweier Aussagen, die man sich anschaulich als eine ,,Weiche*
vorstellen kann. Hier ist eine logische Feinheit zu beachten: es kann sein, da® f(v/3) = +v/3, jedoch f(12) =
—12. Fiir unterschiedliche x kann diese Weiche also unterschiedlich regeln, so wie es eine Weiche vor einem
Bahnhof ja auch tut. Wir haben allerdings die Hoffnung, daff wir jetzt die moglichen Loésungskandidaten
weit genug eingegrenzt haben, dall wir durch zurickgehen auf den Start, also zur Gleichung (1.9), alle
Losungen f dann schnell finden.

Die Phase des Plan erarbeitens nihert sich der Vollendung. Wir schauen nochmal den Gedankengang
durch, und wir entdecken, dafl wir einen kleinen Umweg gegangen sind: wenn wir irgendwie anders zeigen,
daf f(0) = 0 eine Nullstelle ist, dann beno6tigen wir den Nachweis von Surjektivitit und Injektivitit gar
nicht.
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Plan ausfiihren: Sei f eine Losung. Dann gilt (1.5). Wir wéhlen in (1.5) die Zahlen x = 2012 und y =
—(£(2012))2, und es folgt

£(2012 - (2012) + £(~(F(2012))?)) = ~(F(2012))” + (£(2012))” =0,
also besitzt die Funktion f: R — R mindestens eine Nullstelle, ndmlich z.B.
zo = 2012 - £(2012) + f(—(f(2012))?)

ist eine solche.

Wir wihlen in (1.5) die Zahl z = x(, und es folgt

yeR = f(f(y) =y

Wir wihlen in (1.5) die Zahl = 0, und es folgt

yeR = [f(f(v)=y+(f(0)
Damit muf f(0) = 0 sein.
Jetzt wihlen wir in (1.5) die Zahl y = 0, und es folgt
PR = [ [() = (f@)?. (1.14)

Die Gleichung rechts vom ,,—* gilt fiir jede reelle Zahl z. Es ist aber f(z) auch eine reelle Zahl, also folgt

zeR = [(f(x) f(f(2) = (f(f(2)*

Hierin benutzen wir nun die oben gezeigte Identitat f(f(z)) = «:
reR = f(f(x) ) =2

Der Vergleich dieser Erkenntnis mit (1.14) liefert uns dann
reR = (f(x))? =2

und daraus folgt: wenn x € R, dann ist f(z) = +x oder f(z) = —=z.

Offenkundig ist f(0) = +0 = —0. Angenommen, es wire f(z1) = +x1 und f(z2) = —x9, wobei 1 # 0
und x5 # 0. Wir zeigen jetzt durch einen Widerspruchsbeweis, daft dies nicht sein kann, und dieser
Widerspruchsbeweis geht so:

Wir setzen = x1 und y = x5 in (1.5) ein:
f(@1 21 — 22) = 29 + 7.
Die linke Seite dieser Gleichung hat einen der Werte +(x1 - 1 — x2) oder —(x1 - 1 — x2).

Fall 1:f(z1 - 21 — 22) = +(21 - 71 — x2). Dann folgt 27 — x5 = 25 +272, also 2 = 0. Das war aber verboten
worden.

Fall 2:f(21 - 21 — 22) = —(21 - 71 — x2). Dann folgt —2% 4+ 29 = x5 + 2%, also ¥1 = 0. Das war aber auch
verboten worden.

Diese beiden Fille sind also beide unméglich, und einen dritten Fall kann es nicht geben. Mit diesem

Widerspruchsbeweis haben wir also gezeigt:

Es kann nicht sein, daf reelle Zahlen x1 # 0 und xo # 0 existieren, fiir die f(z1) = +x1, aber f(z2) = —2.

Das bedeutet: wenn f eine Losung unserer Aufgabe ist, dann ist f eine der beiden folgenden Funktionen:

f:R—R, fraxe fx) = +x,
[ R—=R, fraxw flx):= -z

Jetzt zeigen wir, dafs diese beiden Losungskandidaten wirklich Losungen sind:
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Wir geben den Bezeichner f wieder frei. Sei f: R — R definiert als die Funktion mit der Funktionsgleichung
f(z) = +x. Dann ist f eine Losung der Aufgabe, denn tatsichlich gilt fiir jegliche z, y € R, daf

zorty=y+2 = z-fl@)+fy)=y+(f@)? = [flaf@)+[ ) =y+(f(x)

Wir geben den Bezeichner f wieder frei. Sei f: R — R definiert als die Funktion mit der Funktionsgleichung
f(z) = —x. Dann ist f eine Losung der Aufgabe, denn tatsichlich gilt fiir jegliche z, y € R, daf

—(z-(=2)+(~y)) =y+(~2)° = —(z- f(2) + f(y)) = y+(f(2))° = flaf(x)+ f(y)) = y+(f(2))*.
Riickblick: es gibt genau zwei Losungen, némlich die Funktion
FRSR,  fze flz) =4
und die Funktion
FFRSR,  frze fz) = .

Die Aufgabe 1.2 ist vollstandig gelGst.

1.2 Was haben wir gelernt bis hierhin 7

Die hier behandelten Themen sind fiir ein erfolgreiches Studium in der Mathematik unverzichtbar.
Wir haben einige Kenntnisse zumindest ein Stiick weit erworben:

e der Begriff der Menge,

e die Verkniipfungen der Logik und ihre Subtilitdten, insbesondere im Vergleich zur Alltagslogik.
Wir haben einiges iiber mathematische Syntax gelernt:

e Beweise bestehen nur aus Aussagen und Handlungsbeschreibungen.

e Aussageformen sind keine Aussagen, weil sie noch freie Objekte enthalten.

e Eine Aussageform wandelt sich in eine Aussage um, wenn man die freien Objekte in ihr festlegt (also
Bezeichner einfiihrt). Dies geschieht oft mit den Symbolen V und 3.

Wir haben einige mathematische Arbeitstechniken kennengelernt:
e das sorgfiltige Einfiihren aller Bezeichner,
e die Schluffolgerungsregeln der Logik wie z.B. MTP und MPP,
e die Meta-Technik des Problemlosens.

Das Problemlésen ist ein vierstufiger Algorithmus, der in den meisten Berufen vorkommt (wenn auch sehr oft
unbewufit). Es geht darum ein Problem zu 16sen, das durch eine Rechenschablone eben gerade nicht abgearbeitet
werden kann.

Zum erfolgreichen Problemldsen haben wir einige Heuristiken und Strategien kennengelernt:
Ahnliche Aufgaben von friiher: kénnen wir vielleicht bewéihrte Ideen von damals jetzt erneut benutzen ?

Literaturstudium: aus den Vorlesungsmitschriften und Biichern entnehmen wir Definitionen und Séatze, die
thematisch verwandt mit unserer Aufgabe zu sein scheinen. Wenn wir zeigen wollen, daf eines der Objekte
in unserer Aufgabe eine bestimmte Eigenschaft besitzt, dann gehen wir auf die Definition dieser Eigenschaft
aus der Literatur zuriick. Wenn wir einen Satz aus der Literatur bei der Losung unserer Aufgabe zitieren
wollen, dann beweisen wir, daft die Voraussetzungen dieses Satzes im Falle unserer Aufgabe wirklich erfiillt
sind.

Spezialisieren: aus einer allgemeinen Situation machen wir eine spezielle Situation, die hoffentlich iibersicht-
licher ist. Leider ist die neue Situation weniger allgemein.
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Verschénern unangenehmer Objekte: konnen wir vielleicht noch freie Variablen so mit Werten belegen,
daf ein héRlicher Term schoner wird 7

Dranbleiben: wenn wir eine Erkenntnis gewonnen haben, die niitzlich erscheint, dann versuchen wir, aus dieser
frischen Erkenntnis soviel wie moglich an Schluftfolgerungen herauszuziehen.

Zuriick zum Start: gelegentlich schauen wir uns nochmal die Aufgabenstellung an. Haben wir wirklich alles
benutzt, was dort steht ?

Ordnung schaffen: hin und wieder schreiben wir alle gewonnenen Erkenntnisse iibersichtlich hin. Sonst ver-
liert man den Uberblick.

Verheiraten: ein Sachverhalt wird auf zwei Weisen dargestellt, woraus man Erkenntnisse ziehen kann.

Das sind aber noch nicht alle Heuristiken und Strategien; weitere werden folgen.

Wir haben auch einige allgemeine Fahigkeiten kennengelernt, die fiir viele wissenschaftliche Studiengéinge
(nicht bloft die Mathematik) entscheidend sind:

ein scharfer Blick: &fter, als man glaubt, benttigt man Phantasie und Kreativitét.

ein gutes Gedéachtnis: es ist einerseits wichtig, Definitionen und Eigenschaften von vielen Fachbegriffen je-
derzeit sicher priasent zu haben. Ja, auch in der Mathematik muff man viele Dinge auswendig lernen !

Andererseits ist es wichtig, sich zu merken oder gut sichtbar zu notieren, wie weit man denn schon mit
der Losung der Aufgabe fortgeschritten ist, und was man alles schon weif.

Konzentrationsfihigkeit: sehr niitzlich ist die Fahigkeit, sich etwa 20 Minuten auf einen Punkt zu konzen-
trieren. Dazu gehort auch die Kompetenz, Syntaxregeln ganz konsequent einzuhalten und keine eigenen
zu erfinden.

Die gute Nachricht ist, dafs diese allgemeinen F#higkeiten mit Motivation erworben und verbessert werden
koénnen.

1.3 Vollstandige Induktion

Wir betrachten eine Menge {A(n): n € No} von Aussagen. Angenommen, es gelingt uns, folgende beiden e zu
zeigen:

e die Aussage A(0) ist wahr,
o fiir jedes n € Ny gilt: wenn die Aussage A(n) wahr ist, dann ist auch die Aussage A(n + 1) wahr.

Dann konnen wir schlukfolgern: weil A(0) wahr ist und weil MPP eine erlaubte Schluffolgerungsregel ist, ist
auch A(1) wahr.

Und wir konnen weiter schluffolgern: weil A(1) wahr ist und weil MPP eine erlaubte Schlufsfolgerungsregel ist,
ist auch A(2) wahr.

Und wir konnen weiter schluffolgern: weil A(2) wahr ist und weil MPP eine erlaubte Schlufsfolgerungsregel ist,
ist auch A(3) wahr.

Und so weiter. Fiir eine jegliche Zahl n € Ny konnen wir zeigen, dafs die Aussage A(n) wahr ist. Dieses Verfahren
ist bekannt als vollstindige Induktion.

Aufgabe 1.3. Fir jedes n € N und jegliche x1, ..., x, € Ry ist zu zeigen, dafs

x1+...+xn
771 .

YTy - To oo Ty <
Diese Ungleichung ist bekannt als Ungleichung zwischen dem geometrischen Mittel und dem arithmetischen
Mittel. Die Namen erklédren sich daraus, daft die Zahlen x1, \/x172, T2 eine geometrische Folge bilden; und die
Zahlen x1, %, 2o bilden eine arithmetische Folge.
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Schritt 1: Problem verstehen. es geht um eine Beweisaufgabe, keine Bestimmungsaufgabe®. Die angegebene
Ungleichung soll fiir alle n € N bewiesen werden, und fiir alle positiven reellen z1, ..., z,. Es ist im
eigentlichen Beweis nicht erlaubt, ein ,Lieblings-n“ zu wahlen. Ganz im Gegenteil: wir sollen die Unglei-
chung fiir n = 1 beweisen, und wir sollen sie fiir n = 2 beweisen, und wir sollen die Ungleichung fiir n = 3
beweisen, und fiir alle anderen n € N auch noch. Das ist viel Arbeit.

Es ist auch nicht erlaubt, ,Lieblings-z;* zu wihlen.

Auf dem Schmierzettel (also wahrend Schritt 2 des Problemléseverfahrens) konnen wir natiirlich uns
erstmal konkrete Situationen anschauen, um ein Gefiihl fiir die Aufgabe zu bekommen. Der eigentliche
Beweis (im Schritt 3 des Problemldseverfahrens) muf dann aber allgemein sein.

Was wissen wir vom n ? Nur, daf n € {1,2,3,4,...} = Ny ist.
Was wissen wir von x4, ..., , ? Nur, dal jede dieser Zahlen aus der Menge R = {s € R: s > 0} stammt.

Warum diese Einschrinkung auf die positiven Zahlen ? Vermutlich hat das damit zu tun, dal ansonsten
das Produkt x125 ...z, negativ sein kénnte, und dann gibe es die Wurzel daraus nicht.

Von den x; gibt es genau n Stiick, ndmlich z1, z2, ..., 2,. Wir konnen also auf unserem Schmierzettel
nicht zuerst die zi, ..., x, wihlen; und danach wéhlen wir das n. So eine Wéhlerei ist logisch nicht
moglich.

Schritt 2: Plan ausarbeiten. es konnte sinnvoll sein, mit vollstdndiger Induktion zu hantieren. Das Kapitel
heifst ja nicht ohne Grund so. Vermutlich induzieren wir {iber die Variable n, denn die z; sind reell und
deshalb fiir eine Induktion untauglich.

Die Aufgabe hat viele Variablen: ndmlich die Variable n, und davon abéngig noch die z; (n Stiick davon).
Das ist uns zu uniibersichtlich, also benutzen wir die Losungsstrategie des Spezialisierens. Das heifst, wir
schauen uns erstmal konkrete Werte fiir n an, womit wir die Hoffnung verbinden, ein Gefiihl fiir die
Ungleichung zu entwickeln. Dieses Gefiihl wird dann hoffentlich in einen Plan einmiinden.

Welches n wollen wir wahlen 7 Es sind kleine n einfacher zu handhaben als grofse n, also nehmen wir ein
kleines n. Das kleinste in der Aufgabenstellung erlaubte n ist n = 1.

Wir versuchen also, die behauptete Ungleichung zu beweisen, wenn n = 1 ist. Fiir jegliches z; € Ry ist
dann zu zeigen, dafs

\l/xl S %7

und das bedeutet nichts anderes als 21 < x1, was offensichtlich fiir jedes x; € Ry stimmt.
Wir haben also die behauptete Ungleichung gezeigt, wenn n = 1 ist.

So richtig viel haben wir jetzt noch nicht herausgefunden, und einen Plan sehen wir immer noch nicht,
also probieren wir ein weiteres konkretes n. Das einfachste solche n ist n = 2.

Wir versuchen also, die behauptete Ungleichung zu beweisen, wenn n = 2 ist. Fiir jegliche =1, =, € R
ist dann zu zeigen, dafs

T+ X2

VIi1Ty < g

und diese Ungleichung ist jetzt nicht-banal. Wir wissen nicht, ob diese Ungleichung stimmt (solche Unglei-
chungen werden wir im Folgenden mit einem Fragezeichen markieren). Die Wurzel ist doof, also wollen wir
sie weghaben. Das klappt mittels Quadrieren. Aus der Schule wissen wir, daft wir jetzt aufpassen miissen:
ist das Quadrieren wirklich eine dquivalente Umformung ? Eigentlich nicht, aber innerhalb der positiven
Zahlen schon. Und wegen x1, zo > 0 (wie in der Aufgabenstellung vorausgesetzt) sind beide Seiten der
Ungleichung positiv, also ist quadrieren zuléssig, und wir haben somit

T xi+x ? (21 4 22)? 22 4 2z 29 + 22
\/$1$2S172 — $1$2S(142) =1 4112 2,

5 Zur Begriffsklirung: bei einer Bestimmungsaufgabe geht es oft darum, eine Gleichung zu 16sen, denn sie lauten oft: ,Man
bestimme alle z € R, fiir die gilt, daf...“. Im Gegensatz dazu soll bei einer Beweisaufgabe eine gewisse Aussage bewiesen werden.
Bei Bestimmungsaufgaben gibt es eine Probe, aber bei Beweisaufgaben nicht.
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?
und dies ist aber dquivalent zu 0 < (z; — 332)2, was offensichtlich immer stimmt, egal welche positiven
Werte man fiir 1 und z9 einsetzt. Also gilt die behauptete Ungleichung fiir n = 2.

Wir probieren noch ein n, ndmlich n = 3. Fiir jegliche z1, x2, 3 € Ry ist dann zu zeigen, daf

? x1+ 20+ 23

\3/$1.’172$L‘3 <
3

Wieder stort uns die Wurzel, weshalb wir die Ungleichung in die dritte Potenz erheben mochten, was
eine dquivalente Umformung ist, denn alle beteiligten Zahlen sind geméifs Aufgabenstellung positiv. Beim
Erheben in die dritte Potenz bekommen wir dann die neue Ungleichung

R 2 (x1 + 22 +23)° 2 + 23 + 23 + 32} (ze + x3) + 323 (21 + 23) + 323 (21 + 22) + 6212273
12223 < = :
27 27

Das sieht kompliziert aus. Selbst wenn wir es hinbekdmen, diese Ungleichung irgendwie zu beweisen,
spatestens beim Fall von n = 4 wiirden die Rechnungen dann richtig héflich.

Also haben wir den Fall n = 3 jetzt noch nicht in den Griff bekommen.

Wir probieren Induktion, also den Schritt von n = 2 auf n = 3.

Wir setzen also voraus: wenn z; und xp positiv sind, dann ist \/z;z2 < %(ml + x9).

Wir wollen zeigen: wenn y1, y2, y3 positiv sind, dann ist /y172y3 < %(yl +y2 +ys3). Wir diirfen die Zahlen
Y1, Y2, y3 nicht wahlen.

Beim Beweis von /y1y2y3 < < (yl + yo +y3) darf die Ungleichung /z1z2 < %(xl + x9) verwendet werden,
und zwar mit beliebig Wahlbaren positiven 1, zs.

Die Frage ist also: vorgegeben seien positive y, ys2, y3. Das stellen wir uns so vor, daf wir im Biiro sitzen,
und jemand reicht uns einen Zettel herein, auf dem diese drei Zahlen stehen. Diese y1, y2, y3 diirfen wir also
nicht mehr wiahlen. Wir sollen fiir diese drei Zahlen die Behauptung beweisen, aber ohne Zahlenrechnungen
zu betreiben (nur die Logik ist erlaubt). Wie wollen/koénnen wir dann positive z; und zo wéhlen, sodafs

?
die Ungleichung y1y2y3 < %(yl + y2 + y3) in Reichweite gelangt ? Wir kénnen natiirlich z; := y; und
To = Yo setzen, was uns auf y1ys < %(yl + yo) bringt, aber wie bringen wir hier jetzt noch das ys
eingebaut 7
Den Induktionsschritt von n = 2 auf n = 3 haben wir also nicht in den Griff bekommen.

Jetzt machen wir etwas ganz Verriicktes: wir versuchen den Induktionsschritt riickwarts. Wir wollen also
von n = 4 zuriickgehen auf n = 3.

Wir setzen also voraus: wenn x1, ..., x4 positiv sind, dann ist ¢/z1x2x374 < i(axl + xo + X3 + 14).

Wir wollen zeigen: wenn ¥, 2, y3 positiv sind, dann ist y/y1y2y3 < %(y1 + 42 +y3). Wir diirfen die Zahlen
Y1, Y2, Y3 nicht wéhlen.

?
Beim Beweis von 3/y1y2y3 < %(yl + yo + y3) darf die Ungleichung /z1xox324 < %(zl + xo + x3 + 24)
verwendet werden, und zwar mit beliebig wéihlbaren positiven x1, ..., x4.

Schon ist, dak es vier Stiick von den x; gibt, aber nur drei Stiick von den y;,. Wir probieren also 1 := y1,
To = Yo, T3 := y3, und jetzt haben wir noch Wahlfreiheiten beim x4. Wir entscheiden uns fiir z, :=

%(Z/l +y2 + Ys3)-
Aus der Induktionsvoraussetzung (I.V.) schliefen wir

1+ 2o +x3+ 24

VI1T223%4 < 1

St tyst Butyetve
— \/?hyzy:z (Y1 +y2 +y3) 1

1+y2+ys3) - (1+1/3
— VY1Y2y3 - \/ (Y1 +y2 +y3) W1ty y4)( /3)
yl+y2+y3
— VY1Y2y3 - \/ (y1 +y2 +ys3)
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Alle beteiligten Zahlen sind positiv, also ist das Erheben in die vierte Potenz eine dquivalente Umformung,
und wir bekommen als dquivalente Aussage also

1 1+ y2 +ys)t
Y1y2y3 - 5 (Y1 +y2 +y3) < ity t+ys)

3 34
+ 2 +y3)°
— Y1y2y3 < (yly+y3)7

wobei wir hier durch (y;4+y2+y3) dividiert haben, was eine dquivalente Umformung ist (denn dieser Divisor
ist positiv). Wenn wir hier jetzt die dritte Wurzel aus der Ungleichung ziehen (das ist durchfiihrbar und
eine dquivalente Umformung, denn alle anwesenden Zahlen sind positiv), dann bekommen wir die zu
beweisenden Ungleichung fiir n = 3.

Wir hétten auch x4 := /y1y2y3 setzen konnen, und dann waren die Rechnungen &hnlich verlaufen.

Wir schaffen Ordnung. Folgendes haben wir gezeigt:

e die Behauptung fiir n =1,
e die Behauptung fiir n = 2,

e cinen konkreten Induktionsschritt riickwérts, ndmlich von n = 4 auf n = 3.
Folgendes haben wir nicht zeigen konnen:

e die Behauptung fiir n = 3 auf direktem Wege,
e den Induktionsschritt vorwérts, insbesondere von n = 2 auf n = 3,

e die Behauptung fiir n = 4.

Wir nutzen unseren scharfen Blick und erkennen, daff wir von 2 auf 4 kommen kénnen geméf 4 = 2 - 2.
. . o . . . 1
Wir setzen also voraus: wenn x1 und xo positiv sind, dann ist \/z1zs < 5(;101 + x9).

Wir wollen zeigen: wenn y1, ya, y3, ¥4 positiv sind, dann ist ¢y1y2ysys < %(yl +y2 +ys + y4). Wir diirfen
die Zahlen y1, y2, y3, y4 nicht wahlen.

Zum Beweis benutzen wir (dreimal !) die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen
Mittel, so wie wir sie fiir n = 2 schon bewiesen haben. Die linke Seite mit der vierten Wurzel erscheint
uns komplizierter als die rechte Seite mit der Summe, also fangen wir dort an:

e = Ve = \ (Vi) - (Vi) < 5 (Vi) + (Vi)

1/1

< 3 (2(?!1 +y2) + %(93 + y4)>

1
= 1(2/1 + Yo + Y3 + ya).

Das wollten wir haben.

Insgesamt haben wir also die Hoffnung, daf wir mit &hnlichen Rechnungen auch wie folgt induzieren
kénnen:

e von n auf 2n, falls n > 2,

e von n auf n — 1, falls n > 3.
Dieses Verfahren heift Vorwdrts—Rickwdrts—Induktion von Cauchy.

Schritt 3: Plan ausfiihren. ¢
Wir beweisen die Behauptung in vier Teilen.

Teil 1: Die Behauptung gilt im Falle von n = 1. Denn dann ist die Behauptung dquivalent zu

1
Ve eRy: Ya < le,

6 Jetzt wollen wir Wert legen auf Schénheit, und zwar sowohl Schénheit der sprachlichen Darstellung auch Schénheit (im Sinne
von Geradlinigkeit) des Gedankengangs.
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was offenkundig stimmt.

Teil 2: Die Behauptung gilt im Falle von n = 2. Denn seien beliebige positive Zahlen x; und x-
gegeben. Dann haben wir (,/Z1 — /72)? > 0, woraus wir

T1 — 2¢/x1 - /To +x9 >0

schliefsen, und daraus folgt die Behauptung im Falle von n = 2 durch elementare Umformungen.

Teil 3: Wenn die Behauptung fiir eine Zahl n € N, mit n > 2 gilt, dann gilt die entsprechende
Behauptung auch fiir das Doppelte von n.

Denn seien positive yi, .. ., Yo, gegeben. Dann gilt (wegen Teil 2 und wegen der Induktionsvoraussetzung),
daf

2\"/y1-...-y2n:i/{‘/ylm..-ygn:\/{‘/y1~...-yn- VYnt1 - Yon

1

Si(vylyn+ {Vyn+1'-"'y2n)
1/1 1

Si g(yl+---+yn)+ﬁ(yn+1+~-~+92n)
YLt Yot Yot oot Yon

2n

Das wollten wir zeigen.

Teil 4: Wenn die Behauptung fiir eine Zahl n € N, mit n > 3 gilt, dann gilt die entsprechende
Behauptung auch fiir den Vorgénger von n.

Denn seien positive y1, ..., yn—1 gegeben. Dann setzen wir x7 = y1, ..., Tn_1 ‘= Ynp_1 SOWie z, :=
»=Yy1 ... Yn—1, und die Induktionsvoraussetzung lautet

—_

\"/I’lxg'...'l’ng7(I1+£E2+...+I’n).

3

Diese Ungleichung ist dquivalent zu

1
{/ylyQ e Yn—1 VY2 e Y1 S ﬁ(yl +yo+ . A Yno1+ VY2 Yno1)-

Gemaifs den Potenzrechengesetzen ist die linke Seite gleich

1y, 1 1
U= = (g oo nm1) ™ = 2 e,

sodalt wir insgesamt bewiesen haben, daf

(V1y2 - Yn-1)

Y1+ +Yn-1
n

1
YWYz e  Yno1 < oV Y

Hieraus folgt die Behauptung durch elementare Umformungen.

Teil 5: Schlufi. Nach den Prinzipien der vollstdndigen Induktion ist die Ungleichung zwischen dem
geometrischen und arithmetischen Mittel fiir simtliche n € N, bewiesen.

Schritt 4: Riickblick. 7

Wir haben Fragen identifiziert, die fiir den Schritt 1 des Problemldsens sinnvoll sind:

e ist es eine Beweisaufgabe oder eine Bestimmungsaufgabe 7
e brauchen wir eine Probe 7
e welche Variablen diirfen wir wéhlen, und welche nicht ?

e gibt es vielleicht Abhéngigkeiten der Variablen untereinander ?

"Bei Beweisaufgaben gibt es keine Probe.
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e wenn bei einigen Variablen die Grundmenge eingeschriankt wird (im Beispiel dieser Aufgabe war
x; € Ry vorausgesetzt anstatt x; € R), dann konnte es dafiir einen Grund geben. Welcher Grund
wire das 7

Wir haben folgende Losungsstrategien gefestigt:
e das Spezialisieren. Insbesondere betraf dies die Wahl konkreter kleiner n im Schritt 2, um ein Gefiihl
fiir die Ungleichung zu entwickeln.

e das Ordnung—schaffen.
e den scharfen Blick.

Wir haben folgendes Handwerkszeug gefestigt:

e Potenzrechnen,
e sorgfiltiger Umgang mit dquivalenten Umformungen von Ungleichungen,

e sonstige elementare Umformungen.
Folgendes war neu:

e manchmal durchlduft die Induktion die Menge der natiirlichen Zahlen in ungewohnlicher Reihenfolge.
Hauptsache ist, daff wir bei jeder natiirlichen Zahl vorbeikommen.

Damit ist die Aufgabe vollstédndig bearbeitet.

Aufgabe 1.4. Fir jedes n € N mit n > 2, und fir alle x1, ..., x, € Ry, sowie wy, ..., w, € [0,1] mit
>y wj = 1 st zu beweisen, daff

w
it S wixy F ..+ W Ty

Schritt 1: Problem verstehen. Es ist eine Beweisaufgabe. Wir diirfen beim Beweis nichts wéhlen, weder n
noch die x; oder die wy. Es ist [0, 1] das Intervall von 0 bis 1, wobei die Endpunkte mit dazugehéoren.

Um ein Gespiir fiir die Ungleichung zu bekommen, verfolgen wir die Extremierungs—Heuristik. Wir machen
also eine der Variablen so groft wie moglich oder so klein wie méglich und schauen uns dann an, was passiert.

Angenommen, wy wére so grols wie moglich, das heiflt wo = 1. Die Bedingung 2?21 w; = 1 erzwingt dann
w; = w3 = ... =w, =0, und die Ungleichung wird zu

?
x; < lzo,

was offenkundig stimmt.

Angenommen, wy wiére so klein wie moglich, das heift wp, = 0. Die anderen w; seien beliebig, aber die
Bedingung E;zl w; = 1 muR natiirlich erfiillt sein. Dann wird die Ungleichung zu

?
Pt xg® e <wiry + wsks ..+ Wy,

und jetzt haben wir links einen Faktor weniger und rechts einen Summanden weniger. Es sieht so aus, als

ob wir diese Situation mittels vollstdndiger Induktion in den Griff bekdmen.

Angenommen, x5 sei so grofs wie moglich. Nun hat R, kein grofites Element, also nehmen wir an, dafs zo
gigantisch grof sei, insbesondere viel grofier als die restlichen x;. Betrachtet als Funktion von zg, wéchst
die linke Seite wie z5?, und wir kénnen annehmen, daf 0 < we < 1 ist, denn die beiden Randfélle sind
wenig interessant. Aber die rechte Seite wichst schneller, nimlich wie z}. Dann ist glaubhaft, daf die
behauptete Ungleichung gelten wird, falls o riesig grof wird und we # 0, we # 1.

Angenommen, zo sei so klein wie mdoglich. Nun hat R, kein kleinstes Element, also nehmen wir an,
dafi x5 sehr klein und positiv sei, insbesondere viel kleiner als die restlichen z;. Wir sehen dann, daf
die linke Seite (fiir x5 — 0) gegen Null strebt, und die rechte Seite strebt gegen den positiven Wert
wi1x] + w3xs + ... + w,x,. Damit ist glaubhaft, dafs die behauptete Ungleichung gelten wird, falls x5
winzig klein wird und we # 0, wq # 1.
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Jetzt vollziehen wir das Gegenteil: anstatt die Parameter ,moglichst weit auseinander zu positionieren,
bringen wir sie moglichst nah zusammen.

1

Fir die w; hiefle das also wy =wy = ... = w,, = =
J n?

und dann wird die Ungleichung zu

71 1
x}/nxé/n-..ux}/"gE:El—i—gxg—l—...—&—ﬁxn.

Diese Ungleichung stimmt, denn das ist genau die vorige Aufgabe.
Wir ziehen die Erkenntnis: die jetzige Aufgabe 1.4 ist allgemeiner als die vorige Aufgabe 1.3.
Und wenn wir die z; alle gleich wéhlen, also 1 = 2 = ... = x,, dann wird die Ungleichung zu
?
aftea? e al < (wp Fwe .4 wp)T,

was ebenfalls stimmt, denn wy + ...+ w, = 1.

Schritt 2: Plan ausarbeiten. Wir versuchen unser Gliick mit Induktion iiber n.

Der Induktionsanfang wiire n = 2. Dann haben wir zu zeigen, daf gilt: wenn w;+ws = 1 und wy, we € [0, 1],
und wenn x1, zo € Ry, dann ist

?
Pt ey? < wixy + waks.

Wir diirfen die Zahlen w;, ws, z1, x2 nicht wahlen. Unsere Vorstellung ist: jemand anders gibt uns
diese Zahlen und wir sollen jetzt die Ungleichung beweisen, diirfen aber nur Logik verwenden und kein
Zahlenrechnen.

Ein scharfer Blick bringt uns zur Erkenntnis, daft wir die Variablenzahl reduzieren kénnen durch Division,
denn die behauptete Ungleichung ist dquivalent zu

2 w2 —wi
: 1— - - 1— T T
1 <wizy “ay™ 4+ wox] ey 2 <wy <x> + wo <x> .
2 2

Wir konnen jetzt substituieren. Wie nehmen also einen neuen Bezeichner ¢t und setzen ihn fest geméfs
t .= % Dann ist ¢ € Ry, und jede positive reelle Zahl kann als Wert von ¢ tatsdchlich angenommen
werden. Wir wollen also zeigen:

?
VieRy: 1 <wit™? + wat™ ™2,

Der Vorteil ist jetzt, daft wir eine Variable weniger zu verwalten haben.

Um ein Gespiir fiir die Ungleichung zu bekommen, verwenden wir wieder die Extremierungsheuristik. Wir
wahlen also ¢ riesengrofs bzw. positiv winzigklein und schauen, was die rechte Seite macht. Offenkundig
ist (wenn wir mal annehmen, daf wy,ws ¢ {0,1})

lim t“? =400, lim ¢t7“*' =0, lim t*?=0, lim ¢t = 400,
t——+oo t—+o0 t——+0 t—+0

sodaf die rechte Seite der behaupteten Ungleichung also nach +oo strebt, wenn ¢ riesig oder positiv winzig
wird. Das sieht gut aus.

Fiir welche t ist die rechte Seite minimal ? Offenkundig kann die rechte Seite nicht negativ werden, und
sie kann auch nicht Null werden. Wir definieren eine Funktion f,

Ry = Ry, frt f(t) = wit"? + wat™ ™1,
und diese Funktion ist stetig differenzierbar. Es ist
/() = wiwagt ™ 7t = 1),

also folgt, daff f auf dem Intervall (0,1) streng monoton fallend ist; und f ist auf dem Intervall (1, c0)
streng monoton steigend. Deshalb hat die Funktion f ein globales Minimum im Punkt 1, und das heifit

VieRy: f(t) > (1)
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Beachte f(1) =1 wegen w; + wy = 1, also gilt tatséchlich f(t) > 1 fiir jedes positive t.
Der Induktionsanfang ist bewiesen !
Wir versuchen unser Gliick mit dem Induktionsschritt. Sei n > 2.

Wir setzen voraus: wenn 1, ..., &, positiv sind und wy, ..., w, € [0,1] mit wy + ...+ w, = 1, dann ist
Pt oal <wiry F ..+ W

Wir wollen zeigen: wenn y1, ..., Yp41 positiv sind und uy, ..., wyq1 € [0,1] mit ug +... 4+ up41 = 1, dann
ist yy* ... yzril <uiyr + ...+ Upt1Yny1. Wir diirfen die Zahlen u; und yy nicht wahlen.

?
Die zu zeigende Ungleichung schreiben wir als L < R. Wir haben

R= (Ulyl +...+ unyn) + Unt+1Yn+1-

Hier wollen wir die I.V. anwenden. Wenn u,, 11 = 0 ist, dann gibt es den letzten Summanden gar nicht,
und die I.V. kann direkt angewandt werden. Und wenn wu,; = 1 ist, dann gibt es den Klammerterm
nicht. Sei also 0 < u,41 < 1. Dann ist aber leider vy + ... + u, # 1. Wir reparieren das:

Uq Un,
R= o) — g — o N uqyna = A ) Kty 1 U
(u1+. . .Fun) (u1+...+uny1+ +u1+...+uny )+U +1Ynt1 =t (UrF- .+ ) K+ uni1Yn

Auf den Klammerterm K kénnen wir die I.V. anwenden:
K> (g - ... yln) i
Und wir kénnen den Induktionsanfang benutzen:

+.Fun Un+1
R>K" R/

Der Plan gelingt !
Schritt 3: Plan ausfiihren. Selbststudium !

Schritt 4: Riickblick. Wir haben neue Heuristiken und Techniken kennengelernt:

Extremierung (ist eine Variante der Spezialisierung),

Vergleich mit friheren Aufgaben,

Ungleichungen kénnen mittels Differentialrechnung behandelt werden,

e Generalisierung.

Wir beobachten: die jetzt behandelte Aufgabe 1.4 ist allgemeiner als die vorherige Aufgabe 1.3, aber
trotzdem in gewissem Sinne leichter zu behandeln, denn die seltsame Vorwirts—Riickwérts—Induktion
kommt jetzt gar nicht mehr vor.

=

Die frither behandelte Heuristik der Spezialisierung reduziert eine allgemeine Situation auf eine spezielle
Situation.

Im Gegensatz dazu erweitert die jetzt entdeckte Heuristik der Generalisierung eine spezielle Situation zu
einer allgemeinen Situation.

Manchmal werden Beweise einfacher, wenn man mehr beweist, als man urspriinglich wollte.

1.4 Vom Verallgemeinern, Interpretieren und Vernetzen

Wir haben folgende Ungleichungen bewiesen fiir positive x1, xs, T3:

1+ o
Vrize < 5 P xy? <wiry + ware  (wi,we € 0,1], w; +we =1)
1+ 2o+ . .
Yrizens < %23, 2 g2y <wizy + waxe + waxy  (wi,wa,ws € [0,1],  wy + ws +ws =1).

Hierbei sind die Ungleichungen rechts allgemeiner als die Ungleichungen links; und trotzdem sind die allgemei-
neren Ungleichungen leichter zu beweisen, denn die vollstdndige Induktion 1duft geradlinig durch.
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Jetzt wollen wir diese Ungleichungen
interpretieren, in dem wir sie
vernetzen, und zwar mit dem Gebiet der Geometrie, und auf diesem Wege dann
verallgemeinern.
Unser Werkzeug ist die Logarithmusfunktion
In: Ry — R,
die bekanntlich streng monoton ist. Dieser Begriff ist definiert wie folgt:

Definition 1.5. ® Sei (a,b) C R ein Intervall. Eine Funktion f: (a,b) — R heifit streng monoton wachsend,
wenn gilt: Fir jegliche z1, z2 € (a,b) mit z1 < z3 ist f(z1) < f(z2).
Eine Folgerung ist dann: wenn z1, 29 € (a,b) mit z; < 25, dann ist f(z1) < f(22).

Jetzt nehmen wir fiir z; jeweils die linke Seite der gezeigten vier Ungleichungen und fiir z5 die rechte Seite, und
es folgt (fiir jegliche positiven x1, 3, x3), daf

Inz; +1Inzs < Ty + To ,
2 2
w1 Inzy + wolnxe < In(wyxy, + wexs), wi,ws € [0,1], wi 4+ we =1,

Inzy +Inzy + Inxg T1 + xo + X3
3 shl=——— )

wy Inxy + we Inze + wyzs < In(wixyy, + woxe + wyzs), wi,ws,ws € [0,1], wi 4+ we + w3 = 1.

Jede dieser vier Ungleichungen wollen wir geometrisch interpretieren. Dabei fangen wir aus Griinden der Ar-
beitsokonomie mit der einfachsten Ungleichung an, und dies ist die erste (weil sie die wenigsten Bezeichner hat).
Sie besagt: in einem tiblichen Koordinatensystem bilden wir den Mittelpunkt der Verbindungsstrecke der beiden
Punkte (z1,In2;)" und (22,Inz2)". Dieser Mittelpunkt liegt unterhalb des Graphen der Logarithmusfunktion.
(Eine Skizze dieses Sachverhalts gab es in der Tutoriumssitzung; die damals Anwesenden sind klar im Vorteil !)
Weiterhin verwenden wir die schulbekannte Punkt-Richtungs-Form einer Gerade in einem Koordinatensystem:
Die Gerade durch die beiden Punkte (z1,Inz;)" und (z2,Inz) " wird beschrieben durch die Menge

) () (22)) - em}-foom) oo(i) wex)

und die Strecke zwischen diesen beiden Punkten (auch Sehne genannt) ist dann die Punktmenge

(10 () o) e m

was wir auch schreiben kénnen als

z T
{“’1 <1n;1>+w2 (mfcz): wy,wp € [0, 1] w1+w21}_

Die zweite Ungleichung besitzt dann die geometrische Interpretation, daf der Graph der Logarithmusfunktion
oberhalb jeder eigenen Sehne verlduft.

Der Punkt wy (z1,In21) " +wsy(x2,In25) T kann physikalisch wie folgt verstanden werden: Im Punkt (z1,Inx;)
positionieren wir eine Punktmasse der Gréfe ws, und im Punkt (z2,Inxs) T positionieren wir eine Punktmas-
se der Groke wy; = 1 — wy. Dann ist wi(2y,In21) " + wo(ze, Inwy)T gerade der Massenschwerpunkt dieser
Konstellation.”

T

8Wir denken ein wenig iiber die Struktur dieser Definition nach. Wir definieren hier kein Objekt, wofiir wir dann eine Oberka-
tegorie und einen einschrankenden Halbsatz bendtigen wiirden. Sondern wir definieren eine Eigenschaft (typographisch markiert
durch aufrechte Lettern). Diese Eigenschaft ist grammatisch ein Adjektiv (was bei Eigenschaften meistens so ist). Der einzige Da-
seinszweck eines Adjektivs besteht darin, ein Substantiv genauer zu beschreiben, und dieses Substantiv wollen wir Bezug nennen.
Hier ist der Bezug eine Funktion f: (a,b) — R. Beachte, daB fiir Funktionen f: R? — R oder f: R — R* kein monotones Wachstum
definiert werden kann, weil es weder im R? noch im R* eine Relation < gibt.

9 Die Frage, warum hier die Indizes der wj in vertauschter Weise auftauchen miissen, wurde im Tutorium thematisiert und ist
fir das Selbststudium exzellent geeignet.
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Eines der w; kann auch negativ sein; und dies kénnen Sie dann selbst anhand der Kréftebilanz an einer Schub-
karre deuten.

Fiir die letzte der vier Ungleichungen betrachten wir das Dreieck in der Ebene mit den drei Eckpunkte
(zj,Inz;)7, j=1,2,3. Wir schreiben

X1 xro T3
w1 (1119:1) + w2 (1119:2) +ws (lnx3>
_ x1 T2 zs3
o <w1 <lnx1> w2 <1nx2> ) T ws <ln (Eg,)
_ w1 X1 w2 X9 T3
= (w1 + wa) <w1 T w (hlxl) + WL+ wy (111:@) ) + w3 <lnx3) .

Wir erhalten den Punkt -1—(z1,1n r) ! + oo (z2,In 73) ", indem wir die Verbindungsstrecke der beiden
Eckpunkte (21,In2;)" und (z3,In25)" im Verhiltnis wy: wy teilen. Und die Verbindungsstrecke dieses Zwi-
schenpunktes und der dritten Dreiecksecke wird dann im Verhéltnis wz: (w; + w2) geteilt.

Man redet davon, dafs jeder Punkt im Inneren des genannten Dreiecks mit baryzentrischen Koordinaten be-

schrieben werden kann. Eine andere Bezeichnung ist Schwerpunktskoordinaten.

Definition 1.6. ° Sei (a,b) C R ein Intervall. Eine Funktion f: (a,b) — R heifit konkav, wenn gilt: Fiir
jegliche x1, x2 € (a,b) und jegliche wy,wy € [0, 1] mit wy +wy =1 ist

flwizy + wexe) > wy f(x1) + waf(z2).

Die geometrische Interpretation ist, dafs der Graph der Funktion f oberhalb einer jeden Sehne verlduft. Dabei
verlangen wir nicht, daf der Graph ,echt oberhalb“ verlaufen moge. Eine Funktion mit der Funktionsgleichung
f(z) = 2z 4 7 ist also auch konkav.

Eine entsprechende Definition des Begriffes konvex kann im Selbststudium iiberlegt werden (es gilt die Merkregel:
e” ist konvEX).

Theorem 1.7 (Ungleichung von Jensen). Wenn die Funktion f: (a,b) — R konkav ist, dann gilt fir jedes
n € N>o und jegliche x1, ..., z, € (a,b) sowie jegliche w, ..., wy, € [0,1] mit wy + ... +w, =1, dafs
P wim | 2 wif(;)
j=1 j=1

Der Beweis (in voller Lénge in der Tutoriumssitzung) benutzt die vollstindige Induktion {iber n, und sein
Induktionsschritt hat starke Ahnlichkeiten zum Induktionsschritt im Schritt 2 der Losung zu Aufgabe 1.4.

Ein entsprechend abgeénderte Variante der Ungleichung von Jensen gilt fiir konvexe Funktionen.

Korollar 1.8. Wenn «, 3, v die Innenwinkel eines beliebigen Dreiecks bezeichnen, dann gilt stets
. . . 3
sina +sin § +sin 8 < 5\/5

Korollar 1.9 (Ungleichung zwischen arithmetischem und quadratischen Mittel). Fir jedes n € Ny
und jegliche x1, ..., v, € Ry ist

SRR S [22 4+ ...+ a2
n - n '

Es ist eine schone Ubungsaufgabe (deren Lernziel darin besteht, sich mit der Technik des Vernetzens vertraut zu
machen), diese Ungleichung mittels der (aus der Vorlesung zur linearen Algebra bekannten) Cauchy—Schwarz—
Ungleichung zu beweisen.

10Und auch dies ist eine Definition, welche eine Eigenschaft ins Leben ruft. Das Adjektiv ist ,konkav®, der Bezug ist die Funktion
f: (a,b) = R. Jetzt allerdings kénnte man auch f: V' — R betrachten, wobei V ein beliebiger Vektorraum iiber dem Korper R sein
diirfte. Auf diese Verallgemeinerung haben wir fiirs Erste verzichtet.
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1.5 Die Taxonomie der Lernziele

Die Ziele, die beim Erlernen eines bestimmten Sachverhalts (oder beim Studieren einer Theorie) angestrebt
werden sollten, lassen sich in eine Reihenfolge bringen. Diese Reihenfolge lautet (das Fundament ist unten):

7. Kreieren: man ist in der Lage, neue wissenschaftliche Ergebnisse zu erschaffen.
6. Bewerten: man kann wertvolle und belanglose Wissenschaft auseinanderhalten.
5. Synthetisieren: man kann verschiedene Themenfelder miteinander vernetzen.
4

. Analysieren: man kann ein groferes Problem in mehrere kleine Probleme zerlegen und dann jedes kleine
Problem mit den dafiir passenden Methoden bearbeiten.

3. Anwenden: man ist in der Lage, eine verstandene wissenschaftliche Methode auf ein Problem anzuwenden.
2. Verstehen: man hat den wissenschaftlichen Begriff auch verstanden.
1. Kennen: man kann die Definition eines wissenschaftlichen Begriffs aufsagen.

Die jeweils angefiigten Erklarungen sollen schlaglichtartig beleuchten, worum es jeweils geht (ein Allgemein-
didaktiker wiirde Alles womoglich etwas anders ausdriicken, aber die hier gewéhlte Darstellung ist vielleicht
versténdlicher).

Das im vorigen Abschnitt vorgefiihrte Vernetzen gehort zur Tatigkeit des Synthetisierens. Die Dozierenden an
der Universitidt haben die Erwartung an die Studierenden, ungefdhr ab dem vierten oder fiinften Semester des
Bachelorstudiums aus eigener Kraft heraus Themenfelder vernetzen zu kénnen.

Die Tétigkeit des Kreierens wird vorwiegend beim Schreiben einer Doktorarbeit relevant, denn die Inhalte einer
Dissertation sollen ja neue Ergebnisse sein. Und vorher sollten Sie sich ein Dissertationsthema suchen, das auch
interessant (im Sinne von wertvoll) ist.



Kapitel 2

Quantoren

2.1 Allgemeines

Wir wissen: ein Textfragment der Form n > Ny = |a,, — a*| < ¢ ist keine Aussage, sondern eine Aussageform,
weil noch unbestimmte Bezeichner drinstehen.

Besser wire ein Textfragment der Form ,Sei (a,)nen C R eine Folge mit Grenzwert a*. Das bedeutet: wenn
e > 0, dann existiert ein Ny (das von € abhéngen darf), sodak gilt: n > Ny = |a,, — a*| < .

Die Symbole V und 3 konnen eine Aussageform in eine Aussage iiberfiihren, indem damit die noch freien
Bezeichner eingefiihrt werden. Die Symbole ¥V und 3 quantifizieren die Anzahl der betreffenden Objekte, deshalb
heiflen sie Quantoren.

Aussagen mit V werden geschrieben als

V x € M: Aussageform(z).

Wir lesen den : als ,gilt".

Zu Beginn des Studiums ist es sehr empfehlenswert, die Passage ,,€ M“ immer mit zu erwahnen.

Gelesen wird das V als fiir jedes (Singular) bzw. als fiir jegliche (Plural). Die oft gehorte Leseweise ,fiir
alle’ ist mathematischer Unfug, denn die Worte jeder und alle sind keine Synonyme voneinander, wie man sich
veranschaulichen kann am Satz

Bei der Siegerehrung der Fuf$ballweltmeisterschaft erhdlt die siegreiche Mannschaft
einen Pokal fiir alle und eine Medaille fir jeden.

Die Aussage ,,Vo € M: A(z)“ (wobei A(x) eine Aussageform ist) beweist man so:
e setze voraus, daf jemand uns ein x € M gibt. Wir wissen nicht, welches x wir bekommen werden.

e Beweise die Aussage A(z). Hierbei darf das  von uns nicht gewiihlt werden (denn es wird ja von einer
dufseren Person vorgegeben).

Ein Beispiel einer Allquantoraussage ist das Kommutativgesetz der Addition in N :
Va e Ny:VbeNy:ta+b=0b+a.

Man kann es auch schreiben als
Va,be N :a+b=b+a.

Wir kommen zum Existenzquantor 3. Aussagen damit werden geschrieben als
Jax € M: Aussageform(x).

Wir lesen den : als ,sodafs".

31
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Aussagen dieser Form konnen auf zwei Wegen bewiesen werden:

Weg 1: wir benennen ein konkretes z und erbringen dann den Nachweis, daf fiir dieses benannte x die Aussage
A(z) wahr ist. Im einfachsten Fall hat man lediglich eine Probe zu verifizieren. Wir sind nicht verpflichtet,
alle tauglichen x zu benennen; ein taugliches x reicht.

Weg 2: man gibt abstrakte Begriindungen an, die erzwingen, dafs ein gewiinschtes x existieren mufk.
Ein Beispiel fiir den zweiten Weg ist der Beweis fiir folgenden Satz:

Satz 2.1. Sei f:[0,1] — R eine stetige Funktion mit f(0) <0 und f(1) > 0. Dann besitzt f eine Nullstelle im
Intervall (0,1).

Klarer wird vielleicht die konsequente Quantorenschreibweise:
Sei F([0,1] — R) die Menge aller Funktionen von [0, 1] nach R. Dann ist zu beweisen:

Vfe{ge F(0,1] = R): g(0) <0, g(1) >0, g stetig} : Tzo € (0,1): f(zo) =0.

Wegen des V am Zeilenanfang haben wir die Vorstellung, dafs jemand anders uns das f vorgibt. Von diesem f
ist uns praktisch nichts bekannt. Dann ist der Weg 1 uns aber versperrt, denn wir sehen uns nicht in der Lage,
das gewiinschte x( explizit anzugeben, eben weil wir vom f nur sehr wenig wissen, und weil wir das f nicht
wéhlen koénnen.

Eine hdufige Variation der Schreibweise ist diese: das relevante Element, dessen Existenz durch das Symbol 3
verkiindet wird, ist ein spezielles Element, ein besonderes Element, also ein ausgezeichnetes Element, was man
dadurch symbolisiert, dafs es mit einer Medaille behéngt wird. Damit wird die iibliche Schreibweise also zu

Jxg € M: Aussageform(zg).

Wir {iberlegen uns nun Verneinungen zu Quantoraussagen anhand von Beispielen.
Sei KC die Menge aller Katzen. Die Aussage

V K € K: K ist grau.
soll verneint werden. Zunéichst beobachten wir

VK € K: K ist grau
= K={K eK: K ist grau}
= K\{K € K: K ist grau} = 0.

Also ist auch

nicht(V K € K: K ist grau)
= K\{K € K: K ist grau} # ()
= JKo: Ko e K\{K € K: K ist grau},

denn eine Menge ist genau dann eine nichtleere Menge, wenn sie mindestens ein Element besitzt. Insgesamt
bekommen wir die Aussagenéquivalenz

nicht(V K € K: K ist grau) <= I Kj € K: K ist nicht grau.
Wir kommen zur (richtigen !) Vermutung: wenn M eine Menge ist und A(z) eine Aussagenform, dann gilt
nicht (Vo € M: A(z)) <= 3Ja € M: (nicht(A))(x).

Jetzt kommen wir zur Verneinung einer Existenzaussage.
Sei P die Menge aller Primzahlen. Die Aussage

dpo € P: 4|p0
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soll verneint werden. Die Verneinung der Aussage {po € P: 4|po} # 0 ist aber {py € P: 4|po} = 0, was seinerseits
Aquivalent ist zu

PA\{po € P: 4|po} = P,

und das bedeutet: Vp € P: 4 fp.
Wir kommen zur (richtigen !) Vermutung: wenn M eine Menge ist und A(x) eine Aussagenform, dann gilt

nicht 3z € M: A(z)) <= Ve M: (nicht(A))(z).

Das allgemeine Verneinungsprinzip einer aus V und 3 zusammengesetzten Aussage lautet: man gehe von links
nach rechts vor, tausche V gegen 3 aus (und umgekehrt), und dann verneine man jedesmal den Teil hinter dem

2.2 Stetigkeit und Grenzwerte

Wir wollen definieren, was es fiir eine Funktion f: (a,b) — R bedeutet, stetig zu sein.

FEin schlechter Definitionsversuch besteht darin zu sagen, daf eine solche Funktion genau dann stetig sei, wenn
man den Graphen von links nach rechts ohne absetzen durchzeichnen kénne.

Es gibt zwei Griinde, warum dieser Definitionsversuch nicht weit fiihrt: zum einen kann man nicht mathematisch
fassen, was denn nun ,durchzeichnen® sein soll; zum anderen ist dieser Zugang nicht tragfdhig, wenn man die
Stetigkeit von Funktionen f: Q — R"™ definieren mochte, wobei €2 eine Teilmenge des R™ ist, denn weder im
R™ noch im R™ gibt es links und rechts (es sei denn n =m = 1).

Wir gehen beim Erarbeiten der Stetigkeitsdefinition schrittweise vor:

Sei zy € R irgendeine feste Zahl, und sei f: R — R die Funktion mit der Gleichung

_ 1.7 rx <z
J(@) = {2.7+ (x —x0) x> xp.

Diese Funktion vollzieht einen Sprung der Héhe 1 an der Stelle x(, und wir méchten diese Funktion als unstetig
ansehen. Bei dieser Funktion beobachten wir: egal wie nah wir eine Zahl x von rechts an xy heranschieben, stets
ist |f(x) — f(zo)| > 1. Diese Beobachtung formulieren wir wie folgt:

VéeRy:Tax € (xg—0,z0+9): |f(z) — fzo)| > 1.

Die Verneinung davon ergibt eine Bedingung, die den konkreten Sprung der Hohe 1 verbietet, und diese Ver-
neinung ist dann:

JoeR Vo e (xg—06,x0+9): |f(x)— f(zo)] < 1.

Wenn eine Funktion f an der Stelle z( stetig sein will, dann darf sie aber dort auch keinen Sprung der Hohe %
haben, also mufs sie dann folgende Bedingung erfiillen:

d6eRy:Vae (zg—6,x0+9): |f(z)ff(:c0)|<%.

Und alle anderen Sprunghohen (seien sie auch noch so klein) wollen wir ebenfalls verbieten, womit die folgende
Definition motiviert wird:

Definition 2.2 (Stetigkeit in einem Punkt). Sei f: (a,b) — R eine Funktion und xo € (a,b). Wir sagen,
daf$ f stetig im Punkt xg ist, wenn gilt:

VeecRy:3deR:Va e (xg— 0,20+ 0)N(a,b): |f(z) — flxo)| <e.

Definition 2.3 (Stetigkeit auf einem Intervall). Sei f: (a,b) — R eine Funktion. Wir sagen, daff f auf
dem Intervall (a,b) stetig ist, wenn gilt:

YV xg € (a,b): f ist stetig in xg.

Satz 2.4. Sei f: (a,b) = R konvex. Dann ist f stetig auf dem Intervall (a,b).
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Die Erlauterungen, wie man auf den Beweis kommt, gab es im Tutorium.
Beweis. Sei f: (a,b) — R konvex. Zu zeigen ist:
Vo € (a,b): f ist stetig in .

Sei also xg € (a,b) gegeben'. Zu zeigen ist, daR f stetig in z¢ ist, und dies bedeutet, das wir folgendes zu zeigen
haben:

VeeRi:3deRy:Vae (xg—0,x0+9)N(a,b): |f(z)— fzo)] <e.
Sei jetzt auch noch zusétzlich € € Ry gegeben. Zu zeigen ist:
JoeR Vo e (xg—0d,x0+0)N(ad): |f(z)— flxo)| <e.

Es reicht, wenn wir ein konkretes § € R angeben.? Zu diesem Zwecke driicken wir die vorausgesetzte Konvexitiit
der Funktion f aus entsprechend ihrer Definition:

V1,22 € (a,b): Ywy,wy € [0,1] mit wy +wy = 1: flwiz + wazs) < wyf(x1) + waf(z2). (2.1)
Wegen z € (a,b) ist a < x¢ < b; insbesondere ist o # a und zy # b. Wir definieren

a+ o To+b
Xy = ) Ty = )

2 2

und dann gilt die Ungleichungskette a < z; < 29 < z, < b.
Wir betrachten ein beliebiges = € (x, z9).

Wir wenden (2.1) an mit z1 := x;, o2 := xg, und w;, wy wihlen wir so, daff wix; + wexs = x wird. Es ergibt

sich w; = ﬁ und wy = ﬁ Aus (2.1) schlukfolgern wir somit
To— X T — 2
< . 2.2
f(x)_xo_xlf(fcl)Jrl,O_xlf(ﬁCO) (2:2)

Wir wenden (2.1) an mit 1 := z, 2 := x,, und wq, we wihlen wir so, dal wyz1 + waxs L xo wird. Es ergibt
sich wy = Z==22 und wy = 7°==. Aus (2.1) schluffolgern wir somit

flag) < D0 p(gy 4 07

T, — X T, —x

f(zy). (2.3)

Wir formen (2.2) und (2.3) um zu

Fl) < flao) + 2 (f(an) = (o)),
DL flag) < fl@) + 2 f(a,),
Tr — Zo T, — To

denn die Multiplikation einer Ungleichung mit einem positiven Faktor ist eine dquivalente Umformung. Insgesamt
ergibt sich also

o — T

f(zo) +

(f(wo) = () < (=),

Ty — TQ

und daraus folgt
fz1) = f(=o)

M < flz) = f(zo) < (g — ) —F———~.

(-'L'()_-T)' Ty — X0 To — I

lgemeint ist damit: sei zp uns von auRen vorgegeben. Wir diirfen zg nicht mehr wihlen
2es ist logisch erlaubt, bei der Wahl dieses konkreten § auch unsere persénlichen Schénheitswiinsche zu beriicksichtigen.
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b

Unsere Aufgabe ist es sicherzustellen, dak |f(x) — f(zo)| < € ist, wobei € € R, uns von aufen vorgegeben wurde.
Zur Verfiigung und freien Wahl haben wir noch ein § € Ry. Wir erhalten als Bedingung an 4, daf 0 < 0 <
erfiillt sein moge.

Falls also 0 < ¢ < 47 und z; < x < xp und |z — zg| < §, dann folgt

Die Konsequenz daraus ist dann

fxo) = f(z)

Ty — T

|£(@) — f(@o)| < lao — 2| .max{‘

WfWD—fwd

o — Xy

was wir abkiirzenderweise® schreiben als |f(z) — f(zo)| < |zo — x| - M.

F(@) = f(wo)| <o — ol - M <0-M < — M=z,

wie gewlinscht.

Es bleibt lediglich noch der Fall g < x < x, zu betrachten, und dann verlaufen die Rechnungen sehr analog
(Ubungsaufgabe im Selbststudium).

Wir erkennen, daft das nach unseren Vorlieben wéhlbare 6 noch die beiden Bedingungen § < xy — 2; und
§ < x, — xo erfiillen sollte. Wenn dies gilt, dann erzwingt die Ungleichung |« — 29| < § auch = € (24, z,), was
wir in unseren Betrachtungen vorausgesetzt hatten. O

Bemerkung 2.5. Die Aussage zwenn f: [a,b] — R konvex ist, dann ist f: [a,b] — R auch stetig® ist ibrigens
falsch, wie man sich anhand der Funktion f:[0,1] — R mit

f(x):{l :0<x <1,

13 :rz=1
tberlegt.

Wir kommen nun zu Grenzwerten.

Definition 2.6 (Grenzwert einer Folge in R). Wir sagen, daff eine Folge (ap)neny C R den Grenzwert
a* € R besitzt, wenn gilt:

VeeRy:INo(e) e NL: V> No(e): |an, —a®| <e.

Eigentlich hitte man beim zweiten V noch n € N einfiigen miissen (damit unsere syntaktischen Regeln eingehal-
ten werden, die den Verweis auf eine Menge erfordern), aber wir trauen den Lesern zu, diese Offensichtlichkeit
mental selbst zu ergénzen.

Gute Verbalisierungen sind:

e a, kommt mit wachsendem n der Zahl a* beliebig nah
e a, strebt gegen a* fiir n gegen oo,
e in jeder noch so kleinen Umgebung von a* sind alle Folgenglieder bis auf endlich viele.

Fiir die Wendung alle bis auf endlich viele sagen wir auch fast alle. Diese Vereinbarung gilt in der gesamten
Mathematik.

Eine falsche Verbalisierung ist:
e a,, kommt mit wachsendem n der Zahl a* immer ndher.

Denn die Glieder der Folge (%, %, %, i, ...) kommen auch der Zahl —17 immer néher.

Eine vollkommen falsche Verbalisierung ist:

e a, kommt der Zahl ¢* immer ndher, ohne sie jemals zu erreichen.

3es sei also M definiert als der Term max{...}.
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Der schlimmste Fehler steht hinter dem Komma.

Weiterhin ist zu beachten: der Grenzwertbegriff verlangt nicht, daf fiir jeden Index das Folgenglied a,, 1 nédher
am a* liegt als a,. Wenn lim,,_, a,, = a*, dann kann fiir manche Indizes n durchaus |ap41 — a*| > |a, — a*|
gelten.

Die Schreibweise lim,, .~ a, = a* triagt zwei Aussagen in sich:

e der Grenzwert existiert,
e er hat den Wert a*.

Satz 2.7. Sei f: (a,b) = R eine Funktion und z* € (a,b).
Dann gilt: [ ist stetig in x* genau dann, wenn gilt: fir jede Folge (xp)nen C (a,b) mit lim, o0 2, = x* gilt

lim, o f(zn) = f(z¥).

Beweis. Zeige ,,—*:

Voraussetzung ist: f stetig in =*, d.h.
VeecRy:3deR: Ve (z¥—0,2°4+60)N(a,b): |f(z) — fla¥)| <e.

Behauptung ist: V (2, )nen C (a,b) mit limy, oo T = 2*:  limy o0 f(2n) = f(2*).

Sei eine solche Folge (z,,)nen vorgegeben (extern, von uns nicht wihlbar). Das heifst, wir wissen:
VeeRy: I No(e) e N:Vin> Nole): |z, — 2| <e.

Unser Ziel ist: lim, o f(z,) = f(z*), das heifit:
VyeRi:IN1(y) e N: V> Ni(): | f(zn) — f(")] <.

Sei also v € R4 vorgegeben (extern, nicht wahlbar). Wir suchen Ny (7).
Lt. Vor. ist f stetig in x*.
Nimm ¢ := . Wegen Stetigkeit von f existiert ein § = §(¢) mit

e —z*| <é x€(a,b) = |f(z)— f(z")] <7.

Nimm dieses 9.
Laut Vorgabe® ist (z,,)nen konvergent gegen x*. Das heifit, wir diirfen benutzen:

VoeR:: I Ny(o) EN:Vn>No(o): |xy — 2" <o
Nimm p := §. Dann existiert Ny(p) mit der angegebenen Eigenschaft.
Setze Ni(7y) := No(o) = No(9).
Dieses Nip(y) erfiillt die gewiinschten Bedingungen.
Zeige ,,<—*“
Voraussetzung ist: wenn (2, )nen C (@, ) und lim,_, o x,, = x* ist, dann gilt lim, . f(z,) = f(z*).
Behauptung ist: f ist stetig in ™. Das heifst, wir wollen zeigen:

VeeRy:3deR Ve (z¥—0,2°4+0)N(a,b): |f(z) — fla¥)| <e.

Sei also € € Ry (extern) vorgegeben. Wir suchen ein zugehoriges § € R, .
Wir fithren den Beweis der Existenz dieses § indirekt. Sei also die Aussage

JdeRy:Vae(z" =62 +0)N(a,b): |f(x)— flz¥)| <e falsch.
Wir wissen dann:
VéeRy:Taxs e (" —d,2" +5)N(a,b): |f(zs) — f(x™)| > e.
Wir nehmen eine Folge (01, d2,03,...) C Ry mit §; := % flir jedes j.
Dann erhalten wir eine Folge (z5,,%s,,...) mit x5, € (2* — %,x* + %) N (a,b) und |f(xs,) — f(z*)] > €.
Es ist lim; o 25, = 2*, denn |z5, — 2*| < % fiir jedes j.
Wenn lim;_, o f(s,) existieren sollte, dann ist er ungleich f(2*) denn |f(xzs,;) — f(2*)| > e. Oder der Grenzwert
lim; o f(ws;) existiert gar nicht.
In jedem der beiden Félle entsteht ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

4Nicht ,,Laut Voraussetzung®
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Anmerkungen zu Beweisstrategien: Es sei ein Satz zu beweisen, bei dem aus Voraussetzungen Vi, ..., Vi
eine Behauptung B geschluftfolgert werden soll.

Strategie 1: setze V7, ..., Vi voraus. Beweise B. Das nennt man einen direkten Beweis.

Strategie 2: setze Vi, ..., Viy und nicht(B) voraus. Beweise irgendeinen Widerspruch. Dies nennt man einen
indirekten Beweis.

Der indirekte Beweis (den wir im zweiten Teil verwendet hatten) hat den technischen Vorteil, daff man eine
Voraussetzung mehr zur Verfiigung hat.
Sei A = A(x) eine Aussagenform und X eine Menge.

Wie beweist man Vz € X: A(z) ?

e Es sei ein x € X vorgegeben (wir stellen uns vor, daf jemand anders uns das x gibt), das fiir uns
nicht wahlbar ist. Wir beweisen dann fiir dieses = die Aussage A(x).

o Es sei ein € X vorgegeben, das fiir uns nicht wéhlbar ist. Wir setzen (nicht(A))(x) voraus. Wir
beweisen irgendeinen Widerspruch.

e Wir setzen voraus: 3 xg € X: (A(xg) ist falsch). Wir beweisen irgendeinen Widerspruch.
Wie beweist man 3z € X: A(z) ?

e Wir benennen ein konkretes x € X. Fiir dieses  beweisen wir dann die Aussage A(x).

e Wir setzen voraus: Vo € X: (A(x) ist falsch). Wir beweisen irgendeinen Widerspruch.
Wie benutzt man Vz € X: A(x) ?

e Wir wihlen uns ein Lieblings—z aus X. Fiir dieses x diirfen wir die Aussage A(z) dann verwenden.
Dies ist der Modus Ponendo Ponens.

Wie benutzt man 3z € X: A(x) ?

e Fs ist uns ein spezielles x € X vorgegeben, und wir haben die Garantie, dafs fiir dieses x die Aussage
A(x) wahr ist. Wir diirfen dieses « nicht wihlen. Vom x ist praktisch nichts bekannt aufer daff x € X
ist und A(x) wahr ist.

Definition 2.8 (Grenzwert einer Funktion in einem Punkt). Sei f: (a,b) — R eine Funktion und
x* € [a,b]. Wir sagen, daf$ limg_,.« f(z) = y* genau dann, wenn:

V (2n)nen C (a,b) \ {z*} mit li_>m Tp = lim f(z,)=y"

n— oo

Man beachte, daf x* auch gleich a oder b sein darf. Dort ist aber f nicht definiert, was absichtlich erlaubt
wurde.

Satz 2.9. Sei f: (a,b) — R eine Funktion und xz* € [a,b]. Dann gilt: f ist stetig in x* genau dann, wenn
folgende drei Bedingungen erfillt sind:

o f(x*) ewistiert,
o lim,_,,- f(x) existiert,
e beide sind gleich.

Die Bedingung im ersten e bedeutet lediglich, daf z* im Definitionsbereich von f liegen muf, also z* € (a, b).
Der Beweis ist eine kurze Kombination von Satz 2.7 und Definition 2.8.

Bemerkung 2.10. Wir erhalten somit eine zweite Mdglichkeit, die Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt
z* zu definieren. Ndamlich, indem man die drei o fordert. Fir die logische Korrektheit der gesamten Theorie
ist dabei zu beachten, dafl es verboten ist, einen Begriff mehrfach zu definieren. Die Entscheidung fiir eine der
beiden Definitionsmdglichkeiten trifft man typischerweise anhand von Geschmacksvorlieben.
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Satz 2.11. Sei f: (a,b) — R eine Funktion und z* € [a,b] sowie y* € R. Es gilt y* = lim,_,,~ f(z) genau
dann, wenn:

VeeRi:3deR Ve (x" —d,2"+)N(a,b)\{z"}: [f(z) —y*| <e.

Der Beweis sieht sehr dhnlich aus wie der Beweis zu Satz 2.7, weshalb wir ihn dem Selbststudium iiberlassen
wollen. Die abgesetzte Formelzeile V ¢ € R, ... < ¢ kann man auch verwenden, um eine zweite Definition des
Ausdrucks limg .- f(z) festzulegen. Dann miiffte man natiirlich Definition 2.8 wieder durchstreichen !

Definition 2.12 (Grenzwert einer Funktion an einer Definitionsliicke). Sei (a,b) ein Intervall und
x* € (a,b). Sei eine Funktion f: (a,b) \ {z*} — R gegeben. Wir sagen, daff lim,_, .+ f(xz) = y* genau dann,
wenmn:

YV (n)nen C (a,b) \ {z*} mit lim z, =2": lim f(z,)=y".
n—oo n—oo
Zusammen mit Definition 2.8 ist dies keine verbotene Doppeldefinition, denn auf eine gegebene Funktion ist
immer nur eine der beiden Definitionen iberhaupt anwendbar. Entweder der Definitionsbereich der Funktion
f enthélt den Punkt z* (dann kann Definition 2.12 nicht angewandt werden), oder der Definitionsbereich der
Funktion f enthélt den Punkt 2* nicht, dann ist Definition 2.8 nicht anwendbar.
Hierbei haben wir folgende Vereinbarung verwendet: wenn man bei einer Funktion den Definitionsbereich abéan-
dert (indem man z.B. einen Punkt aus dem Definitionsintervall herausstanzt), dann entsteht eine neue Funktion.

Wichtig wird Definition 2.12 beim Definieren der Ableitung:

Definition 2.13 (Ableitung einer Funktion g; Differenzierbarkeit in einem Punkt). Sei g: (a,b) = R
eine Funktion und x* € (a,b).

Setze f(x) := f@=1ED) fip g e (a,b) \ {z*}.

r—x*
Dann definieren wir ¢’'(x*) := limg, .+ f(x), falls es diesen Limes gibt, und in diesem Fall sagen wir, daf8 die
Funktion g im Punkt x* differenzierbar ist. Ansonsten ist g'(z*) undefiniert.

Es folgt ein Satz zum Uben.

Satz 2.14. Sei f: (a,b) = R konver und auf ganz (a,b) differenzierbar. Dann ist die Ableitung f': (a,b) — R
eine monoton wachsende Funktion.

Beweis. Die zu zeigende Monotonie der Funktion f’ bedeutet:
V 2,7 € (a,b): wenn x; < x, dann f'(x;) < f/(x,.).
Seien also x;, x, (extern) vorgegeben mit a < z; < x,, < b. Wir wollen zeigen, dafl dann gilt f'(x;) < f'(=,).

Wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit der Funktion f ist die Existenz der beiden Ableitungswerte
gesichert. Dann liefert uns Definition 2.13 in Verbindung mit Definition 2.12 folgende Erkenntnis:

f(l"l,n) — f(x)

V (@10 )nen C (a,0) \ {1} mit lim z;, = 2;: lim. P f'(@),
. . o f(xnn) — f(zr) _qt
v (xr,n)nEN C ((l, b) \ {xr} mit nh_{I;O LTrp = Tr: nll)H;o W = f (xT)

Diese beiden Zeilen wollen wir benutzen, und dafiir wéhlen wir spezielle Folgen (z; ,,)nen und (., )nen; ndmlich
solche, die streng monoton von links bzw. rechts gegen x; bzw. x, konvergieren:

VneN:a<z, <z, lim z;, =y,
n— o0

VneN:z, <z, <b, lim z,, = .
n— oo

Mit diesen gewéhlten Folgen haben wir nun folgendes Beweisziel:
<

lim f($l,n) — f(z1) < lim f(znn) — f(z,) — lim f(x,) — f(xr,n).

n—00 Tin — 21 n—00 Trn — T n—00 Ty — Trp
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Laut Voraussetzung ist f eine konvexe Funktion. Daraus folgern wir: wenn p, ¢, r Zahlen sind mit ¢ < p < ¢ <
r < b, dann liegt der Punkt (g, f(¢)) T unterhalb der Strecke durch die beiden Punkte (p, f(p))" und (r, f(r)) T,
und daraus folgert man schnell, dafs

f) = fla) o fla) = f(r)
p—q — q-r

Gemaéf unserer Konstruktion ist a < z;, < 21 < 2, < Xy, < b. Mit (p, q,7) = (21,0, 21, 2,) folgt

F@in) = @) fla) = flar)

)
Tin — T Ty — Ty

und die Wahl (p, ¢,7) = (21, T, Tp,) liefert uns
<

f(wz)—-f(xr)__ flar) = f(@rn)

Ty — Ty Tr — Trn

In Kombination entsteht dann also

f(xl,n) — f(xl) < f(xr) — f(xr,n) )

Tin — Xy o LTy — Tpn

Wir kénnen den Grenziibergang lim,, ,~, vollziehen (denn die Limites existieren) und erhalten somit die Be-
hauptung. O

Es gilt auch die Umkehrung des Satzes, ndmlich: sei f: (a,b) — R auf ganz (a,b) differenzierbar, und die
Ableitung f’ sei eine monoton wachsende Funktion. Dann ist f konvex. (Ein Beweis dieses Satzes konnte im
Selbststudium indirekt iiber den Mittelwertsatz der Differentialrechnung gefithrt werden.)

Weiterhin gilt: sei f: (a,b) — R eine Funktion, die auf ganz (a, b) zweimal differenzierbar ist. Dann ist f genau
dann konvex auf (a,b), wenn iiberall f”(z) > 0 gilt.

Als Anwendung dieses Kriteriums schaue man sich nochmal die Ungleichung von Jensen an.
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Kapitel 3
Beispiele

Man versteht die Mathematik mit ihren abstrakten Konzepten besser, wenn man viele konkrete Beispiele zur
Verfiigung hat, um daran dann die Vorstellungskraft anzuhéngen. Sehr oft geht es in der Mathematik um zwei
Typen von Dingen:

e algebraische Strukturen,
e Abbildungen zwischen diesen Strukturen.

Dafiir wollen wir soviel wie moglich aussagekréftige Beispiele zusammentragen.

3.1 Algebraische Strukturen

Sehr oft besteht die Definition einer algebraischen Struktur aus drei Zutaten:
e cine Menge,
e cine oder mehrere Operationen, die auf diese Menge wirken,
e Spielregeln fiir diese Operationen.

Eine Halbgruppe besteht aus einer nichtleeren Menge G und einer zweiargumentigen Operation o: G X G — G
darauf. Die Spielregeln sind zwei Stiick: es existiert genau ein neutrales Element e € G, das heifit eox = xoe =z
fiir jedes x € G. Und o ist assoziativ.

Unsere Interpretation ist: eine Halbgruppe hat eine Operation, némlich o. Das Standardbeispiel ist (G,0) =
(Np, +) mit e = 0. Man kann auch (G, o) = (Np, ) mit e = 1 nehmen.

Eine Gruppe ist eine Halbgruppe, in der jede Gleichung a o z = b und jede Gleichung y o a = b 16sbar ist (bei
gegebenen a,b € G und gesuchten z,y € G).
Unsere Interpretation ist: eine Halbgruppe hat zwei Operationen, von denen die eine die Umkehrung der anderen
ist. Das Standardbeispiel ist (G, o) = (Z,+).

Bemerkung 3.1. Oft entsteht eine neue algebraische Struktur, indem eine bisherige algebraische Struktur um
eine neue Operation erginzt wird. Dann legt man Wert darauf, daf$ die neue Operation (so gut es geht) zur
bisherigen Struktur kompatibel ist.

Ab jetzt werden wir bei den weiteren zu benennenden Strukturen aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht immer
alle Spielregeln aufzéhlen.

41
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Ein Ring ist eine abelsche Gruppe (G, +), die ergidnzt wird um eine weitere Operation - mit zwei Argumenten.
Diese soll die Spielregel der Assoziativitédt erfiillen. Als Kompatibilitdtsbedingung zwischen 4+ und - haben wir
das Distributivgesetz: a - (b+¢) = a- b+ a - ¢ fiir jegliche a,b,c € G.

Unsere Interpretation ist: ein Ring hat drei Operation, ndmlich +, —, -, von denen — die Umkehrung zu + ist.
Das Standardbeispiel lautet (Z, +, ).

Ein Korper ist ein Ring (G, +, ), in dem jede Gleichung a - = b und jede Gleichung y - a = b l6sbar ist (bei
gegebenen a,b € G und gesuchten x,y € G, wobei a nicht das neutrale Element zu + sein darf).

Unsere Interpretation ist: ein Kérper hat vier Operationen, von denen zwei die Umkehrungen der beiden anderen
sind. Das Standardbeispiel ist (R, +, -).

Beispiele fiir Gruppen sind:

b (Q+7')7 (Q\{O},), (R+v')v (R\ {0}7')

e Sei G die Menge der Abbildungen eines gleichseitigen Dreiecks auf sich, und sei o die Nacheinanderausfiih-
rung. Dann hat G 6 Elemente (ndmlich 3 Drehungen um 0°, 120°, 240° sowie drei Spiegelungen jeweils an
den Hohen). Diese Gruppe ist isomorph zur Permutationsgruppe Ss, und sie ist nicht abelsch (was man
iiberpriifen kann, indem man sich zwei Spiegelungen anschaut). Die Nacheinanderausfithrung zweier Spie-
gelungen ergibt eine Drehung. Wenn 7 und ¢ zwei Bewegungen sind, dann ist 7 o o auch eine Bewegung,
und zwar diejenige, bei der o zuerst ausgefiihrt wird, anschliefsend 7. Wir lesen o als ,nach®.

e Sei G die Menge der orientierungserhaltenden Abbildungen eines gleichseitigen Dreiecks auf sich (und o sei
die Nacheinanderausfithrung, was ab jetzt bis auf weiteres immer so vereinbart sei). Es besteht G genau
aus den drei Drehungen.

e Sei G die Menge aller (Kongruenz—)Abbildungen eines Wiirfels auf sich. Dann besteht G aus 48 Elementen.
Die Verkniipfungstabelle hat 48 Spalten und 48 Zeilen, ist also vergleichsweise uniibersichtlich.

e Sei G die Menge aller Drehbewegungen im dreidimensionalen Anschauungsraum, die einen konkreten
Punkt festlassen. Diese Gruppe hat unendlich viele Elemente.

e Sei G die Menge aller Verschiebungen in der Ebene. Hierbei verstehen wir den Begriff der Ebene ganz
elementargeometrisch — wir fithren also keinerlei Koordinatensystem ein.

e Es sei G die Menge der Reste bei Division durch 3, und die Operation sei o = 4. Es ist also G = {0, 1, 2},
und diese Gruppe ist isomorph zur obengenannten Gruppe der orientierungshaltenden Abbildungen eines
gleichseitigen Dreiecks auf sich.

Beispiele fiir Ringe sind:

e (3Z,+,), welcher aus allen durch drei teilbaren Zahlen besteht. Analog (4Z, +, -), der aus allen durch vier
teilbaren Zahlen besteht.

e (Z13Z,4+,-) = ({0,1,2},+,-), also der Ring der Reste bei Division durch 3. Analog (Z|4Z,+,-) =
({0,1,2,3},+,-).

e Die Menge aller Polynome in einer reellen Variablen x mit reellen Koeffizienten. Hierbei definieren wir +
und - auf {ibliche Weise.

e Die Menge R?*?2 aller Matrizen vom Format 2 x 2 mit reellen Eintréigen. Hierbei ist + die iibliche Addition
von Matrizen, und - ist die Matrizenmultiplikation. Dieser Ring ist deshalb besonders wertvoll, weil er ein
relativ einfach verstehbares Beispiel eines Ringes liefert, in dem die Multiplikation nicht kommutativ ist.
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e Beinahe ein Ring ist die Menge aller stetigen Funktionen [0, 00) — R. Hierbei definieren wir die Addition
zweier Funktionen auf naheliegende Weise, und fiir die Multiplikation * verwenden wir das sogenannte
Faltungsprodukt, das definiert wird tiber die Formel

(u*v)(t) := /:0 u(t — s)v(s)ds, t € [0,00).

Die Multiplikation * ist tatséchlich assoziativ und kommutativ. Auch das Distributivgesetz gilt, aber x
besitzt kein neutrales Element, weshalb definitionsgeméf kein Ring vorliegt.

Beispiele fiir Korper sind:

b (Q, +, ')u (R7 =+, ')7 (C7 +, )

e (Z|pZ,+,-) genau dann, wenn p eine Primzahl ist. Dieser Korper ist deshalb fiir das Verstédndnis wertvoll,
weil er nur endlich viele Elemente enthdlt. Man priife selber nach, daf (Z|3Z,+,-) ein Korper ist, aber
(Z|AZ,+,-) nicht (warum nicht ?).

e Die Menge der gebrochenrationalen Funktionen in einer reellen Variablen mit reellen Koeffizienten.

e Der Korper der Quaternionen. Dieser besteht aus allen Termen der Form
x 4+ ui + vj + wk, T, u,v,w € R,
wobei i, j, k Symbole sind, fiir deren Multiplikation folgende Regeln vereinbart werden:
iZ=j2=k*>=—1, ij=k, ji=-k, jk=1i, kj=-i, ki=j, ik=—j.

Die Addition zweier Quaternionen wird auf naheliegende Weise definiert. Dieser Korper ist schief und
deshalb ein fiir das Versténdnis niitzliches Beispiel.

Eine algebraische Struktur mit vielen Operationen ist im Allgemeinen wertvoller als eine Struktur mit weniger
Operationen, weil jede Operation ein Werkzeug darstellt. Und wenn die Operationen gut zueinander kompatibel
sind, dann kann man die Werkzeuge variabler einsetzen.

Wir wollen die Korper Q, R, C mit ihren beiden Operationen + und - (wir verschweigen ab jetzt oft deren
Umkehroperationen) um weitere Operationen (oder Relationen) ergéinzen.

Betrag: die Betragsfunktion gibt es fiir Q, R, C, und sie ist kompatibel zu - und + wie folgt: |u - v| = |u| - |v|
und |u + v| < |u| + |v|. Es wére schon gewesen, wenn man sogar die Gleichheit |u + v| = |u| + |v| fiir alle
u, v aus dem jeweiligen Korper gehabt hétte, aber dies liefs sich leider nicht verwirklichen.

Konjugation: diese gibt es in C (und auch in R und Q, aber dort bewirkt sie {iberhaupt nichts). Die Kon-
jugation ist kompatibel zu den drei anderen Operationen +, - und Betrag im Sinne von z + w = Z + w,
Zz-w=2% W, |zZ| =z

Ordnung: diese existiert in Q und R, aber nicht in C. Wir haben die Kompatibilitdt zu + und - geméafl

<b, c<d — a+c<b+d,

b, 0<c — a-c<b-c
Man konnte eine Ordnung auch in C definieren, aber eben nicht auf eine Weise, die kompatibel ist mit +
und -.

Eine Kompatibilitdt zwischen < und der Betragsfunktion ist kaum zu erkennen (abgesehen von z < |z
fiir alle z € R), wird aber auch kaum benétigt.
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Ein Vektorraum (V, +,K) besteht aus einer abelschen Gruppe (V,+) und einem Koérper (K, +, -). Es gibt zwei
relevante Operationen:

e Zahl mal Vektor ergibt Vektor,

e Vektor plus Vektor ergibt Vektor.

(Wir verzichten auf das Mitz&hlen von Umkehroperationen). Zur Unterscheidung schreiben wir die Additionen
als +y und +x, und die Zahlenmultiplikation innerhalb von K sei -x. Dann gelten die Kompatibilitétsregeln

A+gp) - d=X-d+y u-,

A (B+y¥)=X-d+y A7,

Agp)-@=X(p- 1),
1-4=4,

wobei 1 das neutrale Element zu -g sei. Erst mit der letzten Bedingung kann man beweisen, daf Ok - @ = 0 fiir
jedes 4 € V ist.

Beispiele fiir Vektorrdume sind:

e Alle Verschiebungen in der Ebene (die wir uns vollig ohne Koordinatensystem vorstellen). Jede Verschie-
bung wird symbolisiert durch einen konkreten Pfeil, der einen Punkt der Ebene mit seinem Bildpunkt
verbindet. Man kann dieselbe Verschiebung auch symbolisieren durch jeden dquivalenten Pfeil, wobei zwei
Pfeile als dquivalent gelten, wenn sie gleichsinnig parallel und gleichlang sind. Die Nacheinanderausfiih-
rung symbolisieren wir durch die Addition zweier Pfeile, die wir mit Geodreieck und Bleistift iiber die
Parallelogrammregel verwirklichen kénnen. Die Multiplikation eines Pfeils mit einer reellen Zahl ist die
Dehnung dieses Pfeils.

e Der R? mit komponentenweise definierten Operationen.

o (Beide ebengenannten Vektorrdume sind isomorph zueinander, und eine Isomorphieabbildung kann gebaut
werden, nachdem man zwei zueinander nichtparallele Verschiebungen zur Basis proklamiert.)

e Jede Gerade durch den Ursprung in einer Ebene mit Koordinatensystem ist ein Vektorraum der Dimension
1.

e Alle Polynome einer reellen Variablen mit reellen Koeffizienten bilden einen (unendlichdimensionalen)
Vektorraum.

o Alle Matrizen des R2%? bilden einen Vektorraum der Dimension 2-2 = 4, wenn man die beiden Operationen
komponentenweise definiert.

e Die Menge C([0,1];R) der auf dem Intervall [0, 1] stetigen Funktionen mit Werten in R bilden einen Vek-
torraum, wenn man die beiden Operationen (Funktion plus Funktion sowie Zahl mal Funktion) punktweise
definiert.

e Allgemeiner: wenn X eine nichtleere Menge ist und V' ein Vektorraum, dann ist F(X; V), also die Menge
der Abbildungen von X nach V ein Vektorraum. Dieser ist unendlichdimensional, wenn X unendlich viele
Elemente hat.

e Alle Folgen (x,)nen C R bilden einen Vektorraum, wenn man die Operationen (Folge plus Folge sowie
Zahl mal Folge) komponentenweise definiert. Dies ist ein Spezialfall des vorherigen e, wenn man X = N
und V = R setzt.

e Alle beschriankten Folgen in R bilden einen Vektorraum.
e Alle konvergenten Folgen in R auch.

e Alle Nullfolgen in R ebenfalls.
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Eine Algebra ist eine Struktur, die gleichzeitig Ring und Vektorraum ist. Hierbei teilen sich Ring und Vektor-
raum die gleiche Addition, und es gibt Kompatibilitdtsforderungen.
Beispiele sind:

e Die Menge R?*? der reellen 2 x 2-Matrizen. Die Vektorraumoperationen sind ,,Zahl mal Matrix* und
,Matrix plus Matrix“. Die Ringoperationen sind ,Matrix plus Matrix“ und ,Matrix mal Matrix“. Die
Kompatibilititsforderung ist (A- A) - B=X- (A B) fiir A € R und A, B € R?*2.

e Die Menge der linearen Abbildungen eines Vektorraums in sich. Die Ringmultiplikation ist hierbei die
Nacheinanderausfiihrung.

e Die Menge der Polynome einer reellen Variablen mit reellen Koeffizienten.

Schlieflich bemerken wir noch: beim Ergénzen eines Vektorraums um eine Norm wurde diese Norm genau so de-
finiert, dafs sie kompatibel wird sowohl zur Addition im Vektorraum (iiber die Dreiecksungleichung) als auch zur
Multiplikation von Zahlen mit Vektoren (iiber die Homogenitétsforderung an die Norm). Wenn man weiterhin
den Vektorraum noch um ein Skalarprodukt ergénzt, ist dieses kompatibel zu den beiden Vektorraumoperationen
und auch zur Norm.

3.2 Abbildungen

Seien X und Y zwei nichtleere Mengen, und sei f: X — Y eine Abbildung. Wir fragen: welche Eigenschaften
vererben sich von X zu Y ? Welche Eigenschaften werden durch f~! von Y zu X vererbt ?
Hierbei definieren wir fiir Teilmengen A C X und B C Y:

fA) ={f(z): v € A},
fYB):={zeX: f(z) € B}.
Wenn f nur eine Funktion ohne weitere Eigenschaften ist, dann gelten lediglich Vererbungseigenschaften wie
F(ATUAg) = F(A) U f(A2),  f(A1NAy) C f(A)Nf(A2), fH(BiNBy)=f1(B1)NfH(Ba)

flir beliebige Ay, Ay C X und By, Bo C Y.
Interessanter wird es, wenn X und Y Mengen mit Struktur sind und f passende Eigenschaften hat: Sei f: [a,b] —
R stetig. Dann gilt:

e f bildet in [a, b] konvergente Folgen auf in R konvergente Folgen ab.
e f bildet in [a, b] kompakte Mengen auf in R kompakte Mengen ab.
e Das Urbild jeder in R offenen Menge ist [a, b]—offen.

Das wichtigste Beispiel fiir Abbildungen in der Algebra sind lineare Abbildungen f: U — V zwischen zwei
Vektorraumen U und V. Definitionsgemé® ist f kompatibel zu den beiden Vektorraumoperationen (Vektor plus
Vektor sowie Zahl mal Vektor).

Sei U = V = R?. Wir denken uns méglichst viele f aus. Interessant sind immer extremale Beispiele, also
solche, bei denen der Bildraum von f moglichst klein oder moglichst grofs ist.

e f bildet U auf {0} C V ab.

o f sei die identische Abbildung in R2.

e f ist Drehung um 0 oder Spiegelung an einer Geraden durch 0,
e f ist eine Streckung,

e f ist eine Scherung,

e f ist eine Projektion (schrig oder senkrecht) auf eine Gerade durch 0.
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Sei U = V der Vektorraum aller Polynome und f der Ableitungsoperator. Dieser ist surjektiv, aber nicht
injektiv. Sei g der Integrationsoperator mit Integrationsstartpunkt Null, also

x

(99)(x) = / o(t) dt,

=0

wobei ¢ = p(x) ein beliebiges Polynom sei. Dann ist g eine injektive Abbildung, aber nicht surjektiv.

3.3 Anwendungen

Wir wollen unsere Beispiele verwenden, um algebraische Sachverhalte zu veranschaulichen. Dabei werden wir
erkennen, wie entscheidend die Betrachtung von Beispielen fiir den eigenen Lernerfolg ist.

Wir beginnen mit Normalteilern von Gruppen. Die einfachste uns bekannte nicht-abelsche Gruppe ist Ss,
dargestellt durch die Abbildungen eines gleichseitigen Dreiecks auf sich. Wir haben die Rotationen gg, 01, 02
um 0, 27/3 und 47 /3 im Gegenuhrzeigersinn, und wir haben die Spiegelungen o1, 02, 03. Hierbei sei das Dreieck
mit der Spitze nach oben, und oq hélt die obere Ecke fest, o5 die rechte Ecke, o3 die linke Ecke.

Klar ist, da® alle diese Abbildungen eine Gruppe ergeben miissen. Es entsteht folgende Verkniipfungstafel (die
oben genannten Abbildungen werden zuerst ausgefiihrt, die links genannten Abbildungen danach):

OHQO‘Ql‘Q2‘01‘0’2‘U3
<) o | 01 | 02 | 01 | O2 | O3
01 01 | 02 | Qo | 02 | O3 | 01
02 02 | Qo | 01 | 03 | 01 | O2
01 01 | 03 | 02 | Qo | 02 | 01
02 02 | 01 | 03 | 01 | O0 | 02
03 03 | 02 | 01 | Q2 | 01 | Qo

Hierbei ergeben sich die blauen Eintréige durch besonders einfache geometrische Uberlegungen, die roten Eintriige
durch schwierigere geometrische Uberlegungen, und die schwarzen Eintrige durch die Regel, daf in jeder Zeile
und jeder Spalte jedes Gruppenelement genau einmal vorkommen muf (das ist genau der Inhalt der Bedingung,
daf a oz = b und y o a = b immer eindeutig losbar sein muf).

FEine Untergruppe N einer Gruppe ist ein Normalteiler genau dann wenn fiir jedes g € G gilt, dakt gN = Ng.

Es ist (0o, 01,02) ein Normalteiler, denn es ist ¢; o (go,01,02) = (00,01,02) = (00, 01,02) © 0; sowie o; o
(00, 01, 02) = (01,02,03) = (00, 01, 02) © 7.

Aber es ist (0o, 01) kein Normalteiler von S3, wenn wir haben g1 o (09,01) = (01,03), jedoch (gg,01) 0 01 =
(01,02).

Sei G = S3 und N = (g9, 01, 02). Es ist dann die Menge der Nebenklassen G/N wieder eine Gruppe, und der
Satz von Lagrange sagt |G| = |N| - |G/N]|, also hat G/N genau zwei Elemente.

Es hat N die beiden Nebenklassen [09] = {00, 01, 02} und [01] = {01, 02,03}. Auf G/N = {[oo], [01]} definieren
wir die Verkniipfung o mittels Représentanten. Dies ist auf widerspruchsfreie Weise eben deshalb mdoglich, weil
N ein Normalteiler ist.

Wir kommen zum Homomorphiesatz fiir Gruppen. Sei G = (Z,+). Wir vergessen, daf Z in Wirklichkeit
noch eine Multiplikation hat. Es ist G eine abelsche Gruppe, also ist jede Untergruppe von G ein Normalteiler.
Setze N = (6Z,+) als die Gruppe der durch 6 teilbaren Zahlen.

Wir nehmen jetzt ¢: G — H :={0,1,2}, und H versehen wir mit der folgenden Verkniipfungstabelle:

|

O DN | =

N =[O
N = OO
| O N N
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Wir kénnen uns H vorstellen als die Gruppe der Reste ganzer Zahlen bei Division durch 3. Die Wirkung der
Funktion ¢ definieren wir durch die Forderung, daf ¢(n) gleich dem Rest von n bei der Division durch 3 sein
soll. Dann ist kero = {...,—-9,—-6,-3,0,3,6,9,... }.

Wir haben N C ker ¢.

Es ist G/N = {[0],[1],[2], [3],[4], [5]} gleich der Menge der Nebenklassen von N. Beispielsweise haben wir
1] ={..,-11,-5,1,7,13,...} C Z.

Wir definieren als Néchstes eine Abbildung 7: G — G/N, die jedem n € G diejenige Restklasse aus G/N
zuordnet, in der n enthalten ist. Zum Beispiel ist ¢(—5) = [1] und ¢(13) = [1].

Der Gruppenhomomorphiesatz sagt jetzt: es existiert genau ein Homomorphismus @: G/N — H mit gom = ¢.
Dieses @ konnen wir fast erraten:

(o) =0, () =1, »(2) =2, @([B)=0, »(4)=1, &(5])=2.

Tatséchlich ist (@ om)(13) = B(7(13)) = B([1]) = 1 und ¢(13) = 1, wie gewiinscht.
Weiterhin ist ker g = {[0], [3]} und ker(¢)/N = {...,—-9,—-6,-3,-0,3,6,9,...}/{...,—6,—0,6,...}, also gilt
tatséchlich ker @ = ker(y)/N.

Wir kommen zum Homomorphiesatz fiir Vektorrdume. Seien V' und W die Mengen aller Polynome in
einer reellen Variablen z mit reellen Koeffizienten. Sei f := (de der Ableitungsoperator. Dann ist f: V — W
eine lineare Abbildung. Es besteht ker f aus allen konstanten Polynomen, also ker f = {c: ¢ € R}.

Wir wéhlen U := ker f C V. Wir setzen 7: V — V/U als diejenige Abbildung, die jedem Polynom v = v(z) € U
diejenige Restklasse aus V/U zuordnet, in der das Polynom v enthalten ist. Wenn z.B. v = v(z) = 32% + 7,
dann ist 7(v) = {322 + ¢: ¢ € R} eine Menge von quadratischen Funktionen, deren Graphen auseinander durch
vertikale Verschiebung hervorgehen.

Der Homomorphiesatz fiir Vektorriume sagt: es existiert genau eine lineare Abbildung f: V/U — W mit
fom=f.

Zum Beispiel fiir v = 322 + 7 ist f(7(v)) = 6z, als Gleichheit von Polynomen. Es ist ker f gleich derjenigen
Restklasse aus V/U, die auf das Nullpolynom aus W abgebildet wird, und diese Restklasse enthilt genau die
konstanten Polynome.

Wir betrachten als nichstes Quotientenrdume. Die Merkregel ist: wenn A, B Vektorrdume sind mit A C B,
dann ist jedes Element von B|A eine ,Kopie“ von A, die in B liegt und parallel zu A ist. Jede solche Kopie von
A schreiben wir als [b], wobei b € B. Es ist [b] = {b+ a: a € A}.
Als Beispiel nehmen wir V = R? und U = {(!): ¢ € R}. Dann ist

= ()] moren) e [(2)]- ()0 cen)

Man zeichne V, U und [(3)], [(3)], [(})] !

Weiterhin wahlen wir einen Vektorraumhomomorphismus
1 U1
fZV—)R, ( )|—>v1—v2.
V2
Dann ist

kerf{vEV:f(v)ORl}{(Z;> eV:f((Zl)) 0}{(2) EV:vvaO}U.

Wir iiberlegen uns, daf f surjektiv ist, also ist img f = R'. Laut Korollar zum Vektorraumhomomorphiesatz
ist V|ker f = img f, was fiir uns V|U = R! heift. Die beiden Vektorrdume V|U und R! sind also isomorph
zueinander, und die Isomorphieabbildungs ist genau f, definiert durch

() =
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Ein weiteres Beispiel mit unendlichdimensionalen Vektorrdumen ist

V = {(2n)nen: (zn)nen ist Cauchyfolge in Q},
U = {(zn)nen: (Zn)nen ist Nullfolge in Q},

wobei eine Folge wie tiblich ,Nullfolge” heifst, wenn sie den Grenzwert Null hat. Zwei Elemente von V heifien
dquivalent, wenn ihre Differenzenfolge eine Nullfolge ist (also in U liegt). Diese Aquivalenzrelation erzeugt eine
Zerlegung von V in Aquivalenzklassen. Jede Aquivalenzklasse ist ein Element des Quotientenraumes V|U. Wir
betrachten einen Vektorraumhomomorphismus

f:V - Rl, f(w):= lim v, wenn v = (Vy)nen-

n—oo

Es ist ker f = U und img f = R', denn f ist surjektiv. Das Korollar des Vektorraumhomomorphiesatzes sagt
V|U = R!, und tatsichlich wurden in der Analysisvorlesung reelle Zahlen definiert als Aquivalenzklassen von
Cauchyfolgen reeller Zahlen.

Wir kommen zum ersten Isomorphiesatz fiir Vektorrdume. Wir nehmen

) I r1
V =R3, U= To |z, x0 €R B W = 0)]:z1,z3€R
0 X3

Wir haben also U C V und W C V', und im iiblichen x;x2z3—Koordinatensystem ist U die x1zo—Ebene und W
die x1z3-Ebene. Dann ist

T
UnWw = 0 x1 €R
0

also die x1—Achse, und U|U N W besteht geméaf Merkregel aus allen Kopien von U N W, die in U liegen und
parallel zu U N W sind. Jedes Element von U|U N W ist also eine zur x1—Achse parallele Gerade, die in der
x1x9—Ebene liegt. In Formeln ausgedriickt, ist

1 X1 xr1 t
vjunw = To cx1, 19 €ER To = 2| + (0] :teR,
0 0 0 0

also UIU NW = {z2: z2 € R}
Weiterhin ist

U w1
U4+W={ut+w:uvelU weW}= us | + [ 0 | :wp,u0,w, w3 eRp =R =V.
0 ws

Gemiift Merkregel besteht U + W|W aus allen Kopien von W, die in U + W = R? liegen und parallel zu W
sind. Wir haben

x1 z1 z1 t
R3|W= T Z$1,$2,$3€R s o = zo |+ 10 Itl,t3€R s
T3 X3 €3 i3

also ist R3|W 2 {x5: 2o € R}.
Wir beobachten U|U NW = (U + W)|W.

Als weiteres Beispiel fiir den ersten Isomorphiesatz fiir Vektorriume nehmen wir V' als den Vektorraum
aller Polynome in z € R mit reellen Koeffizienten, U als denjenigen Untervektorraum von V', der aus allen
ungeraden Polynomen besteht (also aus allen v = u(z) mit u(z) = —u(—=z) fir alle z € R), W als denjenigen
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Untervektorraum von V', der aus allen geraden Polynomen besteht (also aus allen w = w(z) mit w(z) = w(—2)
fir alle z € R).
Dann enthélt U N W nur das Nullpolynom, also U N W = {0}, also ist

Ulunw =U|{0} 2 U.
Weiterhin kann man jedes Polynom p € V zerlegen in einen ungeraden und einen geraden Anteil:

p(x) —p(—z)  p(=)+p(—2)
n 2 + 2 ’

also ist U+ W =V. Wegen UNW = {0} ist die Zerlegung von p in einen geraden und einen ungeraden Anteil
eindeutig, also kénnen wir sogar V = U @ W schreiben.

Tatséchlich ist dann (U + W)|W = V|W isomorph zur Menge der ungeraden Polynome, denn das Bilden
des Quotientenraumes V|W bedeutet ja gerade, dal wir von einem Polynom v € V seinen geraden Anteil
vergessen /wegwerfen /ignorieren, und dann bleibt der ungerade Anteil iibrig.

Jetzt wollen wir iiber die Begriffsbildung Quotientenrdume nachdenken. Warum heifit V'|U so ?

Nur in unserer Anschauung stellen wir uns vor, daft V' ein Zahler ist und U ein Nenner. Wir wollen V' festhalten
und U variieren. Es ist sinnvoll, Extremalbeispiele fiir U zu betrachten, also U moglichst grofs oder klein zu
wahlen. Wir wissen schon: V[{0} = V, und wir {iberlegen uns, daf V|V = {[0]}. Daraus vermuten wir: wenn
Uy C Uy C V, d.h. wenn U; ,kleiner* als Us ist, dann sollte V|U; ,,grofer” als V|Us; sein, also bendhme sich |
wie ein Bruchstrich. Die Interpretation (nur in der Anschauung !) ist: wenn man eine Menge in kleinere Stiicke
zerlegt, dann entstehen mehr Stiicke.

Zur Verdeutlichung: sei V = R3, U; = {(21,0,0)": 21 € R} und Uy = {(1,72,0)": 21,20 € R}. Dann ist
Uy C Us,. Der Quotientenraum V'|U; besteht aus parallelen Kopien der Ebene Us, also ist V|Us vorstellbar als
ein Stapel Kopierpapier, und zum Durchnumerieren der Blatter in diesem Stapel brauchen wir eine Koordinate,
die die Hohe des betreffenden Blattes im Stapel angibt. Als Formel ist dies V|Uy = RL.

Weiterhin besteht V|U; aus parallelen Kopien der Gerade Uy, also ist V|U; vorstellbar als eine Packung Spaghet-
ti, und zum Benennen eines konkreten Spaghettostabs in der Packung benétigt man zwei Koordinaten, denn
die Spaghettostiibe liegen nebeneinander und iibereinander. Als Formel ist dies V|U; = R2, und tatséchlich ist
R* interpretierbar als eindimensionaler Untervektorraum des R?, z.B. im Sinne von (%) € R? fiir jedes 21 € R*.

Wir kommen jetzt zum zweiten Isomorphiesatz fiir Vektorriume. Wir nehmen V = R3 und

X1 z
U= 0]:x1€R», W = o | tx1, 120 ER
0 0

Dannist U C W C V.

Nach Merkregel ist V|U die Menge der Geraden im R3, die parallel zur z;—Achse sind. Jede solche Gerade wird
reprasentiert durch einen Punkt auf dieser Geraden. Es ist egal, welchen Punkt wir als Représentanten auf der
Geraden nehmen, und wir entscheiden uns fiir den Durchstofspunkt der Geraden mit der xox3—Ebene. In diesem
Sinne ist V|U = R?, und die Isomorphieabbildung ist

X1 T X1 7 0
V|U — R, T — (z2> ) Beachte T = T = To
z3 3 T3 z3 T3

Weiterhin ist W|U die Menge der zur z;—-Achse parallelen Geraden in der Grundebene W. Jede solche Gerade
in der Grundebene wird reprisentiert durch einen Punkt auf dieser Geraden, und es ist egal, welchen Punkt wir
als Représentanten wiahlen. Wir entscheiden uns fiir den Durchstofpunkt der Geraden mit der zo—Achse. Es ist
dann W|U = R!, und die Isomorphieabbildung ist

X1 X1 *9 0
WU — R, To — (xg) . Beachte To = To = To
0 0 0 0
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Schlieklich ist V|W die Menge der zur Grundebene W parallelen Ebenen im R? = V. Jede solche Ebene wird
reprasentiert durch einen Punkt auf der Ebene. Es ist egal, welchen Punkt wir als Reprasentanten auf der Ebene
wéhlen, und wir entscheiden uns fiir den Schnittpunkt der betreffenden Ebene mit der z3—Achse. In diesem Sinne
ist V|W = R!, und die Isomorphieabbildung ist

T I1 12 0
VW — R, zy || = (x3).  Beachte |[az || =|[47||=||0
T3 T3 L3 L3

Weiterhin ist W|U ein Untervektorraum von V|U, denn jedes Element von W |U ist auch ein Element von V|U
(es handelt sich hier immer um Geraden, die zur z1—-Achse parallel sind). Das Untervektorraumkriterium zeigt
dann, daf tatséchlich W|U ein Untervektoraum von V|U ist.

Der zweite Isomorphiesatz besagt nun
(VIU)|(W|U) =2 V|W.

Links steht eine Menge, die aus allen parallelen Kopien von W |U besteht, welche in V|U liegen. Das stellen wir
uns wie folgt vor: fiir W|U denken wir an eine Schicht von parallel angeordneten Spaghettostiben. Unendlich
viele Kopien dieser Schicht werden iibereinander gestapelt, und wir fiillen dann den Raum V|U aus.
Genausogut konnten wir aber auch W betrachten (ein horizontales Blatt Papier), und unendlich viele Blatter
werden iibereinandergestapelt, was den Raum V ausfiillt.

Letztlich ist es dquivalent, ob man eine Schicht von parallel angeordneten Spaghettostdben unendlich oft kopiert
und diese Kopien nach oben stapelt, oder ob man ein Blatt unendlich oft kopiert und diese Kopien nach oben
stapelt. Das ist eine (stark unwissenschaftlich formulierte) Interpretation des zweiten Isomorphiesatzes.
Unser Lerneffekt: Betrachtungen konkreter Beispiele konnen hilfreich sein, um sich unter algebraischen Struk-
turen etwas Bildliches vorzustellen.



Kapitel 4

Problemlosen 11
(oder: vermischte Aufgaben)

Unser Ziel ist: das Problemlésen soll nochmal eingeilibt werden, wobei die Darstellung jetzt abgekiirzt wird.
Weiterhin wollen wir Beziige zu behandelten Inhalten der linearen Algebra herstellen.

4.1 Rund ums Skalarprodukt

Im Vektorraum R”™ definieren wir ein Skalarprodukt:

Definition 4.1. Die Abbildung (-,-), : R" xR™ — R, gegeben durch (u,v), = " T

1 ujvj flir uw= (u,...,up)
und v = (vy,...,v,) ", heifit (Standard)-Skalarprodukt im R".

Wir beobachten, daf (-, -), kompatibel ist zu den beiden Operationen im R™ (Vektor plus Vektor sowie Zahl
mal Vektor):

<u+ﬂ,v>n=<u,v>n+<ﬂ,v>n, Vu,&,UER”,
(Au,v), = X(u,v), , YA ER, VYu,veR",

und zwei analoge Zeilen gelten fiir den zweiten Faktor.
Wir beobachten auch: wenn w,v € R™ (interpretiert als Spaltenvektoren) und wenn wir jeden Vektor als ein-
spaltige Matrix (oder einzeilige Matrix) lesen, dann ist

(u,v), =u'v=v"u=(v,u),.

Aufgabe 4.2. Zeigen Sie fir beliebige A € R"™*™ x € R™ und y € R™, dafs
(Az,y), = <:U7ATy>m.

Das ist nicht sehr schwer: wegen (PQ)" = QT P fiir kompatible Matrizen P und Q@ ist
(Az,y), = (Az) Ty = (@A )y =a"(ATy) = (z,ATy) .

Aufgabe 4.3. Sei A € R™™ ecine beliebige Matriz. Beweisen Sie, dafi R™ = ker A ® img AT sowie R" =
ker AT @img A.

Als ersten Schritt zur Losung tragen wir die Definitionen der relevanten Fachbegriffe zusammen:

Kern einer Matrix: ?
Bild einer Matrix: ?

direkte Summe (geschrieben mit @) zweier Untervektorrdume: ?

o1
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Jetzt haben wir die Definitionen aller vorkommenden (und demnéchst genannt werdenden) Fachbegriffe, und
wir tragen Eigenschaften dieser Fachbegriffe zusammen (man darf diesen Arbeitsschritt auffassen als Ubung im
freien Assoziieren, gefolgt von préizisem Hinschreiben):

e ker A ist ein Untervektorraum von R™, img A ist ein Untervektorraum von R”, ker A" ist ein UVR von
R”, img AT ist ein UVR von R™

e A erzeugt eine lineare Abbildung von R™ nach R”, und AT bildet in umgekehrter Richtung ab

e Fiir lineare Abbildungen gibt es eine Dimensionsformel: dim R™ = dim ker A 4+ dim img A sowie dim R™ =
dimker AT + dimimg AT.

e Fiir UVR gibt es ebenfalls eine Dimensionsformel: dim(ker A + img A") + dim((ker A) N (img AT) =
dimker A + dimimg AT und weiterhin dim(ker AT + img A) + dim((ker AT) N (img A) = dimker AT +
dimimg A.

e Der Rang einer Matrix ist die Dimension ihres Bildraums (das ist so definiert).

e Die Spalten einer Matrix sind ein Erzeugendensystem fiir den Bildraum dieser Matrix (das gilt immer;
wer es nicht glaubt, mag bitte Beispiele zur Veranschaulichung selber suchen (oder sich iiberlegen, wer
mit wem multipliziert wird bei einer Multiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektor)).

e Also ist der Rang der Matrix gleich der Anzahl ihrer linear unabhéngigen Spalten (das ist eine schnelle
Folgerung aus den vorigen beiden e).

e Der Rang ist auch gleich der Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen (das ist ein tiefer Satz mit aufwendigem
Beweis).

e Beim Transponieren einer Matrix werden Spalten zu Zeilen und umgekehrt.
e Also ist rang A = rang AT, denn der Zeilenrang ist immer gleich dem Spaltenrang.

Jetzt haben wir schon fiinf Gleichungen, also sollten wir unsere Erkenntnisse konsolidieren: sei r := rang A =
rang A". Dann haben wir aus den Dimensionsformeln fiir Abbildungen, daf

dimker A=m —r, dimker AT =n —r.
Damit gehen wir in die Dimensionsformeln fiir UVRe hinein:

dim(ker A + img AT) + dim((ker A) N (img AT) =(m—-r)+r=m,
dim(ker AT +img A) + dim((ker A7) N (img A) = (n —r) + 7 = n,

und das sieht schon ziemlich gut aus. Da wir zeigen miissen, dafs die UVR-Summen direkte Summen sind,
kommen wir sowieso nicht daran vorbei, (ker A) N (img A") = {0} und (ker A7) N (img A) = {0} zu beweisen.
Dies konnen wir dadurch bewerkstelligen, dafs wir zeigen, daf jeder der UVRe auf der linken Gleichungsseite
auf dem anderen UVR senkrecht steht.

Seien also x € ker A und y € img AT beliebig gewihlt. Dann ist y = AT 2 fiir ein 2, und wir haben

(@, = (2, AT2), = (Az,2),, = (0,2), = 0.

Daraus folgt ker A L img AT. Wenn nun ¢ € (ker A) N (imgA") ist, dann folgt (g,q),, = 0, aber es ist
(0:0),, = 2521 @5 alsoist ¢ = (q1,- -+, gm) T = (0,...,0) 7, und somit folgt tatsichlich (ker A)N(img A™) = {0}.
Die andere Relation folgt analog.

Wir tragen die Erkenntnisse zusammen:

dim(ker A ® img A") + dim({0}) = m.
dim(ker AT @ img A) + dim({0}) = n.
Wenn nun ker A @ img AT # R™ wiire, dann wiire ker A @ img A" ein echter Unterraum des R™, miifte aber

trotzdem die Dimension m haben. Das kann nicht sein. Also ist ker A @ img AT = R™, wie zu zeigen war. Die
zweite Gleichung zeigt man genauso.
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Im Aufschrieb bis hierhin gingen Gedankenfindung durch freies Assoziieren und Begriindungen durcheinander.
Ein anstindiger Aufschrieb (so, wie Sie ihn auf den Hausaufgabenzetteln hinschreiben sollen) sihe etwa so aus:

Wir definieren r := rang A. Geméfs Vorlesung sind Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix gleich, also ist
auch r = rang A". Aus den Dimensionsformeln fiir lineare Abbildungen haben wir (wegen A: R™ — R™ und
AT:R" = R™) dann

m = dimker A +r, n=dimker AT + 7.

Weiterhin ist (ker A) N (img AT) = {0}, denn sei ¢ € (ker A) N (img A7), dann existiert ein z € R” mit ¢ = AT 2.
Dann ist aber (wegen der vorigen Aufgabe)

Zq_? = <q’Q>m = <quTZ>m = <AQ7Z>n = <O’Z>’ﬂ = 07
j=1

also ¢ = (0,...,0)". Analog zeigt man (ker A7) N (img A) = {0}.
Weiterhin sind ker A und img AT UVRe im R™, also gilt wegen der Dimensionsformel fiir UVRe im Falle von
direkten Summen, daff

dim(ker A ®img A") = dimker A + dimimg A" = (m —r) + 7 =m.

Wenn nun ker A @ img AT # R™ wire, dann wiire ker A @ img AT ein echter Unterraum des R™, miikte aber
trotzdem die Dimension m haben. Das kann nicht sein. Also ist ker A @ img AT = R™, wie zu zeigen war. Die
zweite Gleichung zeigt man genauso.

(Ende des Losungsaufschriebs).

Als Schlufibemerkung stellen wir fest, daft wir auf unserem Schmierzettel mehr gezeigt hatten als in der Aufga-
benstellung gefragt war: denn wir hatten sogar bewiesen, daft die beiden Summanden in der direkten Summe
aufeinander senkrecht stehen. Das ist bei direkten Summen von UVRen nicht immer der Fall (denn es ist ja gar
nicht gesagt, dal der ,grofle Vektorraum® {iberhaupt mit einem Skalarprodukt ausgestattet ist).

4.2 Lineare Gleichungen in Vektorraumen

Seien U und V Vektorrdume iiber R, wir wissen nichts iiber deren Dimensionen. Sei F': U — V eine lineare
Abbildung. Wir wollen die Gleichung F'(u) = v 16sen, wobei v € V' gegeben sei und u € U gesucht.

Wir beobachten: seien v und 4 Losungen von F'(-) = v. Dann ist u — @ € ker F. Denn es ist F(u) = v und
F(u) = v, also wegen der Linearitdt von F' auch F(u—4) = F(u) — F(4) =v—v =0.

Wir beobachten umgekehrt: sei u Losung von F(+) = v, und sei 4 € ker F'. Dann ist auch @ := v+ u eine Losung
der Gleichung F'(-) _
Wir vergeben Bezeichnungen. Die Aufgabe

finde alle w € U mit F(u) = v

heifft inhomogenenes Problem.
Die Aufgabe

finde alle v € U mit F(u) =0

heift homogenenes Problem. Die Losungen des homogenen Problems bilden den Kern von F.
Unsere beiden Beobachtungen kénnen wir dann schreiben wie folgt:

e die Differenz zweier Losungen des inhomogenen Problems 16st das homogene Problem,

e man bekommt jede Losung des inhomogenen Problems, indem man irgendeine Lésung des inhomogenen
Problems findet und zu dieser dann jede Lésung des homogenen Problems dazuaddiert.
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Aufgabe 4.4. Man bestimme alle Folgen uw = (ug,u1,ug,...) C R mit up41 = 2u, + 1 fir alle n € Ny.

Als Vektorrdume nehmen wir U =V = {(ug,u1,...): uj € RV j}, was ein unendlichdimensionaler Vektorraum
ist, und jedes Element davon ist eine Folge in R. Wenn wir die zu l6senden Gleichungen umschreiben als

(751 —2UO = 1,

U2 —2’LL1 = 1,

U3—2U2 = 1,

dann ist es naheliegend, eine Abbildung F': U — V zu definieren als
F((umuhuz, . )) = (u1 — 2ug, u2 — 2u,ug — 2ug,...)

und dann nach Losungen von F(u) = e zu fragen, wobei wir e := (1,1,1,1,...) € V definieren. Formal kénnen
wir (F'(u)); := u;4+1 — 2u; schreiben fiir eine Definition der Wirkung von F.
Unser Losungsweg hat zwei Schritte:

e wir bestimmen ker F',
e wir bestimmen irgendeine Losung u von F'(u) = e.

Wenn u = (ug, u1, g, ...) € ker F' ist, dann haben wir 0 = (F(u)); = wjy1 — 2u; fir jedes j, (die Umkehrung
gilt auch), also

Uy = QUO, Ug = 2u] = 22’(1,0, us = 2ug = ZSUO, ey
also per Induktion auch u,, = 2"ug, und wir erkennen dann
ker F = {(t,2',2%¢,2%,...): t € R}.

Jetzt fehlt uns noch irgendeine Losung u von F(u) = e. Hier diirfen wir raten (denn es geht ja in diesem Moment
nur darum, irgendeine Losung zu finden). Die rechte Seite e der Gleichung F(u) = e hat einen ,storenden
Einflufs“, weshalb man e auch als Stérterm bezeichnet. Die Erfahrung lehrt, dall man als erstes sein Gliick
probiert mit einem u, das sich so dhnlich benimmt wie der Stérterm. Wir testen also v = (o, a, «, v, ... ) mit
einem Parameter a € R, und dann soll gelten 1 = (F(u)); = uj4+1 — 2u; = o — 200 = —a, also nehmen wir
a=—1.

Die Antwort lautet: alle Folgen (ug, w1, ug, ...) mit u;41 = 2u; + 1 (fiir alle j € Ng) werden gegeben durch die
Formel

u; =27t — 1, j € Np,
wobei t € R ein fester Parameter ist (von j unabhéngig).

Aufgabe 4.5. Gesucht ist eine explizite Formel fiir das allgemeine Folgenglied u,, der Folge (ug,u1,us,...) C R,
die gegeben wird durch die Bedingungen

ug = up = 1, Upt2 = Up + Upt1 VN € Np.

Diese Zahlenfolge (ug,u1,ue,...) =(1,1,2,3,5,8,13,...) heilit auch Folge der Fibonacci—Zahlen.
Die Rekursionsformel w,, 12 = 4, + u,41 ist offenkundig bereits homogen. Wir wihlen U als den Vektorraum
aller Folgen in R, genauso wie in der Losung zur vorigen Aufgabe.

Wir ignorieren die beiden Anfangsbedingungen ug = 1 und u; = 1 fiir einen Moment, und wir definieren einen
UVR von U:

Up:={u€U: tpta = up + unt1 Vn € No}.

Wir kénnen Uj auffassen als Kern einer linearen Abbildung F': U — U, wenn wir es mdchten.
Wir méchten nicht unbedingt. Stattdessen erscheint es sinnvoller, Uy so gut wie moglich zu verstehen, denn die
von uns gesuchte Folge liegt ja in Uy.
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Man versteht einen Vektorraum dann am Besten, wenn man fiir ihn eine aussagekréftige Basis angeben kann.
Wieviele Elemente hat die Basis von Uy 7 Was ist die Dimension von Uy 7 Wir iiberlegen uns: wenn u € U,
dann werden alle Folgenglieder von u ab dem ug bereits durch ug und wu; festgelegt. Und den Vektor (ug,u;)
kénnen wir immer erzeugen geméaf (ug,u1) = ug - (1,0) + uq - (0,1). Damit gilt: die beiden Folgen

(1,0,1,1,2,3,5,...), (0,1,1,2,3,5,8,...)

bilden ein Erzeugendensystem von Uy. Folglich ist dim Uy < 2. Andererseits sind die beiden angegebenen Folgen
linear unabhéngig. Denn sei

o1-(1,0,1,1,2,3,5,... )+ az - (0,1,1,2,3,5,8,...) = (0,0,0,0,...).

Dann ist (wenn wir die ersten Eintréige vergleichen) oy -14a3-0 = 0, andererseits (wenn wir die zweiten Eintrige
vergleichen) a; -0+ -1 =0, also a1 = as = 0, was die lineare Unabhéngigkeit der beiden angegebenen Folgen
beweist.

Damit ist dim Uy = 2, und die beiden Folgen bilden eine Basis, allerdings kénnen wir diese beiden Folgen nicht
sehr gut verstehen (oder kénnen Sie sofort angeben, was der 47. Eintrag der ersten Folge ist 7).

Wir wollen eine schonere Basis von Uy. Welche schonen Folgen kennen wir 7 Wir kennen arithmetische Folgen
(a,a+d,a+2d,a+3d,...), quadratische Folgen wie etwa (1,22,32,42,...) oder auch geometrische Folgen wie
(AR )

Wir probieren herum und finden durch Uberschlagsrechnungen im Kopf, daft die arithmetischen Folgen und
quadratischen Folgen einfach zu langsam wachsen fiir grofse n. Deshalb probieren wir, eine Basis von Uy zu
finden mittels geometrischen Folgen. Wir suchen also v € R mit

(70771a723 e ) € UO'
Dafiir brauchen wir y"*+2 = 4™ 4+ 4"+ fiir alle n € Ny, was nach Kiirzen dann 72 = 1 + v ergibt (die Wahl von
v = 0 ergibt den Nullvektor in Uy, der aber kein Basisvektor ist. Deshalb ist Kiirzen hier zuléssig). Losen dieser
quadratischen Gleichung bringt uns dann'

145 1-V5
_ +2fw1.618034, Ny = 2\[

g1 ~ —0.618034.

Tatsédchlich sind die beiden Folgen
(75755 ) (12,725 735 - +)

linear unabhingig (Ubung im Selbststudium), und nach Konstruktion liegen sie in U.
Was haben wir erzielt 7 Wir kénnen jedes Element von Uy schon angeben, weil wir eine schéne Basis von
Uy gefunden haben?. Jedes beliebige Element von Up ist darstellbar als Linearkombination dieser beiden gut
verstehbaren y—Potenzen—Folgen.
Jetzt suchen wir dasjenige Element u von Uy, das die beiden Anfangsbedingungen ug = 1 und u; = 1 erfiillt.
Wir suchen also reelle Zahlen o7 und ag mit

0

up =1=a1v] + omg, up =1= 011711 + 042721,
also 1 = a1 + as und 1 = ay 11 + az72, was zum Gleichungssystem
() ()= 0)
Mo ov2) \a2 1

fiihrt. Nach Cramerscher Regel 16st sich dieses System zu

det (1 1) det(l 1)
= L ) _ »2-1_—m_m g = mol)_1-m 7
det 11 Y2—mn -5 V5 det 11 Y2—=71 -5
Y12 Y12

Die explizite Formel fiir die Fibonacci—Zahl u,, lautet dann

n+1 n+1
. L1 14++5 1-5
Up =017y +2yy = VAL - ; n € Np.

5 2 2

Lwir beobachten Y1 +v2 = +1 und 12 = —1, wie es nach VieTascher Formel auch sein soll
2Eine Basis ist sehr oft dazu da, einen Vektorraum handhabbar zu machen. Sehr oft kann man erst dann in einem Vektorraum
verniinftig rechnen, wenn man eine schéne Basis gefunden hat.
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Anhang A

Anhang: Vom Mathematischen Schreiben

Angenommen,

ein Autor eines mathematikhaltigen Textes schreibt die Formel

ohne einen weiteren Kommentar zu hinterlassen. Was kénnte er gemeint haben ?

o7
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Vielleicht hatte er gemeint:
e Laut Voraussetzung ist x = ev.
o Aus der Aufgabenstellung ergibt sich = e¥ nach kurzer Rechnung.
o Wegen des Noether-Theorems haben wir x = e¥.
e Wir definieren z € C durch z := €Y.
o Wir definieren y € R durch x =: €Y. Dies ist durchfiihrbar, denn aus dem Erxleben-Theorem folgt = > 0.

e Angenommen, es wiare z = e¥. Dann wiirde aber auch blafasel gelten, und daraus wiirde sich dann die
sowieso-Formel ergeben, aber das wére dann ein Widerspruch zu pongping. Also kann x = e¥ nicht sein.

o Wir zeigen jetzt als néchstes, dal x = e¥. Denn dies gilt wegen .. ..

e Wir wollen zeigen, dafs x = e¥. Bis dahin ist es noch ein weiter Weg, also legen wir uns einige Lemmata
bereit: und zwar haben wir zunéchst. ..

e Die Gleichung (7) soll fiir alle z gelten. Also nehmen wir sie beim Wort, testen sie durch Einsetzen von
e¥ fiir die Variable z, und schauen, wohin uns das fiihrt: ...

e Die Zeile x = €Y ist der erste Fall einer Fallunterscheidung, und eine halbe Seite tiefer steht genauso
unmotiviert x # e¥.

Wir wissen es nicht !

Erkenntnis

Der Leser mochte den Gedankengang des Autors, der Autorin nachvollziehen, denn der eigentliche Zweck des
Lesens von wissenschaftlichen Texten ist ja, daft man hinterher mehr verstanden haben will als vorher.

Eine Formel ohne weiteren Begleittext ist mehrdeutig. Sie konnte ein Teil der Voraussetzung sein, oder ein Teil
der Behauptung, oder eine schon bewiesene Aussage, oder eine Aussage, die im niichsten Moment bewiesen
wird, oder eine Aussage, die im nichsten Moment widerlegt wird, oder ein Teil einer Fallunterscheidung, oder
eine Definition (wobei nicht komplett klar ist, was hier definiert wird), oder eine Anleitung, einen durch die
Formel gegebenen Wert irgendwo einzusetzen, oder was auch immer. Und je nachdem, welche Bedeutung nun
zutrifft, ist der Gedankengang h6chst unterschiedlich.

Es ist wenig charmant, das Publikum an dieser Stelle alleinzulassen. Es mag sein, dafs der Leser es schafft,
die gemeinte Bedeutung zu erraten, aber darauf sollte man sich besser nicht verlassen. Wenn der Leser schon
kostbare Zeit opfert, sollte man ihn/sie entsprechend hoflich behandeln .. .

Und im Ubrigen kann es gut sein, daf Autor und Leser identisch sind mit einer Phasenverschiebung von vielleicht
einem halben Jahr. Dann ist es vorteilhaft, den eigenen Text gut aufgeschrieben zu haben, damit man mit
moglichst wenig Zeitverlust die eigene Arbeit wieder nachvollziehen kann.
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Empfehlenswerte Formulierungen

Niemand erwartet von Thnen, daf Sie sich die Finger wundschreiben. Die gute Nachricht ist, dalt man auch mit
wenig Worten schon viel erreichen kann:

o Setze[--- ]| == [---].

e Sei...

e Betrachte ...

L] E] 5 also E] . (Der erste Kasten begriindet den zweiten.)
L] E] 5 denn E] . (Der zweite Kasten begriindet den ersten.)

L] W are E] 5 dann E] . (Das Wort ,Wire* am Satzanfang ist grammatisch ein Kongjunktiv Irrealis und driickt aus, daf der Inhalt des ersten

Kastens unglaubhaft oder unméglich ist. Auf diese Weise wird also dem Leser ein indirekter Beweis angekiindigt, und im zweiten Kasten oder kurz danach
muR dann ein Widerspruch auftauchen.)

e Bew. d. Widerspruch. Ann.: ...

o [---]. Nunist aber [---] , und somit [--- | . (Die Formulicrung Nun ist aber® kindigt an, da der zweite Kasten gegen den ersten

ausgespielt werden wird. Die Vollendung dieses kleinen Biihnenstiicks steht im dritten Kasten.)
e Laut Voraussetzung ist ...
e Aus der Voraussetzung folgt ... . pas ist inhaltlich etwas anderes als die Formulicrung im vorigen o !
e Wegen [---]ist[---].
e Bekanntlich ...
[ ] OffenSiChﬂiCh «++ .+ (Nur verwenden, wenn es wirklich offensichtlich ist. Ansonsten ist diese Formulierung unhé&flich !)
e Einfaches Nachrechnen im Kopf zeigt ...
e Wir zeigen jetzt ...
e Zuniachst ... . (Im Sinne ciner Eréffnung)
° Ferner/Weiterhin ... . (Jetzt wird der Gedanke weitergesponnen)
[ ] Schlieﬁlich .++. . (Und an dieser Stelle wird der Gedankengang vollendet.)
e Setze x =0, dann ...
e Hinreichend ist ...
o Notwendig ist ...
e OBdA ...

e ... fiir geeignete x € Z.

Die Auswahl ist unvollstiandig und Ergénzungsvorschlage sind willkommen.
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