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1 Einleitung

1.1 Einleitung

Eine reelle symmetrische Matrix @) heifit vollstindig positiv, wenn sie sich als Summe
nichtnegativer Rang-1-Matrizen xz™ schreiben lasst. Geometrisch lassen sich solche Ma-
trizen folgendermafien motivieren: Angenommen wir hétten n reelle Vektoren vy, ..., v,
der Lange d.

Gibt es eine lineare Transformation, die diese Vektoren in den nichtnegativen
Orthanten R‘éo einbettet?

Die Antwort auf diese Frage lautet Ja, wenn die Gram-Matrix @) mit Q;; = v v;
vollstandig positiv ist [14].

Stark mit den vollstédndig positiven Matrizen zusammenhéngend sind die von Motzkin
1952 [91] ,,getauften konditionellen positiv semidefiniten Matrizen, heutzutage auch
kopositiv genannt. Dabei heiflt eine reelle symmetrische Matrix () kopositiv, falls

vTQu > 0 fur alle komponentenweise nichtnegativen v ist.

Die Mengen dieser beiden Matrizentypen sind fiir geometrische Untersuchungen sehr
interessant, da beide Mengen sogenannte Kegel, mit vielen interessanten Eigenschaften,
bilden. Auch tauchen diese Matrizen heutzutage in einer Vielzahl von Anwendungen
in den verschiedensten Bereichen auf, so lassen sich beispielsweise Evolutionsmodelle
durch vollstandig positive Matrizen testen [76]. Doch die wohl bekannteste Anwen-
dung der vollstandig positiven und kopositiven Matrizen ist, dass man mittels diesen
sehr schwierige quadratische Optimierungsprobleme als sogenannte ,konische Optimie-
rungsprobleme® darstellen kann [20]. Dies zeigte, dass es sehr schwere konvexe Opti-
mierungprobleme gibt, wovon man bis dahin nicht ausgegangen ist.

Ein fiir die Anwendung sehr wichtiges, noch offenes, Problem ist, entscheiden zu kon-
nen, ob eine gegebene Matrix vollstandig positiv ist oder nicht. Kiirzlich konnte von
Dickinson und Gijben gezeigt werden, dass die algorithmische Losung dieses Problems
NP-schwer ist [43]. Uber die Jahre wurden die verschiedensten Algorithmen entwi-
ckelt, um dieses Problem anzugehen, dennoch gibt es bisher keinen Algorithmus, dem
dies gelungen ist.

In dieser Arbeit wird der von Dutour Sikiri¢, Schiirmann und Vallentin in [47] ent-
wickelte Algorithmus, welcher versucht das obige Problem zu 16sen, untersucht. Dabei
stellen wir diesen Algorithmus mit den notwendigen Grundlagen aus dem Bereich der
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konvexen und diskreten Geometrie detailliert und mit allen, fiir eine Implementati-
on notwendigen, Komponenten vor. Weiter zeigen wir, dass er das Problem fiir kleine
Dimensionen tatséchlich 16st und gehen auf offene Fragen und Probleme rund um voll-
stdndig positive Matrizen, kopositive Matrizen und den Algorithmus ein.

1.2 Ubersicht

Zunéchst geben wir in Kapitel 2]in den Sektionen [2.IJund die wichtigsten Definitio-
nen fir diese Arbeit und einige allgemeine Eigenschaften der kopositiven und vollstindig
positiven Matrizen an. In Sektion folgen nach einer kurzen Einfiihrung in die koni-
sche Optimierung, Anwendungen der vollsténdig positiven Matrizen in diesem Bereich
und welche Vor- und Nachteile diese mit sich bringen. Ein noch offenes Problem der
kopositiven Matrizen betrachten wir in Sektion [2.4) und geben momentane Entwicklun-
gen und Resultate diesbeziiglich an. Den Abschluss dieses Kapitels bildet Sektion
in der wir die spezielle Klasse der COP-perfekten Matrizen einfithren werden.

In Kapitel Widmen wir uns dem von Dutour Sikiri¢, Schiirmann und Vallentin in [47]
entwickeltem Simplexalgorithmus fiir CP-Faktorisierungen. Dabei gehen wir zunéchst
in Sektion [3.1] auf seine Funktionsweise ein und geben den Beweis fiir die endliche Ter-
mination auss [47] an. Die einzelnen Schritte des Algorithmus werden wir in Sektion
analysieren, sowie alle benotigten Grundlagen fiir eine Implementation kennenlernen.
Dabei befassen wir uns in Untersektion mit der algorithmischen Bestimmungen der
Extremalstrahlen eines Kegels, in Untersektion [3.2.2| mit der Bestimmung benachbarter
COP-perfekten Matrizen und in Sektion [3.2.3| mit algorithmischen Kopositivitatstests.

Der in [47] entwickelte Algorithmus zum Losen des CP-Membership-Problems steht in
Kapitel [ im Fokus. Hier betrachten wir erst in Sektion das genannte Problem sowie
momentane Entwicklungen und gehen dann in Sektion [4.2] auf den Algorithmus aus [47]
ein. Dabei besprechen wir die Korrektheit des Algorithmus und geben in Theorem
eigene Verbesserungen an. In Sektion beweisen wir [47, Vermutung 3.2] fiir den Fall
d = 2 und gehen in Sektion (1.4 auf die Falle d > 3 ein.

Die Berechnung des kopositiven Minimums einer Matrix besprechen wir in Kapitel
. Dazu geben wir in Sektion den ,klassischen, in [47], entwickelten Ansatz an.
Danach préasentieren wir in Sektion [5.2] einen neuen Ansatz von Schiirmann vor, welcher
in Teilen noch genauer untersucht werden muss. Dafiir geben wir in Untersektion [5.2.1]
erste Ideen an.



2 Die Kegel COP? und CP -
Grundlagen, Anwendungen und
offene Probleme

2.1 Grundlegende Definitionen

Zunachst definieren wir iiber v > w genau dann, wenn v; > w; ist, eine Halbordung
auf dem reellen d-dimensionalen Vektorraum R?. Mit dieser Halbordung definieren wir
dann den nichtnegativen Orthanten von R? als

R‘éoz{veRd ]020}.

Den Vektorraum der reellen symmetrischen d x d-Matrizen bezeichnen wir mit S¢.
Dieser wird zusammen mit dem Skalarprodukt (@, B) = Spur(@B) ein euklidischer

Vektorraum. Uber das Skalarprodukt kénnen wir dann auch eine Norm |Q| = /(Q, Q)
und Topologie, welche durch die Mengen

B(Q,e)={Be8"||Q-B|<¢}

erzeugt wird, auf 8¢ definieren. Dies ermdglicht es uns, iiber das Innere intS und den
Rand bdS einer Menge S zu sprechen.
Die Menge der vollstindig positiven d x d-Matrizen definieren wir als

de = {Z’Uﬂ);r ’ V; € Rd Z O}
=1

Mit der Kurzbezeichnung Q[v] = (Q, vv™) = v"Quv bezeichnen wir dann die Menge der
kopositiven d X d-Matrizen als

COP* ={Q € 8| Q[v] > 0 fiir alle v € RE,} .

Fiir ein Element a eines reellen euklidischen Vektorraums V' mit Skalarprodukt (.,.)
und einer reellen Zahl § nennen wir die Menge

H(a, ) ={z €V | (a,x) = 5}

Hyperebene (mit Normalenvektor a). Ersetzt man in der obigen Menge das Gleichheits-
zeichen durch > oder <, so nennen wir die entstehende Menge auch Halbraum.
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Im Folgenden verwenden wir weiterhin folgende Notation fiir einige spezielle Matrizen
und Vektoren. Mit e; bezeichnen wir den i-ten Einheitsvektor passender Dimension, mit
e den Vektor (1,...,1). Die Einheitsmatrix passender Dimension wird mit I notiert
sowie die Einsmatrix mit £ = ee™.

2.2 Kegel, Dualitit und Eigenschaften von CP? und
COP

In dieser Sektion geben wir eine Einfithrung und Ubersicht iiber die wichtigsten Begriffe
und Konzepte, die in dieser Arbeit vorkommen. Da wir diese Themen hier natiirlich
nicht zur Génze darstellen kénnen, verweisen wir auf [§].

2.2.1 Kegel und einige Resultate iiber CP? und COP*

Eine Menge K eines reellen Vektorraums V' wird Kegel genannt, falls fiir alle v, w € K
und alle A\, ¢ € Ry auch A\v + pw € K ist. Die konische Hiille einer Menge S, die
Menge aller nichtnegativen Linearkombinationen von Elementen aus S, bezeichnen wir
mit coneM.

Die beiden wichtigsten Objekte dieser Arbeit CP? und COP? sind, wie man leicht
sieht, Kegel, mit einigen weiteren Eigenschaften, die wir im Folgenden darlegen werden.
Weitere Kegel, die fiir diese Arbeit von Bedeutung sind, sind

N ={Q e8| q; >0, firaleij=1,. .., d}
der Kegel der nichtnegativen Matrizen und

Sy = {Q € 8% | Q[x] > 0 fiir alle z € Rd}

der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen. Das Innere von 82, den Kegel der positiv
definiten Matrizen, bezeichnen wir mit S2,. Offenbar erfiillt jede positiv semidefinite
und jede nichtnegative Matrix Q, dass Q[z] > 0 fiir alle R ist, sodass SZ,, N4 C COP*
ist. Da die kopositiven Matrizen einen Kegel bilden, erhalten wir daher Sdy+ N4 C
COP?. Weiter sehen wir auch, dass jede vollstandig positive Matrix nur nicht negative
Eintrige enthilt und positiv semidefinit ist, daher haben wir CP? C 82, N N In
Sektion betrachten wir diese Inklusionen fiir kleine Dimensionen und zeigen, dass
sie ab einer gewissen Dimension echt sind. Die kopositiven Matrizen bilden also im
Bezug auf die positiv semidefiniten und nichtnegativen Matrizen einen ,sehr grofien®
Kegel, die vollstandig positiven einen eher ,kleinen“ Kegel.

Alle oben genannten Kegel sind abgeschlossen, volldimensional und punktiert. Dabei
heiBt ein Kegel K punktiert, wenn er keine Gerade enthélt, also K N (—K) = {0}. Man
beachte, dass es ausreicht diese drei Eigenschaften fiir CP¢ oder COP? nachzuweisen,
wie wir in der néchsten Sektion sehen werden. Kurz werden solche Kegel auch ordentlich
genannt.



2.2 Kegel, Dualitit und Eigenschaften von CP¢ und COP?

cOP?

Abbildung 2.1: Schnitt einer Hyperebene mit COP* und CP?, siche [41, Abbildung 8.1]

Fir ein v € V nennen wir die Menge cone(v) = {Av | A > 0} den Strahl, der von
v erzeugt wird. Ein Kegel K enthélt also alle Strahlen, die von Elementen in K erzeugt
werden. Ist v # 0 ein Element aus K, so dass fiir alle u,w € K mit v = u+ w gilt, dass
u,w € cone(v) so nennen wir den Strahl, der von v erzeugt wird, Ezxtremalstrahl von
K und v Erzeuger eines Ezxtremalstrahlen von K [14, Definition 1.24]. Im Folgenden
werden wir Erzeuger von Extremalstrahlen auch als Extremalstrahlen bezeichnen.

Da sich jede vollstandig positive Matrix als Summe von nichtnegativen Rang-1-
Matrizen schreiben lisst, sind die Extremalstrahlen von CP? gerade die Matrizen zz™
mit z > 0 [14, Bemerkung 2.3]. Mit den Extremalstrahlen von COP? werden wir uns
in Sektion beschéftigen, da eine vollstdndige Liste derer noch ein offenes Problem
ist. Einige bekannte Beispiele sind allerdings die Matrizen E;; = e;ef + ejef und za™
fiir z € R\ (RZ, U(—R%,) [14, Proposition 1.25].

Ein Kegel K heifit polyedrisch, falls er endlich erzeugt wird, also K = coneS mit
|S| < oo [14, Definition 1.27] oder dquivalent er der Schnitt von endlich vielen Halbrau-

men ist, also K = (n] H7 (a;, ;) [14, Theorem 1.38]. Ein Beispiel fiir einen polyedrischen
i=1

Kegel ist A4, der durch die Matrizen E;; erzeugt wird.

In Sektion benutzen wir, dass ein polyedrischer Kegel K punktiert ist, wenn die
Menge {ay, ..., a,} volldimensional ist [86, Kapitel §].

CP? und COP? sind nicht polyedrisch, da sie unendlich viele Extremelstrahlen be-
sitzen und daher nicht endlich erzeugt werden kénnen. Es gibt aber in beiden Kegeln
polyedrische , Abschnitte [48], wie wir an unterschiedlichen Stellen in dieser Arbeit
sehen werden.
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Abbildung 2.2: Polyedrischer Kegel mit 4 Extremalstrahlen (orange)

Als Symmetriegruppe Sym(K) eines Kegels K bezeichnen wir die Menge der Auto-
morphismen unter denen K erhalten bleibt, also

Sym(K) = {L € Aut(V) | L(K) = K}.

Da Permutationsmatrizen P und nichtnegative nicht-singulare Diagonalmatrizen D den
nichtnegativen Orthanten RZ, erhalten, also PDz € RZ, fiir alle z € R?, bleibt COP?
unter Abbildungen der Form PTDXDP erhalten. In [I16] wurde gezeigt, dass dies
tatsichlich alle Automorphismen von 8¢ mit dieser Eigenschaft sind. Wir erhalten also

Sym(COP?) = {L € Aut(S?) | L(X) = PPDXDP fiir Permutationmatrix P und

D = diag(ay, . ..,aq) € N, kD = d}.
(2.1)

Fiir CP? erhalten wir durch Eigenschaften, die wir in der néchsten Sektion einfithren
werden und des hier verwendeten Skalarprodukts, dass Sym(CP?) = Sym(COP?).

2.2.2 Dualitat

Ein weiteres niitzliches Hilfsmittel in der Studie von Kegeln ist die Dualitat ebensolcher.
Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (.,.) und K, C Kegel in V. Dann
heiBt C' dual zu K, wenn [8, 5.3]

C={veV | (vky>0furalle k € K}.

Wir bezeichnen dann C' auch mit K*. Falls K = K* ist, nennen wir K selbstdual.
Beispiele fiir selbstduale Kegel sind 3%0 und A% Einige niitzliche Eigenschaften von
Dualitat sind unter anderem

o Fir einen Kegel K ist K* = (clK)*. [14, Theorem 1.35]

 Ist K abgeschlossen, so ist (K*)* = K. [10, Theorem 2.3.1 (iv)]
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o K ist genau dann ein ordentlicher Kegel, wenn K* einer ist. [10, Korollar 2.3.1]
o itK ={ke K | (k,x) >0 fir alle x € K*\{0}}. [81, Lemma 3.2.4]

Es gilt
(CPH* = COP? und (COPY)* = CP, (2.2)

was sofort aus den Definitionen folgt.

Damit lassen sich nun durch [81, Lemma 3.2.4] Beschreibungen fiir das Innere und
den Rand der beiden Mengen angeben. So ist

int COP* = {Q € 87| Q[a] > 0 fir alle z € R, \{0}} (2.3)

und

bdCOP? = {Q € 8" | Q[z] = 0 fiir ein = € RZ,\{0}}. (2.4)

Die Matrizen im Inneren von COP? nennen wir auch strikt kopositiv.

Uber CP? lassen sich dhnliche Aussagen iiber das Innere und den Rand machen,
allerdings sind wirklich anschauliche Beschreibungen des Inneren etwas komplizierter.
So ist beispielsweise [49, Theorem 2.3]

int CP? = {Q € S| Q = BB, mit B = [B,|By)], sodass B; > 0 und kB, = d}.
Eine weitere Darstellung wurde von Dickinson in [41l Theorem 7.4] gefunden. Es ist
int CP? = {Q € 8| Q = BB, mit B = [a|C], sodass tkB =d, a € ]Rio und C' > 0} .

Der Rand von CP? ist allerdings noch nicht gut verstanden. Ein Grund dafiir wird in
Sektion [2.4] présentiert.
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2.2.3 COP? und CP? fiir kleine Dimensionen
Wir erinnern, dass fiir CP¢ und COP? die Inklusionen
CP? C 8¢y NN? und 8¢, + N C COP? (2.5)

gelten. Diananda zeigte[39], dass die umgekehrten Inklusionen fiir d < 4 gelten. In
[14, Sektion 2.3] wird ein geometrischer Beweis hierfir prasentiert, basierend auf der
in der Einfithrung prasentierten geometrischen Interpretation von vollstédndig positiven
Matrizen. Man beachte hierbei, dass wegen (12.2)) nur eine der beiden Inklusionen gezeigt
werden muss, siche dazu auch [I14, Theorem 1.35].

Fiir d > 5 hingegen sind die obigen Inklusionen echt. Dafiir betrachten wir fiir COP®
die Hornmatrix [58, Gleichung (16.2.28)]

Dass diese Matrix tatsichlich kopositiv ist, wird aus der folgenden Darstellung von H [z]
klar. Es ist [58, Gleichung (16.2.29)]

H[Jf] = (131 — To + X3+ T4 — .I5)2 + 4($2.I4 + $3($5 — l’4))

2.6)
= (11 — 2y + 23 — 14 + 25)* + 42075 + 11 (T4 — T5)). (

Damit ist H kopositiv, da fiir x4 > x5 die zweite Gleichung, fir x5 > z, die erste
Gleichung nichtnegativ ist. H aber nicht positiv semidefinit und liegt auch nicht in N9,
Es kann weiter mit gezeigt werden, dass H ein Extremalstrahl von COP?® ist [58,
Seite 357-358] und sich damit nicht als Summe einer positiv semidefiniten und einer
nichtnegativen Matrix schreiben lisst. Damit ist also 82, +N® C COP®. Ist nun R ein
Extremalstrahl von COP?, so erhalten wir mit

(O]“E 8) (2.7)

einen Extremalstrahl von COP™ [9][41, Theorem 8.20]. Man beachte, dass wir mit
diese ,Null“-Operation an einer beliebigen Stelle durchfithren kénnen. Damit ldsst
sich aus H eine Matrix in COP%\ (8¢, + N9) fiir beliebiges d > 5 konstruieren. Eine
weitere Methode, wie man solche kopositiven Matrizen auBerhalb von S, + N4 kon-
struieren kann, wird in [70] prasentiert. -

Fiir CP? geben wir zunéchst folgendes graphentheoretisches Argument: Wir definieren
den Graphen einer (symmetrischen) Matrix @ als G(Q) = (V(Q), E(Q)) mit V(Q) =
{1,....d}und E(Q) ={(¢,7) | i # J, a;; # 0} und nennen einen Graphen G vollstandig
positiv, falls jede Matrix Q € SZ,NN? mit G(Q) = G vollstindig positiv ist. Kogan und
Berman zeigten in [77, Theorem 2.1], dass ein Graph genau dann vollstindig positiv ist,
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wenn er keinen ungeraden Kreis mit Lange > 4 enthélt. Offenbar gilt dies fiir Graphen
mit |V| < 4 immer. Man beachte, dass diese Eigenschaft eine Begriindung fiir den
»oprung in der Grofle dieser beiden Kegel ist [48], Sektion 3].

Betrachten wir damit den Graphen der positiv definiten und nichtnegativen Matrix
[14, Beispiel 2.9].

5
11001 VRN
12100 1 4

B=|01210
00121
10016 2 3

Dann sehen wir, dass dieser Graph einen ungeraden Kreis der Linge 5 enthéalt. Damit

erhalten wir, dass CP° C 330 NA?® ist. Indem wir B in Blockmatrizen der Form (g 8)

einbetten, erhalten wir solche Graphen fiir beliebige d > 5.

Der ,Grenzfall* d = 5 fiir CP° wird genauer in [33] untersucht, so wissen wir bei-
spielsweise, dass die Extremalstrahlen von CP° nur Rang-1-Matrizen sind, unter den
Extremalstrahlen von 82, N A? treten allerdings auch Rang-3-Matrizen auf [33, Theo-
rem 1]. Dies liefert interessanterweise Faktorisierungsmoglichkeiten, da wir dadurch
82, NN® = CP®+ cone{Q | Q ist ein Rang-3-Extremalstrahl von 82, N N®} erhalten.

2.2.4 Zusatzliche Definitionen

Die Menge [z,y] = {\x + (1 — Ny | A € [0, 1]} nennen wir Strecke zwischen x und y.

Eine Seite einer abgeschlossenen konvexen Menge K ist eine echt nichtleere Teilmenge
F, die ,abgeschlossen® beztiglich Strecken ist [41, Definition 8.1]. Das heifit, dass eine
Strecke [z, y] von Elementen zy € K F nur dann schneidet, wenn = und y selber in F'
sind.

F heiflt dann auch eine dim F'-Seite von K. Die 0-,1- und d—1-Seiten von K bezeichnen
wir mit Ecke, Kante und Facette. Man beachte, dass die Extremalstrahlen eines Kegels
gerade die 1-Seiten sind. In Sektion werden wir noch eine Unterklasse von Seiten,
sogenannte offenliegende Seiten verwenden. Dabei heifit F' offenliegende Seite von K,
falls es eine Hyperebene H(a, ) gibt, sodass F' = H(a,3) N K und K C H=(a, ) gilt
[41], Definition 8.2]. In Sektion [2.4| benétigen die Eigenschaft, dass fir volldimensionales
K jede Seite von K in einer offenliegenden Seite enthalten ist [41, Theorem 8.4].

Wir bezeichnen die konvexe Hiille A der Punkte vy, ..., v,

n d
A = conv{vy,...,v,} = {Z)‘ivi [ X>0, > \= 1}
i=1 i=1

als k-dimensionalen Simplex (kurz k-Simplex) mit den Ecken vy, ..., v,, wennn = k+1
ist und diese Punkte nicht alle in einem k — 1-dimensionalen affinen Unterraum liegen
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2.3 Anwendungen

In dieser Sektion wollen wir Anwendungen der kopositiven und vollstdndig positiven
Matrizen vorstellen. Dabei gehen wir vorwiegend in die Anwendungen im Bereich der
Optimierung ein, wo diese Matrizen dazu benutzt werden konnen, schwierige Proble-
me als sogenannte konische Optimierungsprobleme darzustellen, und erlautern Vorteile
einer solchen Darstellung. Dazu geben wir zunéchst eine Einfithrung in die konische
Optimierung und stellen dann die grundsétzlichen Techniken dieser Umformulierungen
dar. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung der konischen Optimierung verweisen wir auf
[10][81].

Es gibt neben den Anwendungen in der Optimierung eine Vielzahl von weiteren
Anwendungen. Da diese den Rahmen und Fokus dieser Arbeit sprengen wiirde, werden
wir auf diese nicht weiter eingehen. Sie finden sich aber in [14][25] [27][37] [45] [48] [57] [58,
Kapitel 10][76] [87][90][97] [L03] [104] und Referenzen darin.

2.3.1 Konische Optimierung

Unter einem konischen Optimierungsproblem, kurz auch konisches Problem, iiber einem
Kegel K verstehen wir ein Problem der Form [I0, Sektion 2.2, Gleichung (CP)]

min (C, X),
sodass (A;, X)=DB;, i=1,...,n (2.8)
und X € K.

Die Klasse der konischen Probleme ist recht grofl, so lassen sich beispielsweise alle
linearen Optimierungsprobleme durch die Wahl von K = R‘io in die Form bringen.

Ebenfalls lassen sich eine Vielzahl von Problemen als konische Probleme tiber dem
sogenannten Lorentz-Kegel

L = {( t > € RdJrl | |$| S l’d_t'_l} (29)
Td+1

schreiben [85]. Solche ,second-order-cone-problems®, auch SOCPs genannt, konnen
recht effizient in polynomieller Zeit gelost werden [10, Kapitel 6][96]. Man konnte also
annehmen, dass konische Probleme, wie auch die linearen Probleme, ,leicht® sind. Wie
wir in der néchsten Sektion sehen werden, ist dies nicht der Fall.

Ein Problem der Form (2.8)) heiit zuldssig, falls der zuldssige Bereich
Z={X1]({4,X)=B;,i=1,....,n,X € K}

nicht leer ist. Man beachte, dass der zuldssige Bereich eines konischen Problems fiir den
Fall n > 0 geometrisch gerade der Schnitt eines Kegels mit mehreren Hyberebenen ist.
Bezeichnen wir mit

L={X|(A,X)=0,i=1,...,n}

10
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und gibt es ein X, mit (A;, Xo) = By, i = 1,...,n, so konnen wir den zuldssigen Bereich
schreiben als Z = K N (X, + L). Man beachte, dass L ein Unterraum ist.
Das Problem ({2.8]) heifit strikt zuldssig, falls die Menge

Zy={X [ (A, X)=B;, i=1,....,n,X € intK}

nicht leer ist.

Ein wichtiges Konzept in der linearen Optimierung fiir Optimalitatskriterien ist die
Dualitét solcher Probleme [I10, Sektion 7.4]. Dieses Konzept lésst sich durch die Dua-
litdt von Kegeln, siehe auch Sektion [2.2.2] auf konische Probleme tibertragen. Dabei
nennen wir dann ein Problem der Form

max y' B,

so dass ZyiAi -C=S5 (2.10)
i1

und S € K*

das zu (2.8)) duale Problem [81), Definition 3.2.5].
Man beachte, dass durch die Menge { i yiA |y € ]R"} gerade das orthogonale Kom-
i=1

plement von L ist. Wir konnen den zuldssigen Bereich von also schreiben als
K*N(=C+ LY). Damit ist (2.10)) ebenfalls wieder ein konisches Problem. Das primale
Problem wird dazu passend in der Literatur auch oft iiber dem zuldssigen Bereich
K N (B + L) geschrieben. Dabei gilt auch, dass das duale Problem von gerade
ist, falls der Kegel K abgeschlossen ist [10, Theorem 2.4.1].

Die Probleme und stehen nun nicht nur in einem geometrischen Zusam-
menhang, es lassen sich auch Aussagen beziiglich der optimalen Werte der Probleme
treffen. So gilt fiir alle zuldssigen Losungen X und y, dass (C, X) < y™B [10, Proposi-
tion 2.3.1]. Insbesondere ist der optimale Wert von grofer gleich dem von (2.8)).
Ist weiterhin von unten beschrankt und strikt zuléssig, so stimmen die optimalen
Werte iiberein [10, Theorem 2.4.1]. Weiter ist ein Paar (X, y) von zuldssigen Lésungen

11
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der Probleme 1} und ([2.10) optimal, wenn Zn: yi((A;, X)—B;) =0und y*B = (C, X)
i=1
ist [10, Theorem 2.4.1].

Da es sich bei konischen Problemen um spezielle konvex-lineare Probleme handelt
kann man hier ebenfalls die typischen Optimalitdtskriterien wie die Slater- und KKT-
Bedingungen [81], Sektion 3.1.2] anwenden. Man beachte, dass daher auch die optimalen
Losungen auf dem Rand des Kegels K liegen. In [50, Theoremm 3.3] wurden spezielle
KKT-artigen Bedingungen fiir konische Probleme itber CP% und COP? gefunden.

Da uns im Folgenden vorwiegend konische Probleme iiber den Kegeln COP?, CP? und
Sgo begegnen werden, fithren wir hier die Kurzbezeichnung kopositives und vollstindig
positives Problem ein.

2.3.2 Umformulierungen bekannter schwerer
Optimierungsprobleme

Wir wollen nun einige schwierige Optimierungsprobleme als konische Probleme iiber
CP? und COP? formulieren. Die wohl bekannteste Umformulierung geht auf Bomze et.
al [20] zuriick und betrifft das Standard-Quadratische-Problem

min Q|z],
so dass ez =1 (2.11)
und z > 0.

Ziel hierbei ist eine quadratische Form () iber dem Standardsimplex
A ={reR*|2>0, "z =1} (2.12)

zu minimieren. Man beachte, dass A® ein d — 1-Simplex mit den Ecken e, ..., eq ist.

ist N'"P-vollstandig, da dass bekannte N'P-vollstandige ,, MAXCLIQUE*“-Problem
[73, Main Theorem] durch ein Standard-Quadratisches-Problem dargestellt werden kann.
Genauer zeigten Motzkin und Straus, dass fir die Cliquenzahl w(G) eines Graphen G
mit Adjazenzmatrix A [93, Theorem 9]

1 .
@ (B — A)z] (2.13)

,so dass © € A

gilt.

Die grundsétzliche Idee der Umformulierung ist nun, statt einen nichtnegativen Vek-
tor x eine vollstandig positive Matrix X als Variable zu betrachten. Dabei wird unter

12
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anderem der Ausdruck Q[z] ,linearisiert und man erhalt

min <Q7X>7
so dass (E, X) =1 (2.14)
und X € CP?.

Es bleibt hierbei zu sehen, dass die optimalen Werte von und iiberein-
stimmen. Dies ist der Fall, da zunéachst die Extrempunkte des zulédssigen Bereiches von
(2.14) gerade die Rang-1-Matrizen xz™ mit € A® sind. Dies folgt im Wesentlichen
daher, dass die Rang-1-Matrizen gerade die Extremalstrahlen von CP? sind [20, Lemma
5]. Da wir weiter eine lineare Zielfunktion haben folgt, dass der optimale Wert an einem
Extrempunkt angenommen wird . Wir sehen also, dass tatsachlich eine vollstan-
dig positive Umformulierung von ist. Man beachte, dass die ,vollstandig positive
Bedingung®“ durch die Nichtnegativitatsbedingung in kommt.

Wir sehen weiter, dass die Schwierigkeit von in die Bedingung X € CP? , ge-
schoben® wird [48]. In Kapitel 4] behandeln wir kurz die tatsachliche Schwierigkeit des
Uberpriifen von X € CP%.

Ein Vorteil solcher Umformungen ist, dass die Zielfunktion von ([2.11f) nicht notwen-
digerweise konvex sein muss (tatséchlich ist sie nur konvex, wenn @) € 8%, ist), aber
als konisches Problem immer konvex ist. Die in Sektion erwahnten Opti-
malitétskriterien kénnen also auf angewandt werden.

Das duale Problem zu ([2.14]) ist ein kopositives Problem und besitzt die Form
max \, so dass Q — A\E € COP?.

Wenden wir dies auf (2.13)) an, so erhalten wir
1

m = max w, so dass .
Viele graphentheoretische Probleme lassen sich auf recht ahnliche Weise darstellen.
De Klerk und Pasechnik zeigten in [37], Korollar 2.4] beispielsweise, dass sich die Stabi-
litdtszahl a(G) eines Graphen durch

min a, so dass a(l + A) — E € COP?

berechnen lédsst, indem sie zuerst d&hnlich wie Motzkin und Straufl zeigten, dass es sich
durch ein Standard-Quadratisches-Problemen berechnen lédsst. Die Stabilitatszahl ist
die Kardinalitdt der grofiten unabhéangigen Menge von G, wobei eine Teilmenge von
Knoten unabhéngig heifit, falls es keine Kante zwischen ihnen gibt. Man beachte, dass
dieses ,,INDSET“-Problem &hnlich wie das ,MAXCLIQUE“-Problem N P-schwer ist
[73, Main Theorem|. Gvozdenovi¢ und Laurent zeigten in [57, Sektion 2.5] auf ganz
dhnliche Weise, dass auch die Farbungszahl eines Graphens auf diese Weise berechen-
bar ist.

13
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Das Standard-Quadratische Problem gehort zur Problemklasse der quadratischen Opti-

mierung. Interessanterweise lassen sich recht viele Probleme dieser Klasse mit d&hnlicher

Strategie als vollsténdig positive Probleme darstellen. Betrachten wir dazu eine allge-
meinere Form von ([2.11])

min Qx] + ¢z,

so dass Ax = b,

r; €{0,1} firi € B

und x > 0.

(2.15)

Um hier ebenfalls ein vollstandig kopositives Problem zu erhalten, betrachten wir wie
vorhin statt = eine vollstandig positive Matrix X und bezeichnen mit A; = a;a]. Damit
erhalten wir dann ein Problem der Form [31][Gleichung (C)]

min(Q@, X) + c*z,

so dass Ax = b,

(A, X) =02, i=1,...,d,
v, =Xy furie B

und ({ $> c CP*t.
zt 1

(2.16)

Damit dies eine tatsédchliche Umformung ist, muss (2.15]) zuléssig sein, dies kann aller-
dings immer erreicht werden [31]. Man beachte, dass ([2.16)) im Vergleich zu (2.15)) zwar
O(d?) Variablen, aber nur doppelt so viele Gleichungen besitzt.

In [31, Korollar 2.5] wurde gezeigt, dass wenn der urspriingliche zulédssige Bereich
beschrankt ist, ist

{(f; T) | (z, X) im zuldssigen Bereich von (2.16 }

DO

1)\1
und sogar, dass der urspriingliche zulédssige Bereich gerade die Projektion des zulassigen
Bereiches von ([2.16)) ist [31, Korollar 2.4].

T
gerade die konvexe Hiille der Menge (T | x im zuldssigen Bereich von (2.15 }

Damit erhalten wir, dass die optimalen Werte der beiden Probleme tibereinstimmen
und wenn (z*, X*) eine optimale Losung von ist, dann liegt x* in der konvexen
Hiille von optimalen Loésungen von (2.15) [31, Theorem 2.6]. Man beachte, dass z*
selber nicht unbedingt eine optimale Losung von (2.15) ist. Man beachte auch, dass
der Schnitt des Inneren von CP*! mit dem zuldssigen Bereich von leer ist.
Insbesondere ist die Umformulierung daher nicht strikt zulassig. Dafiir betrachten wir
die Matrix M = (A —b). Dann ist

M (;‘; f) M?™ = bb™ — Axb™ — brTA™ + AX AT = 0,

14
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wenn (z, X) im zuldssigen Bereich von (2.16) liegt. Damit ist ([L‘T f) positiv semide-

finit aber nicht positiv definit und somit nicht im Inneren von CP*"!. Tatséchlich ist

die Bedingung M (X gi) M™ = 0 und sogar nur M (X v

zT zT 1

obigen linearen Nebenbedingungen [32, Proposition 8.3].

) = 0 aquivalent zu den

Da strikte Zuléssigkeit eine wichtige Eigenschaft fiir viele Optimalitatskriterien und
einer Eigenschaft in der nichsten Sektion ist, wird in [3I], Sektion 3.1] eine Moglichkeit
prasentiert, wie man unter gewissen Voraussetzungen die Variable x in eliminieren
kann und damit einen zuldssigen Bereich erhélt, dessen Schnitt mit dem Inneren von
CP? nicht leer ist. Dafiir muss ein Vektor y existieren, sodass y™A > 0 und y™b = 1.
Diese Bedingung kann in vielen Féallen erreicht werden. Definieren wir nun fiir so ein
y a = yTA, dann sehen wir zunéchst, dass die Bedingung o™z = 1 fiur alle x im
zulassigen Bereich von erfiilllt ist. Daher kann man diese Bedingung zu
hinzufiigen, ohne das Problem zu verédndern. Da wir mit der Idee, dass X = xz™
ist, konstruiert haben, ist Xa = x fiir alle (z, X) im zuldssigen Bereich von ([2.16))
erfilllt. Da o > 0 erhalten wir weiter, dass wenn X € CP?* ist, dann ist die Matrix

(X Xa

atX 1
3.1]

) vollstandig positiv. Damit kénnen wir (2.16)) schreiben als [31, Theorem

min{(@, X) + ¢ Xa,

so dass AXa = b,

(A, X) =02, i=1,...,n,
X[a] =1,

(Xa); =X, firi € B
und X € CP?.

Man beachte, dass es zwar nicht immer gelten muss, aber (2.17) moglicherweise strikt
zuldssig ist, wohingegen (2.16)), wie oben gezeigt, niemals strikt zuldssig ist.

(2.17)

Eine weitere sehr allgemeine Form von quadratischen Problemen sind die quadratisch
beschrinkten quadratischen Probleme, auch QQCQPs genannt. Ein QCQP ist ein Problem

der Form
max / min Q[z] + ¢z,

so dass Pjz]|+ajz <b;, i=1,....,n.

Die Probleme ([2.18)) und (2.15]) lassen sich in die Form von (2.18]) bringen. Man beachte
dafiir, dass sich die Bedingung = € {0,1} als # = 2 schreiben lasst.

(2.18)

QCQPs werden wir noch einmal genauer in Kapitel [5| betrachten. Es ist bisher noch
unbekannt, ob sich solche Probleme auch als vollstandig positive Probleme darstellen
lassen [48]. Allerdings ist es moglich, solche Probleme tiber dem Kegel der verallgemei-
nerten vollstandig positiven Matrizen beziiglich eines Kegels K

GCP(K) = cone{zz™ | z € K} (2.19)
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darzustellen. Man beachte, dass QCP(R%O) gerade CP? und GCP(R?) gerade 84, ist.
In [34] werden QCQPs als konische Probleme iiber GCP(K) mit K = R} XL oder
K =R xSZ" dargestellt, wobei L der Lorentz-Kegel aus der vorherigen Sektion ist.

Fir weitere Umformungen von Problemen dhnlicher Art und Anwendungen dieser Pro-
bleme verweisen wir auf [18][20][24] [31][95] [105][L06] und Referenzen darin.

2.3.3 Polyedrische Approximation von CP? und COP*

In der folgenden Sektion wollen wir auf polyedrische Approximationen von CP¢ und
COP? eingehen. Wie wir in der vorherigen Sektion erwihnt haben, ist der Grund fiir die
Schwierigkeit von konischen Optimierungsproblemen iiber CP? und COP? die Schwie-
rigkeit der Uberpriifung von X € CP? beziehungsweise X € COP?. Dies kann allerdings
in einem gewissen Sinne umgangen werden. Wir werden im Folgenden aufzeigen, dass
sich CP? und COP? polyedrisch approximieren lassen, es also Folgen von Polyedern P,
gibt, sodass entweder
K = ﬂPnoderK:clUPn
neN neN

gilt, wobei K entweder CP? und COP?. Wenn wir dann die konischen Probleme statt
iiber CP? oder COP? iiber den Polyedern P, betrachten, erhalten wir lineare Opti-
mierungsprobleme, welche sich in polynomieller Zeit 16sen lassen. Wie wir gleich sehen
werden, lassen sich Optimierungsprobleme iiber CP? oder COP? mit geniigend Rechen-
aufwand beliebig gut durch solche Schemata approximieren.

Dafiir konstruieren wir nun Folgen von polyedrischen Kegeln P,, sodass

Py,CP C---CCP'/COP? oder
Ph2P2PD---2CP'/COP?
gilt. Diese Folgen werden auch innere beziehungsweise duflere Approximationen genannt.

Hierbei ist zu beachten, dass man durch eine innere Approximation von CP? eine duBere
Approximation von COP? durch Dualitit konstruieren kann und umgekehrt.

Die erste polyedrische Approximation, die wir hier vorstellen wollen, wurde von Yildirim
in [I21] konstruiert. Dafiir betrachten wir zunéchst eine Diskretisierung des Standard-
simplizes A®. Man beachte, dass eine Matrix @ kopositiv ist, falls Q[z] > 0 fiir alle
x € A% ist . Sei nun

An)={r € A| (n+2)z €N}, firn=0,1,2,...,

sowie d(n) = LnJ A(n). A(n) und 6(n) enthalten nur rationale Punkte, fiir A(n) sind
i=0

es beispielsweise genau die Punkte z, sodass (n 4 2) ein Vielfaches des Hauptnenners
der Koeffizienten x; von x ist. Man beachte, dass es fiir alle n nur endlich viele solcher
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Vektoren in A® gibt. Weiter ist |A(n)| = (dzgl). Nun gilt auBerdem

5(0)Cé(1)C...C A?

Damit definieren wir nun die Folge von Kegeln [121], Gleichung (11)]
P, ={Q € 8| Q[z] > 0 fiir alle 2 € §(n)}. (2.20)

Offenbar gilt Py O P, D --- D COP? AuBerdem sind die Kegel P, aufgrund der
Endlichkeit von 6(n) polyedrisch, da sie durch die endlich vielen Ungleichungen Q[z] >
0, x € 6(n) bestimmt werden, sodass die Folge P, tatsachlich eine &uflere Approximation
von COP ist. Es gilt weiterhin [I21, Theorem 2.1], dass

COP? = () P..

neN
Damit ldsst sich nun auch eine innere Approximation von CP? durch die dualen Kegel
(P)"={Q € S*| (Q,X) >0 firr alle X € P,} = { > Az | Ay > 0}
z€d(n)
angeben. Hier gilt sogar, dass [I121, Theorem 2.2]

int CP? C | J (P,)* € CP%ist, und damit cl | J (P,)* = CP?.

neN neN

Eine innere Approximation an COP* wurde durch de Klerk und Pasechnik in [37]
gefunden. Dafiir betrachten wir fiir eine Matrix Q € S¢ die Polynome

d d
po(x) = Y qyrie; und py = (Y gyaiad)(d i)™
i,j=1 ij=1 i=1

Das Polynom pq () spielt generell fiir Approximationen von COP* eine Rolle, da gezeigt
werden kann [I0T], Sektion 5.3], dass Q € COP? genau dann wenn pg(z) > 0 fiir alle
z € R%. Wir definieren nun [37, Definition 3.1]

P, = {Q € 8| p&y(x) hat nur nichtnegative Koefﬁzienten} : (2.21)

Man beachte, dass N4 = P, und es gilt [37, Theorem 3.3], dass

N*=PyC P C-- CCOP? und int COP? C | J P, also cl | P, = COP?.

neN neN

P, ist auch hier wieder polyedrisch, sodass wir tiber diesen Kegeln wieder lineare Opti-
mierung betreiben kénnen. Uber Dualitét erhalten wir dann eine duflere Approximation
von CP%

Weitere Approximationen wurden von Lasserre [80], der iiber Momente eine dufere
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Approximation konstruiert hat, Parillo [101], der sogenannte Summe-von-Quadraten-
Faktorisierungen von Polynomen fiir innere Approximationen verwendet hat, oder Pena,
Vera und Zuluaga [102], die ebenfalls Polynom-Bedingungen fiir eine innere Approxi-
mation benutzt haben, gefunden. Einen guten Uberblick iiber verschiedene Approxima-
tionen liefert [21], Tabelle 1].

Betrachten wir nun einmal das konische Problem

min(C, X),
sodass (A;, X) =b;,i=1,...,n (2.22)
und X € CP?.
und dessen duales Problem
max b y,
so dass ZyiAi +Q=C (2.23)
i=1
und Q € COP?

Sei weiter \* der optimale Wert von ([2.22]) und , K, die oben konstruierte innere
Approximation von CP? und C, die oben konstruierte duere Approximation. Man
beachte, dass

Ky C K C---CCP'C---CC CCy=N,

gilt. Daher bezeichnen wir mit

Al =min {(C, X) | (4;,;X) =b; und X € C,,}
A =min {{C, X) | (A;, X) =b;und X € K.} .

die optimalen Werte der iiber K,, beziehungsweise C), gelosten linearen Probleme. Damit
gilt, dass [121), Gleichung (28)]

NSNS A< <AL <N

Weiter erhalten wir unter der Voraussetzung, dass und beide strikt zulassig
sind, dass [I21, Theorem 3.1] lim A = lim A7 = A". Anders gesagt, dass A} — A" — 0.

Wir kénnen also die Probleme iiber CP? und COP? tatsichlich beliebig genau durch
lineare Probleme approximieren. Fiir eine detailliertere Analyse dieses Sachverhaltes
verweisen wir auf [12I]. Man beachte, dass die hier vorgestellten und in [21, Tabelle
1] aufgefiihrten Approximationen regelméfig sind und daher keine Informationen ei-
nes etwaigen Problemes benutzen. Es ist allerdings moglich, solche Approximationen
zu konstruieren. So haben Bundfuss und Diir in [30] einen auf sogenannten Simplex-
partitionen basierenden adaptiven Algorithmus zum linearen Approximieren konischer
Probleme iiber COP? an. Auch werden in [57] Approximationen fiir einige, der in Sek-
tion [2.3.2) angesprochenen, graphentheoretischen Probleme untersucht.
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2.4 Die Extremalstrahlen von COP*

In Sektion haben wir schon einen Teil von kopositiven Extremalstrahlen aufge-
fiihrt, die Matrizen E;; und x2™ mit € R*\(R%, U — R%,). Wie sich herausstellt sind
dies bereits alle Extremalstrahlen von COP?, die in 8¢, + N sind. Insbesondere sind
dies nach Sektion alle Extremalstrahlen von COP? fiir d < 4 [41, Theorem 8.20].
Man beachte hierbei, dass ein Extremalstrahl aus 8¢, + N'? automatisch in §¢, U N4
liegt, also nur die Extremalstrahlen dieser beiden Mengen zu betrachten sind.

Wenn d > 5 ist existieren Extremalstrahlen, welche nicht in 8¢, + N9 liegen, wie
wir bereits mit der Horn-Matrix gesehen haben. Die Bestimmung aller solcher
Extremalstrahlen ist noch ein offenes Problem. Allerdings konnten erst kiirzlich in [63]
und [I] die 5 x 5 und 6 x 6 Extremalstrahlen klassifiziert werden. Fiir d > 7 bedarf es
noch weiterer Untersuchungen der bisher genutzten Hilfsmittel oder neuer Werkzeuge.

Im Folgenden werden wir die wichtigsten Hilfsmittel zur Klassifikation der nicht po-
sitiv semidefiniten oder nicht nichtnegativen Extremalstrahlen von COP? vorstellen.
Weiter gehen wir auch auf einen Zusammenhang der Extremalstrahlen von COP? mit
dem Rand von CP? ein.

2.4.1 Minimale Nullen einer kopositiven Matrix

Das Hauptwerkzeug, welches fiir die Klassifikation der 5 x 5 und 6 x 6 Extremalstrahlen
verwendet wurde, ist das Konzept der minimalen Nullen einer kopositiven Matrix Q).
Dies stellen wir in dieser Sektion vor, dabei folgen wir der Beschreibung von [64].

Dabei heifit ein nichtnegativer Vektor x % 0 Null einer kopositiven Matriz @, falls
Q[z] = 0. Weiter bezeichnen wir mit V(Q) = {z # 0 | Q[z] = 0} die Menge der Nullen
von Q.

Wir nennen eine solche Null z minimal, wenn die Menge supp(z) = {i | z; # 0}
minimal ist. Das heifit, wenn es kein y € V(Q) gibt mit supp(y) C supp(z). Die Menge
aller minimalen Nullen wird im Folgenden mit Vj,;,(Q) bezeichnet. Auch schreiben wir
supp(V(Q)) = {supp(x) | v € V(Q)} und analog fiir Vi,in(Q).

Der Begriff ,minimal“ rechtfertigt sich dadurch, dass wir jede Null von @) als eine
endliche Summe der minimalen Nullen schreiben kénnen [64, Korollar 3.4], sie also eine
Art Basis von V(@) bilden.

Das andere Konzept, welches fiir die Klassifikation benétigt wurde, ist das einer irre-
duziblen kopositiven Matrix. Dabei heifit eine kopositive Matrix ) irreduzibel beztiglich
der Menge M, falls es kein ¢ > 0 und B € M\{0} gibt, sodass Q — eB € COP? ist.
Man beachte, dass jeder Extremalstrahl R von COP?, der nicht in S, + N liegt,
notwendigerweise irreduzibel beziiglich dieser beiden Mengen ist. -

Daher gilt, dass (Vi (R)) = R? [64, Theorem 4.5] und fiir alle Paare i,j = 1,...,d
gibt es ein © € Vi (R), sodass (Rz); = (Rx); = 0 und z; + z; > 0 [64, Korollar 4.2].

Die grundlegende Idee fiir die Klassifizierung ist es, notwendige Bedingungen fiir die
Menge Z = {I,...,I,,} von Teilmengen der Menge {1,...,d}, sodass suppVui(R),
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2 Die Kegel COP? und CP? - Grundlagen, Anwendungen und offene Probleme

einer beziiglich 8¢, und N irreduziblen Matrix R mit Einsen auf der Diagonale, durch
T reprisentiert wird, anzugeben. Dabei wurde in [9] gezeigt, dass es ausreicht, Extre-
malstrahlen mit Einsen auf der Diagonale zu betrachten, dies folgt wesentlich durch
(2.1]), wie wir in der nachsten Sektion und in Sektion aufzeigen werden.

Damit lasst sich nun das Hauptresultat fiir die Klassifizierung von 5 x 5 und 6 x 6
Extremalstrahlen vorstellen.

Theorem 2.1. ([64, Theorem 5.7]) Fiir eine kopositive, beziglich S, und N irredu-
zible, Matrixz Q) mit Einsen auf der Diagonale erfiillt die nach Kardinalitit geordnete
Menge T = {I,...,I,} = suppVmn(Q) folgende Eigenschaften:

1.

2.

2<L;<d—-2 firallei=1,...,n.
FEs gibt keine i, 7, so dass I; C I;.

Fir alle I C{1,...,d} und Indizes i,iy,...,1m,J, sodass

- 1Cl

— L\ ={*} firallek=1,...m

— (Liyn1) C (L;,,,NI) firalek=1,...,m—1

-~ LCIu{...;,”}
gibt es einl € {1,...,m}, sodass j = i'.
Seim = |{i € {1,...,n} | || = 2}. Seien Go(Z) = (V(2), E(2)),G-2(Z) =
(V(> 2),E(> 2)) die Graphen mit V(2) = {1,...,d}, E2) ={L,...,1,} und
V(i>2)={1,....,dfu{m+1,....,n}, E(>2) ={(v,k) | v € I}. Bezeichnen
weiterhin G, . . ., G, die bipartiten Zusammenhangskomponenten von Go. Dann

gibt es Kanten (v, k1), ..., (v, ki) in Gsao(Z), sodass v; ein Knoten von Gy ist
und ki, ...,k paarweise verschieden sind

Fir oy; = aj; € [0,1] mit ¢;; = —cos(ay;m) und B mit b;; = 2a;; — 1 hat das
folgende System eine Losung
— Falls {i,7} € suppVimin(Q), dann ist a;; = 0 und oy, + ajp > 1 fir alle k. Ist
{i,7} ¢ suppVimin(Q), so0 ist a;; > 0
— Fir {i,j,k} € suppVmn(Q) ist oy + i + ayr, = 1. Falls es kein I €
SUppVimin (Q) mit I C {3, 7, k} gibt, so ist cu; + aux + o > 1.
- Fdril,...,’i5 € {1,,d} istZaijik > 4
— Fiir I € suppVuin(Q) ist By € conv{zz" | x; € {£1} . Gibt esein I C J €
suppVmin(Q), dann ist By € relint(conv{zz” | z; € {£1})

Man beachte, dass die mit Theorem erhaltenen Mengen durch notwendige Be-
dingungen an die Extremalitdt von kopositiven Matrizen entstanden sind, aber nicht
notwendigerweise zu einem Extremstrahl von COP? oder gar einer kopositiven Matrix
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gehoren missen, siche auch [IJ.

Die durch Theorem [2.1| erhaltenen Mengen kann man weiter durch Einfithrung einer
Aquivalenzrelation verringern. Dabei nennen wir Z = {Iy,..., L,} und J = {J1, ..., J,}

dquivalent, falls es eine Permutation 7 gibt, sodass 7(Z) = {n([1),...,7(I,)} = {J1,..., Jn}

J. Dies ist eine recht natiirliche Aquivalenzrelation, wie wir in der nichsten Sektion
sehen werden.

Wendet man nun Theorem auf alle moglichen Aquivalenzklassen von Mengen
7 C P({1,...,d}) an, so reduziert sich die Anzahl dieser wie in Tabelle [2.1]

Erfiillt die Bedingungen | d=4 | d=5|d=26 d=17
1,2 10 150 | 15933 | > 14028724
1,245 6 33 298 19807
1,2,3,5 0 11 2697 | > 157872
1,2,34 0 2 80 18676
1,2,3,4,5 0 2 44 12378

Tabelle 2.1: Anzahl der Aquivalenzklassen von nichtleeren Mengen Z, die bestimmte
Bedingungen von Theorem erfiillen, siehe [64, Tabelle 2].

Wie man Tabelle ebenfalls entnehmen kann, reicht Theorem nicht aus, um
auch die 7x 7 Extremalstrahlen greifbar zu machen. Man beachte, dass diese Aquivalenz-
klassen nur zu Extremalstrahlen aufierhalb von 8¢, 4+ N gehéren kénnen. Damit sieht
man unter anderem auch, dass es fiir d <= 4 tatséchlich keine solche Extremalstrahlen
gibt. Weiter werden wir in der nidchsten Sektion sehen, dass es auch genau 2 Orbits
von solchen 5 x 5 Extremalstrahlen gibt. Fiir den 6 x 6-Fall hat sich herausgestellt,
dass es nur 19 Aquivalenzklassen gibt. Daher lisst sich Theorem moglicherweise
verschérfen, was zur Klassifizierung der 7 x 7 Extremalstrahlen fithren konnte.

2.4.2 Bestimmung der Extremalstrahlen von COP?

Bevor wir beschreiben, wie man die Extremalstrahlen von COP? aus den in der vorhe-
rigen Sektion bestimmten Mengen Z bestimmt, wollen wir einige diesbeziiglich wichtige
Eigenschaften der kopositiven Extremalstrahlen einfithren.

Mit wissen wir, dass die kopositiven Extremalstrahlen unter den Abbildungen
der Form (DP)" X DP erhalten bleiben.Die Matrizen der Form DP bilden eine Grup-
pe G, die auf der Menge der Extremalstrahlen von COP? wie oben operiert. Bei der
Klassifikation der Extremalstrahlen werden daher verschiedene Klassen von Orbits von
Extremalstrahlen bestimmt. Beispielsweise liegen die Extremalstrahlen E;;, ¢ # j auf
einem Orbit, die Extremalstrahlen FE;; auf einem Orbit und die Extremalstrahlen xx™
auf einem Orbit, sodass es bis auf Symmetrie nur 3 Extremalstrahlen aus 8¢, + N¢
gibt. -

Man beachte, dass zwei Matrizen, die durch aquivalente Mengen Z, J gegeben wer-
den, auf einem Orbit liegen.
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Um nun aus den in der vorherigen Sektion gewonnen Mengen Z von minimalen Nullen
Matrizen zu erhalten, benutzt man Bedingung 5 von Theorem um wie folgt 2 x 2
und 3 x 3-Blocke solcher Matrizen zu erhalten. Zunachst wissen wir, dass die Diago-
nalelemente von @) 1 sind. Ist die Menge {7, 7} in Z so erhalten wir, dass ¢;; = —1. Ist
zusétzlich die Menge {j, k} in Z, wobei ¢ # k ist, so ist ¢ix = —¢;; = —¢;x [I, Lemma
3.1, 3.2]. Fir Mengen {i, 7, k} in Z erhalten wir einen Block der Form

1 —cos(¢r) —cos(¢;)
— cos (o) 1 —cos(¢;) |,
—cos(¢;)  — cos(¢;) 1

wobei mit Theorem gilt, dass ¢;, ¢;, ¢ € (0,7) und ¢; + ¢; + ¢, = 7 ist [1, Lemma
3.2].

Diese ,,Parametrisierung® der Matrizen funktioniert, solange Z nur Mengen mit Kar-
dinalitdt 2 oder 3 enthalt. Man beachte, dass dies im 5 x 5-Fall immer gilt. Im 6 x 6-Fall
konnen solche Mengen 7 allerdings auch Mengen mit Kardinalitit 4 enthalten. Hierfiir
wird eine spezielle Behandlung benétigt, welche von den Autoren von [I] durchgefiihrt
wurde, aber recht dhnlich zu der obigen Strategie funktioniert, siehe auch [I, Lemma

4.4]

Mit der obigen Methodik ergeben sich fiir die 5 x 5 Extremalstrahlen auflerhalb von
8¢y + N die Orbits der Matrizen

1 —cos(ds)  cos(ps+ @) cos(da + ¢3)  —cos(¢s)
— cos(¢4) 1 —cos(¢5)  cos(¢s + ¢1) cos(dz + da)
cos(pg + @)  — cos(¢ps) 1 —cos(¢1)  cos(pr+2) [, (2.24)
cos(¢a + ¢3) cos(¢s + 1)  —cos(¢n) 1 — cos(¢p2)
—cos(¢3)  cos(¢s+ s cos(pr + ¢2)  —cos(gg) 1

wobei ¢; > 0 und ¢; + - - - + ¢5 < 7, sowie der Orbit der schon bekannten Horn-Matrix
(2.6)) [63, Theorem 3.1].

Fiir den 6 x 6-Fall entnehmen wir Tabelle , dass es, bis auf Aquivalenz, 44 mog-
liche Mengen Z fiir Extremalstrahlen von COP® gibt. Diese werden in [64, Tabelle 1]
aufgefiihrt und wurden in [I] untersucht. Dabei blieben 19 iibrig, siche Tabelle aus
welchen die Orbits der 6 x 6 Extremalstrahlen bestimmt wurden [I, Theorem 5.1], wel-
che nicht in 8¢, + N liegen oder durch einen 5 x 5 Extremalstrahl mit 1' erzeugt
werden.

2.4.3 Maximale Seiten von CP*

Wie wir Eingangs erwédhnt haben, kann uns die Klassifizierung aller Extremalstrahlen
von COP? eine Beschreibung des Randes von CP? durch Hyperebenen geben.

Dafiir betrachten wir zunéchst das Konzept einer maximalen Seite. Eine Seite F' einer
volldimensionalen konvexen Menge K heifit mazimal, falls sie in keiner anderen Seite
enthalten ist [41, Definition 8.5]. Nun bildet die Vereinigung aller maximalen Seiten von
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Suppvmin<R)
{1,2},{1,3},{1,4},{2,5},{4,5},{3,6},{5,6}
{1,2},{1,3},{1,4},{2,5},{3,6},{4,5,6}
{1,2},{1,3},{1,4},{2,5},{3,5,6},{4,5,6}
{1,2},{1,3},{1,4},{2,5,6},{3,5,6},{4,5,6}

(1,2}, {1,3},{2,4}, {3, 4,5}, {1,5,6}, {4, 5, 6}

{17 2}7 {17 3}7 {17 47 5}7 {27 47 6}7 {37 47 6}7 {47 57 6}
{1,2},{1,3},{2,4,5},{3,4,5},{2,4,6},{3,5,6}
{1,27.11,3,4},{1,3,5},{2,4,6},{3,4,6},{2,5, 6}
{1,2},{1,3,4},{1,3,5},{2,4,6},{3,4,6},{4,5,6}

{L 2}7 {17 37 4}7 {1? 37 5}7 {27 47 6}7 {3? 57 6}7 {47 57 6}
{1,2},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,6},{2,5,6}, {3,5,6}, {4,5, 6}
{1,5}.{2,6}.{1,2,3},{2, 3,4}, {3,4,5}, {4, 5,6}
{1,2,3).{1,2,4},{1,2,5},{1,3,6},{2,4,6}, {3,4,6}
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,6},{2,4,6}, {3,5,6}
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,6},{2,4,6},{3,4,6},{3.5,6}
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,6},{2,4,6},{3,5,6}, {4,5,6}
{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5},{4,5,6},{1,5,6},{1,2,6}
{1,2,3},12,3,4},{3,4,5},{1,4,5},{1,2,5},{3,4,6}, {1, 4,6}, {1,2,6}
{3,4,5},{1,4,5},{1,2,5},{1,2,3},{1,5,6},{2,3,4,6}

Tabelle 2.2: Reprisentanten der Aquivalenzklassen von suppVpi,(R) der nicht positiv
semidefiniten und nicht nichtnegativen Extremalstrahlen von COP®, siehe
[T, Tabelle 1]

K gerade den Rand von K [41, Theorem 8.8], genauer enthélt sogar jede Vereinigung
von Seiten, die dem Rand von K entsprechen, alle maximalen Seiten.

Wie in Sektion angemerkt, ist jede Seite in einer offenliegenden Seite enthalten,
sodass maximale Seiten selber offenliegend sein miissen. Ist K nun ein ordentlicher
Kegel, dann werden die offenliegenden Seiten von K gerade durch Elemente R von K*
mittels

{Qe K| (R,Q)=0}={Q[(R,Q)=0}NK

erzeugt [41l Theorem 8.13]. Diese Seite nennt man auch die von R induzierte Seite
von K. Die maximalen Seiten in dieser Hinsicht speziell, dass es hier immer einen
Extremalstrahl von K* gibt, der so diese erzeugt [41, Theorem 8.15]. Dies folgt aus den
Eigenschaften von Extremalstrahlen.

Wiirde man also alle Extremstrahlen von COP? kennen, so kénnte man den Rand
von CP? klassifizieren. Dies ist allerdings, wie Eingangs erwihnt, ein offenes Problem.
Allerdings lassen es die Resultate in [I][41, Theorem 8.20][63] zu, dies wenigstens fiir
d < 6 zu tun.

Fiir d = 2 erhalten wir daher beispielsweise, dass

bdCP? = {xxT | x € Rgo} U {Q €CP? | q1o = 0}.
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Auch wenn die Klassifizierung aller kopositiven Extremalstrahlen ein offenes Problem
ist, so kennen wir bereits zumindest alle Extremalstrahlen aus 8%, 4+ N Das ist tat-

séchlich ausreichend, um alle Facetten von CP? zu klassifizieren, wie wir gleich sehen
werden. Dies ist ein Resultat von Dickinson [40], welches wir in Kapitel {4 brauchen
werden, weshalb wir hier den Beweis angeben wollen. Es gilt das

Lemma 2.2. ([40, Theorem 6.6]) Die Facetten von CP? fiir d > 2 werden durch die
Extremalstrahlen E;;, © # j induziert.

Beweis. Wir geben hier die Argumentation von Dickinsion in [40, Theorem 6.6] an.
Zunachst haben die von Fj; induzierten Seiten die Form

Fy={QecP’ |4 =0}.

Damit sieht man sofort, dass die Dimension von Fj; gerade (dgl) — 1 ist, da einerseits
die Menge

{xa™ |z =er +e, (K1) # (4,7)}
(d‘gl) — 1 linear unabhéngige Elemente des 8¢ enthélt und selber in Fj; enthalten ist.

Andererseits ist Fj; eine echte Teilmenge von CP?. Da CP?, wie in Sektion ange-

merkt, volldimensional ist, erhalten wir also, dass dimF;; = (d;ﬂ) — 1, wenn ¢ # j ist.
Die Seiten Fj; sind in den entsprechenden Seiten Fj; enthalten, also dementsprechend

keine Facetten. Dies folgt, da zunichst Q = Ek:xk(xk)T mit x;, € Réo ist. Falls ) nun

in Fy; ist, also ¢;; = 0 gilt, muss daher 2% = 0 fiir alle k sein. Damit ist dann aber auch
¢i; = 0 fiir alle j und somit ist @ in Fj;.

Um nun zu sehen, dass die Fj; tatsachlich die einzigen Facetten sind, betrachten wir
die Extremalstrahlen R auBerhalb von A?. In [40, Lemma 6.4] wurde gezeigt, dass die
Dimension einer Seite von CP¢ kleiner oder gleich (d‘gl) — {4 | rii > 0} ist, wobei
R der Extremalstrahl ist, der diese Seite erzeugt. Es bleibt also zu sehen, dass alle
Extremalstrahlen aulerhalb von N'¢ wenigstens zwei positive Diagonalelemente haben.

Da R nicht in N4 liegt, gibt es ein r;; < 0, i # j. Man beachte hierbei, dass die
Diagonalelemente nicht negativ sein kénnen. Daher sind die beiden Diagonalelemente
r;; und 7;; positiv. Wéren beide gleich 0 so wire Rle; + e;] < 0, was einen Widerspruch
ergeben wiirde, und ware nur eines der beiden, angenommen r;;, positiv, so ware
R[(r;;+1)e;—rije;] < 0. Damit konnen die Seiten, die durch Extremalstrahlen auflerhalb
von N? erzeugt werden, keine Facetten sein. [J

Zwar werden durch die restlichen Extremalstrahlen keine Facetten erzeugt, aber es
lassen sich auch hier Aussagen iiber die Dimension der bekannten positiv semidefiniten
und 5 x 5-Extremalstrahlen sowie tiber die Dimensionen der maximalen Seiten von
CP? machen [41, Theorem 8.33, Theorem 8.35]. Fiir die 6 x 6 Extremalstrahlen sind
zwar noch keine Resultate beschrieben, allerdings konnen sie diesbeziiglich analog zu
den anderen Extremalstrahlen mit den Methoden in [41, Methode 6.5, Theorem 8.34]
untersucht werden.
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2.5 COP-perfekte Matrizen

In der folgenden Sektion wollen wir eine fiir diese Arbeit zentrale Unterklasse von ko-
positiven Matrizen, die sogenannten COP-perfekten Matrizen einfiihren.

Dazu definieren wir zunachst das kopositive Minimum einer Matriz () als [47, Def.
2.1]

mincop Q = inf {Q[v] | v € Z¢,\{0}} (2.25)

und zugehorig dazu

Mingcop Q = {U S ZHZZO | Q[U] = minecop Q} (226)

die Menge aller nichtnegativen ganzzahligen Vektoren, an denen das kopositive Mini-
mum angenommen wird, welche wir auch als minimale Vektoren bezeichnen. Man be-
achte, dass diese Definitionen dhnlich denen des arithmetischen Minimums einer Matriz
@ [111], Sektion 1.1.3]

Q) = inf {Q[e] | v € Z\{0}]
und der Menge
Min(Q) = {v € Z* | Q] = \(Q)}

aller ganzzahligen Vektoren, an denen es angenommen wird, sind. Diese stammen aus
der Studie der positiv definiten quadratischen Formen. Wir werden im Folgenden weitere
Analogien zwischen dieser Studie und den COP-perfekten Matrizen sehen.

Fiir strikt kopositive Matrizen ist das kopositive Minimum positiv und wird an héchs-
tens endlich vielen ganzzahligen Vektoren angenommen [47, Lemma 2.2]. Dies folgt
leicht aus einem Kompaktheitsargument. Fiir Matrizen, die auf dem Rand von COP?
liegen kann das kopositive Minimum 0 sein und von unendlich vielen Vektoren ange-

nommen werden. Beispielsweise ist das kopositive Minimum der Matrix ) = <(1) 8) €

bd COP? gleich 0 und Mingop Q = {key | k € N'}. Andererseits ist das kopositive Mi-
nimum der Matrix B = —f/ﬁ _1/5 € bdCOP? gleich 1, sowie Mincop B = {es}.

Wir sehen also, dass es fir den Rand keine Aussage wie 47, Lemma 2.2] gibt. Man
beachte, dass die Matrizen () und B positiv semidefinit sind, deren kopositives und
arithmetisches Minimum tbereinstimmen und man damit analoge Aussagen fiir das
arithmetische Minimum treffen kann.

Mit [47, Lemma 2.2] kénnen wir nun die COP-perfekten Matrizen sinnvoll definieren.

Zuséatzlich geben wir hier noch die Definition der sogenannten perfekten Matrizen an,
welche wir in Kapitel 4| brauchen werden.

Definition 2.3. [47, Definition 2.4], [I11, Sektion 3.1.3]

e Ein Matriz P € int COP? heifit COP-perfekt, falls es durch sein kopositives
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Minimum minecop P und Mingop P bestimmt wird, also die einzige Losung des
Systems X [v] = mingpp P, v € Mingop P ist.

o Pine Matriz P € 8%, heifit perfekte quadratische Form, falls es durch sein arith-
metisches Minimum A(P) und Min P bestimmt wird, also die einzige Losung des
Systems X [v] = min(P), v € Min P ist.

Eine dquivalente Bedingung fiir die COP-Perfektheit einer Matrix P ist, dass der
Kegel V(P) = cone {vv™ | v € Mincop P} volldimensional ist [99, Definition 1.2]. Man
beachte, dass die Kegel V(P) in CP? liegen und werden auch Voronoi-Kegel genannt
[T11), Sektion 3.1.3]

Wie man sehen kann, sind auch diese beiden Definitionen sehr &hnlich zueinander. Der
wesentliche Unterschied ist hierbei die Menge beztiglich der wir die Minimumsbegriffe
definieren. Im Falle des kopositiven Minimums betrachten wir die Menge Z‘io, im Falle
des arithmetischen Minimums die Menge Z¢. Tatséchlich lassen sich solche Definitionen
beziiglich vieler (diskreter) Mengen formulieren, siehe dazu auch [99, Definition 1.2],
wobei man ebenfalls einige analoge Aussagen erhalten wird.

Dass es solche COP-perfekten Matrizen fiir alle d > 2 gibt wird klar, indem man die
perfekte quadratische Form

2 -1 0 --- 0

-1 2 -1 :

Qa, =1 0 0
-1 2 -1

0 0O -1 2

k
mit mingop @4, = 2 und Mingop Qa, = {Z e | 1<j<k< d} betrachtet. Man sieht,
i=j

dass V(Q,) volldimensional ist. Nun ist @ 4, positiv definit und damit strikt kopositiv,
also tatsachlich COP-perfekt. Fiir d = 1 ist dies trivial.

Eine wichtige Menge im Studium der perfekten quadratischen Formen ist das Ryshkov-
Polyeder [111], Sektion 3.1.1]

Ra={Q eS8 | NQ) > A} (2.27)

Wie auch schon die Male davor definieren wir eine Art ,,Ryshkov-Polyeder!kopositives
[47, Sektion 2.2]

R={Qe&"| Q| > 1 fir alle v € Z<,\{0}}. (2.28)

Wie man sieht, ist das Ryshkov-Polyeder R, fiir A > 1 sogar in R enthalten. Zwei
Eigenschaften, die sich diese Mengen teilen sind zunéchst, dass beide sogenannte lo-
kal endliche Polyeder sind [46, Lemma 2.4][I11, Theorem 3.1]. Das sind Schnitte von
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COP?

3Q,

Abbildung 2.3: Der lokal endliche Polyeder R fiir d = 2

abzéhlbar unendlich vielen Halbrdumen, so dass jeder Schnitt mit einem beliebigen
Polytop wieder ein Polytop ist [I11, Sektion 3.1.1]. Die in dieser Arbeit wichtigere Ei-
genschaft ist aber, dass die perfekten beziehungsweise COP-perfekten Matrizen P mit
A(P) = X beziehungsweise mincop P = 1 gerade die Ecken der jeweiligen Polyeder sind.
An der Definition des Ryshkov-Polyeders ist zu sehen, dass er im Inneren von 8%,
liegt. Auch R liegt im Inneren von COP? [46, Lemma 2.3]. Man beachte, dass fiir jede
Matrix @ in R gilt, dass mingop () > 1. Damit kénnen wir umschreiben zu

R = {Q € int COP? | mincop Q > 1},

wobei hier nun besser ersichtlich ist, dass dies tatsachlich eine , kopositive Version“ von

227 ist.

Weiter erhalten wir damit eine Darstellung des Inneren von COP?. Es ist
int COP? = (coneR)\{0}, (2.29)

da jede strikt kopositive Matrix @ wegen [47, Lemma 2.2] auf einem Strahl liegt, der
von einer strikt kopositiven Matrix B mit mincop B = 1 erzeugt wird. werden
wir in Kapitel 4| fiir eine Darstellung von CP?¢ gebrauchen.

Weitere Eigenschaften der COP-perfekten Matrizen werden wir in Kapitel [3] und [4]
betrachten.
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3 Ein Simplexalgorithmus fiir rationale
C’P-Faktorisierung

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem von Dutour Sikiri¢, Schiirmann und Vallentin

in [47] entwickeltem Algorithmus zur Bestimmung einer, falls existenten, rationalen CP-

Faktorisierung einer Matrix Q € CP? befassen. Dabei heifit eine Menge {z1,..., 2.}

nichtnegativer Vektoren und ein Vektor o € RY, CP-Fuktorisierung einer Matrix @,

wenn @ = > ogrgr) ist. Sind dabei die z; und o rational, so sprechen wir von einer
(2

7

Input :Q € ETDd
Output: Rationale CP-Faktorisierung von ()

Wahle eine erste COP-perfekte Matrix P = Psiart € R
Initialisiere V(P) = cone {vv™ | v € Mincop P}
while @ ¢ V(P) do
Bestimme einen Extremalstrahl R von V(P)* mit (R, Q) < 0
Bestimme eine benachbarte COP-perfekte Matrix N = P + AR mit A > 0
und mincpp N =1

Setze P = N
Bestimme V(P)
end
Bestimme oy, ..., a, € Qs(, sodass Q = > ovv) und gebe Faktorisierung
= i=1
aus.

Algorithmus 1: Algorithmus zum Bestimmen einer rationalen CP-Faktorisierung,
siehe [47, Algorithmus 1]

rationalen C'P-Fuaktorisierung der Matrix (). Die Menge aller rational faktorisierbaren
vollstandig positiven Matrizen bezeichnen wir mit

cp’ = {Z aziry |neN, o € Qsg, x; € Q%o} : (3.1)

=1

Wie viele Matrizen tatsachlich rational faktorisiert werden konnen, ist noch ein offenes
Problem. Es besteht allerdings die Vermutung, dass dies auf jede rationale vollsténdig
positive Matrix zutrifft [I15, Vermutung 1]. Bisher konnte diesbeziiglich neben kleineren
Resultaten gezeigt werden, dass diese Vermutung fiir alle rationalen Matrizen im Inne-
ren von CP? gilt [46, Theorem 1.1]. Fiir Algorithmus [1|ist es wichtig anzumerken, dass
wir uns bei rationalen CP-Faktorisierungen auf ganzzahlige Vektoren x; beschranken
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1
5Qa
2 2
V(iQa, ®
(QQA ) N
o
R
cp? coOP?

Abbildung 3.1: Darstellung der Funktionsweise von Algorithmus . Hier wurde %Q A, als
Startmatrix gewéhlt sowie der Extremalstrahl in Richtung N (orange).
Dieser induziert eine Hyperebene (olivfarbend). Da sich die zu fakto-
risierende Matrix @) in V(N) befindet, terminiert der Algorithmus hier
mit der entsprechenden C’P-Faktorisierung.

konnen, indem wir die Vektoren x; mit dem Hauptnenner ihrer Koeffizienten skalieren.
Dadurch verandert sich natiirlich «.. Insbesondere konnen wir also

—d n
CP = {Z ariz; | n €N, a; € Qxo, 7 € Zio}

i=1

setzen.

Ein Konzept welches mit C’P-Faktorisierungen zusammenhéngt, ist der sogenannte C'P-
Rang einer Matrix ). Eine positiv semidefinite Matrix ) kann ahnlich wie vollstandig
positive Matrizen in eine Summe von Rang-1-Matrizen zz™ zerlegt werden [14, Theo-
rem 1.10]. Diese miissen natiirlich in diesem Fall nicht unbedingt nichtnegativ sein. Die
minimale Anzahl an Rang-1-Matrizen die bendtigt wird, um eine Matrix () zu zerlegen,
entspricht gerade dem Rang von @ [I4, Bemerkung 1.1]. Es ist also naheliegend zu
iiberlegen, ob dies auch im Falle von CP-Faktorisierung gilt. Dabei nennen wir dann
die minimale Anzahl an nichtnegativen Rang-1-Matrizen die benétigt wird, um eine
vollstandig positive Matrix ) zu faktorisieren, den CP-Rang von (), auch mit cprk be-
zeichnet. Man beachte, dass der CP-Rang einer Matrix immer grofler oder gleich dem
Rang der Matrix ist.

Wir wollen hier kurz Algorithmus [1] aus dem Standpunkt minimaler Faktorisierun-
gen betrachten, fiir eine ausfiihrliche Ubersicht der Resultate und offenen Probleme
beziiglich des CP-Rangs verweisen wir auf [12][13][14][15][113][114] [115].

Betrachten wir einmal eine rationale Matrix () € CA752 mit CP-Rang 2, wie in der unte-
ren Abbildung dargestellt. @) liegt daher in der konvexen Hiille zweier Extremalstrahlen
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xxT von CP2.

Allerdings liegt ) auch im Inneren des Kegels V(%Q 4,)- Daher wird Algorithmus |1{ei-
ne CP-Faktorisierung mit 3 Rang-1-Matrizen ausgeben, was offensichtlich mehr sind als
bendétigt werden. Solche Beispiele lassen sich fiir beliebige d > 2 konstruieren, sodass
Algorithmus [I] im Allgemeinen keine minimale Faktorisierung berechnet. Tatséachlich
bestehen die von Algorithmus [I| berechneten CP-Faktorisierungen im Allgemeinen aus
wenigstens (dgl) Vektoren.

In den folgenden Sektionen geben wir zunédchst den Beweis der Termination von Algo-
rithmus |1 nach endlich vielen Schritten aus [47] und beschreiben dann detailliert die
Funktionsweise.

3.1 Termination des Algorithmus

Wenn wir in der while-Schleife den Extremalstrahl R geeignet wéhlen, dann terminiert
Algorithmus [1I| nach endlich vielen Schritten. Es gilt also das

Theorem 3.1. ([47, Theorem 3.1]) Fir @Q € CP* terminiert Algorz'thmus bei geeig-
neter Wahl von R nach endlich vielen Schritten.

——d
Man beachte, dass Algorithmus [1| nicht terminieren muss, wenn @ in CP*\CP  liegt
[47, Sektion 4.1].
Fiir den Beweis von Theorem folgen wir der Argumentation in [47]. Zunéachst

iiberlegen wir uns, dass es fiir jede Matrix () in éTDd immer eine COP-perfekte Matrix
P gibt, sodass @ € V(P) ist. Dafiir betrachten wir die Mengen

D= {mxT | x € Z‘éo\{O}} , D¢ = convD C CP?.

Ist nun H eine Hyperebene, die (d;1> linear unabhingige Punkte aus D enthélt und H=

der Halbraum der 0 enthélt. Enthilt H= keine Punkte aus D\ H, dann ist die Matrix
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P mit Plz] =1 fir x € HN D COP-perfekt [99, Definition 1.2f]. Man erhélt also eine
eine Bijektion zwischen COP-perfekten Matrizen und den Facetten von Dg.

Damit erhalten wir eine Uberdeckung von cP" durch

cP'c U v(P) cepl (3.2)

P COP —perfekt

n
Dies folgt, indem wir die vollstindig positive Matrix Q = 3> ayz;xT, a; € Qsg, z; € 22,
i=1 = =

aus ETDd betrachten. Multiplizieren wir () mit p = Zn: a; > 0 so liegt das Resul-

=1
tat in D¢g. Also trifft der von @) erzeugte Strahl eine Facette F' von Dg. Daher ist
Q € coneF = V(P) fir eine COP-perfekte Matrix P.

Abbildung 3.2: Unterteilung von CP’ in Kegel V(P) nach |}

Da nun klar ist, dass es fiir jede Matrix @ in 67361 einen Kegel V(P) gibt, sodass @
in V(P) liegt, bleibt es noch zu zeigen, dass solch ein Kegel, bei geeigneter Wahl des
Extremalstrahles in Algorithmus [I} nach endlich vielen Schritten erreicht wird.

Dafiir betrachten wir die Menge

PR, N ={BeR|(B,Q) <\}.

In [46, Lemma 2.4] wurde gezeigt, dass P(Q, A) fiir Q € int CP? und A > 0 ein Polytop
ist. Man beachte, dass daher P(Q, \) nur endlich viele Ecken besitzt [8, Korollar 4.3].

Bezeichnet P* eine COP-perfekte Matrix, so dass @ € V(P*) ist. Wahlen wir A
grofl genug, dass Psyary und P* Ecken von P(Q, \) sind, dann folgt die Behauptung
in Theorem fiir Q € int CP? ﬂCNPd. Denn zunéchst nimmt der Ausdruck (P, Q) im
Verlauf des Algorithmus stets ab, da R so gewéhlt wird, dass (R, Q) < 0 ist. Es gilt
also fur die Matrizen P und N in Algorithmus [I} dass

(N,Q) = (P + AR, Q) < (P,Q) ist.
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Liegt also Psiary in P(Q, A) , so ,verlassen® wir P(Q, \) im Verlauf des Algorith-
mus nicht mehr. Da jede COP-perfekte Matrix in P(Q, \) eine Ecke von P(Q, ) ist,
erreichen wir also nach hochstens endlich vielen Schritten P*.

Falls Q auf dem Rand von CP? liegt, liegt es mit (3.2) auch auf dem Rand eines

Kegels V(P). Damit gibt es in jeder Umgebung von () Matrizen B aus int CP* ncP’
fiir die die Behauptung in Theorem stimmt.

Man beachte, dass fiir alle V(P) mit @ ¢ V(P) eine Trennhyperebene H, welche
durch einen Extremalstrahl R von (V(P))* mit (R, Q) < 0 gegeben wird, existiert,
sodass Q € H< ist [110, Theorem 7.1]. Damit existiert insbesondere eine Umgebung U
von @, so dass U C H<.

Offenbar gibt es dann auch fiir jede endliche Anzahl an Trennhyperebenen eine Um-
gebung von @, die auf der selben ,,Seite” liegt. Da in jeder Umgebung von ) Matrizen

aus int CP? ﬂ(f?TDd liegen, fiir die Algorithmus [1f nach dem ersten Teil nur endlich viele
Schritte braucht, folgt die Behauptung durch einen Widerspruch. [J

Algorithmus|[I]findet also, wenn existent, in endlicher Zeit eine rationale CP-Faktorisierung.

Man beachte, dass theoretisch auch bestimmte reelle C’P-Faktorisierungen gefunden
werden konnen, solange die dazugehorige Matrix @ in U V(P) liegt.
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3.2 Analyse von Algorithmus [1]

Wir wollen nun auf die einzelnen Schritte von Algorithmus|[I]eingehen, sowie alle Kennt-
nisse, die fiir eine Implementation von Noten sind, vorstellen.

Fiir eine Startmatrix bietet sich die, in jeder Dimension bekannte, COP-perfekte Ma-
trix %Q 4, an. Andere Wahlen sind durchaus maglich, so sind beispielsweise bestimmte
perfekte quadratische Formen ebenfalls COP-perfekt. Eine Frage, die man sich hier
stellen kann, ist die Folgende:

Frage. Ist es moglich aus einer Matrix ) Informationen iiber eine, im Sinne von Algo-
rithmus [1, geeignete COP-perfekte Matrix zu gewinnen?

Man beachte, dass sich die Wahl der Startmatrix durchaus auf die Laufzeit von Al-
gorithmus [I] auswirken kann, wie wir in Sektion [4.3] sehen werden.

Die Bedingung der while-Schleife 14sst sich durch das lineare Optimierungsproblem
min {(B,Q) | B € (V(P))"} (3.3)

tiberpriifen. Ist @ € V(P), so ist nach Definition (B,Q) > 0 fir alle B € (V(P))*
und somit, da 0 € (V(P))*, der optimale Wert von gleich 0. Ist umgekehrt der
optimale Wert von gleich 0, so gilt, dass (B, Q) > 0 fir alle B € (V(P))* und
daher @) € V(P).

Sobald die while-Schleife verlassen wird, konnen wir die Koeffizienten der rationalen
CP-Faktorisierung von A € V(P) durch das lineare Optimierungsproblem

min 0%,
so dass [ vec(vivf) ... vec(v,vF) | o = vec(Q),

n = | Mincop P|, v; € Mingop P und a > 0

bestimmen. Hierbei ist fiir eine Matrix A € R*" vec(A) der Vektor m € R*™ der durch
»Aufeinanderstaffeln“ der Zeilen von M entsteht.

Man beachte, dass hier aufgrund von Symmetrie vec(A) ein Vektor der Lange (d‘gl)
ist, wobei die Nichtdiagonaleintrage verdoppelt werden miissen. Man beachte weiter,
dass die Existenz von solchen «; € Qx( durch den Satz von Carathéodory [110), Korollar

7.1i] garantiert wird.
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3.2.1 Bestimmung eines geeigneten Extremalstrahles von (V(P))*

*

Wir wollen nun erkléren, wie sich ein geeigneter Extremalstrahl von (V(P))* in der
while-Schleife von Algorithmus [I] bestimmen lasst. Dazu besprechen wir zunachst Me-
thoden zur algorithmischen Berechnung von Extremalstrahlen punktierter polyedrischer
Kegel.
Man beachte, dass (V(P))* ein polyedrischer Kegel ist, der durch den Schnitt der
Halbraume
Hy = {B e &8"| B[] = (B,w") > 0}, v € Mincop P

gegeben wird. Zusatzlich ist (V(P))* punktiert, denn mit Definition [2.3| (siche auch [99,
Definition 1.2]) ist

+1
rk {viv], ... v b = < ), v; € Mingop P, n = | Mingop P].

Algorithmische Berechnung der Extremalstrahlen eines polyedrischen punktierten
Kegels

Der Einfachheit halber betrachten wir die Methoden sowie die Theorie dahinter im Falle
von Kegeln im R? statt dem S% Daher wird ein polyedrischer Kegel K gegeben durch

K ={zeR" | Az > 0},

fir eine Matrix A € R™*?. Die Zeilen a; der Matrix entsprechen dann den Normalen-
vektoren der Halbraume, deren Schnitt K ist. Man beachte, dass K punktiert ist, falls
rkA = d.

Die Extremalstrahlen von punktierten polyedrischen Kegeln lassen sich theoretisch
seinfach® bestimmen. Dazu suchen wir ein ¢* € {1,...,n} und eine Teilmenge I* C

{1,...,n}\{i*}, sodass rk( U {al} U {a;}) = d. Dann wird ein Extremalstrahl von K
gegeben durch [110, Sektlon 8 8, Gleichung (26)]

{ve K| (ap,v) >0, (a;,v) =0 fir allei € I} . (3.4)

Man beachte, dass[3.4] durchaus leer sein kann. In diesem Fall wird durch diese Auswahl
von Indizes kein Extremalstrahl gegeben. Man sieht, dass dadurch ein polyedrischer
Kegel nur endlich viele Extremalstrahlen haben kann.

Wie in Sektion angemerkt wurde, sind polyedrische Kegel endlich erzeugt. Aus
der Definition von Extremalstrahlen, siehe Sektion [2.2.1] folgt daher, dass jede erzeu-
gende Menge von K alle Extremalstrahlen beinhalten muss. Also ist das Problem der
Bestimmung aller Extremalstrahlen von K aquivalent zur Bestimmung einer kleinsten
erzeugenden Menge von K.

Die Darstellung von K durch ein Ungleichungssystem wird auch H-Représentation,
die als konische Hiille von endlich vielen Punkten auch V-Reprasentation genannt. Es
ist leicht, die jeweils andere Darstellung des dualen Kegels K* zu berechnen, aber ein
schweres Problem aus der H-Darstellung die V-Darstellung von K zu bestimmen und
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K K*
leicht
H-Darstellung \V—Darstellung
schwer schwer
( V-Darstellung ) (H -Darstellung )
leicht

umgekehrt. Dieser Prozess wird auch Darstellungsumwandlung genannt. Tatsachlich
ist das Problem alle Extremalstrahlen zu berechnen, gerade die Darstellungsumwand-
lung von der H- zur V-Darstellung. Man beachte, dass die hier vorgestellten Methoden
auch zur Bestimmung aller Facetten oder aquivalent der H-Darstellung aus der V-
Darstellung eines Kegels verwendet werden konnen, siehe dazu auch [3| Sektion 8.1].

Bevor wir uns mit den praktischen algorithmischen Methoden beschéaftigen sei ange-
merkt, dass es noch ein offenes Problem ist, ob es einen Algorithmus zum Bestimmen
der Extremalstrahlen eines Kegels gibt, welcher polynomiell in der Eingabe- und Aus-
gabegroBe ist [86, Kapitel 8]. Man beachte, dass es keinen Algorithmus geben kann, der
polynomiell in der Eingabegrofie ist, denn die maximale Anzahl der Extremalstrahlen

eines d-dimensionalen Kegels, welcher durch n Halbraume gegeben wird, ist gleich nlt]
[88, Upper Bound Theorem]|, also exponentiell in den Eingabegrofien. Ein Algorithmus
der dieses Optimum annimmt, also einen Aufwand von O (nLgJ) besitzt, wird in [10§]

angeben.

Die zwei wohl bekanntesten Algorithmen zur Bestimmung der Extremalstrahlen sind
die von Motzkin et. al. entworfene ,,double description method“ [92] und der ,reverse-
search“-Algorithmus von Avis und Fukuda [3]. Natiirlich gibt es noch weitaus mehr
Methoden, die wir hier zwar nicht erwdhnen wollen, jedoch in [54][86], sowie Referenzen
darin gefunden werden konnen. Effiziente Implementationen dieser beiden Algorithmen
finden sich in [4] und [7].

Wie wir in den folgenden Sektionen sehen werden, sind diese beiden Methoden sehr
unterschiedlich, sodass sie schwer vergleichbar sind. Es scheint sich aber eine Art , Faust-
regel“ herausgebildet zu haben, welche Methode fiir welche Kegel angewendet werden
soll, siche dazu auch [86], Seite 147]. Fiir diese Faustregel definieren wir zuerst einen
Kegel K als entartet, falls es ein = # 0 in K gibt, welches mehr als d 4+ 1 Ungleichungen
mit Gleichheit erfillt oder dquivalent, welches in mehr als d + 1 Facetten liegt [54].

Es hat sich durch Experimente tiber die Jahre bewéhrt, dass die double-description
Methode verwendet werden sollte, falls K stark entartet ist. Andernfalls, also wenn K
nicht oder nur schwach entartet ist, soll der reverse-search Algorithmus besser funktio-
nieren.

36



3.2 Analyse von Algorjthmus

Wir merken an, dass im positiv definiten Fall zwar einige Falle auftreten, in denen
(V(P))* fir eine perfekte quadratische Form P stark entartet ist, diese Kegel aber im
Allgemeinen nicht oder nur leicht entartet zu sein scheinen [I19) Sektion 10.2]. Es ist zu
vermuten, dass sich dies im kopositiven Fall dhnlich verhalt. Man beachte dabei, dass
wir in Sektion sehen werden, dass diese Kegel im kopositiven Fall sehr viel ,, grofler”
werden, als im positiv definiten Fall.

Die double-description Methode

Wie bereits in Sektion [2.2.1] angemerkt, lésst sich ein punktierter polyedrischer Kegel
K entweder als Schnitt von Halbrdumen, also einem Ungleichungssystem Az > 0, oder
als die Menge positiver Linearkombination von Elementen R = (ry,...,7p,)

{:BG]Rd | © = Ra, aZO}.
darstellen. Daher erfiillen die Matrizen A und R die folgende Beziehung.
reK & Ar > 04 2= Ra, a>0. (3.5)

Da A und R in einem gewissen Sinne dasselbe Objekt K beschreiben wird (A, R) als
,double description pair“, kurz DD-Paar, bezeichnet. Ist dabei R so gewahlt, dass R
eine minimale Anzahl an Spalten hat, also eine minimale erzeugende Menge darstellt,
dann sind, wie in der vorherigen Sektion angemerkt, die Spalten von R gerade die Ex-

tremalstrahlen von K. Wir wollen also fiir ein gegebenes A eine Matrix R mit minimaler
Spaltenanzahl finden, sodass (A, R) ein DD-Paar sind.

Basierend auf entwickelten Motzkin et. al. in [92] die bekannte ,,Double Des-
cription Method*. Es sei dabei erwéhnt, dass diese klassische Methode aufgrund ihrer
,Nattrlichkeit* iiber die Jahre immer wieder ,neu®“ gefunden wurde und verschiedene
Namen tragen kann, siehe auch [54].

Die Idee hierbei ist es, fiir eine initiale Relaxation von K, etwa durch ,weglassen®
einiger Zeilen von A, eine minimale Erzeugermatrix R’ zu bestimmen, sodass (A’, R')
ein DD-Paar fiir den relaxierten Kegel K’ ist. Dabei ist A" die Matrix, die aus Weg-
lassen einiger Zeilen von A entsteht. Iterativ erhértet man dann die Relaxation, um
schlussendlich ein DD-Paar (A, R) fir den Kegel K zu bekommen, wobei die Spalten
von R dann genau die Extremalstrahlen von K sind. Da die Matrix A sowie alle ihre
Relaxationen bekannt sind, werden also dabei in jedem Schritt die Extremalstrahlen
des erharteten Kegels aus denen des relaxierten Kegels berechnet.

Wir werden in dieser Sektion der Beschreibung von Malkin in [86, Kapitel 8] folgen.
Dafiir fithren wir zunéchst einige Notationen ein. Fiir ein I C {1,...,n} ist A; die Ma-
trix, die aus A entsteht, wenn man nur Zeilen a; mit ¢ € I betrachtet. Damit schreiben
wir nun

K;(A) = {x cR? | Ajr =0, Az > O} und K}(A) = {x eR? | Ajx =0, Apgpz > O} .

37



3 Ein Simplexalgorithmus fiir rationale CP-Faktorisierung

Fiir eine Indexmenge J C I schreiben wir dann auch K7 (A) =  K7(A). Man beachte,
jeJ
dass K7 (A) auch als Kp j(Ajy) geschrieben werden kann.

Eine geeignete anfangliche Relaxation von Kj(A) ist ein Kegel, fir den sich die Ex-
tremalstrahlen mit weinfach® bestimmen lassen.

Wenn K;(A) volldimensional ist, also I = {1,...n}, bestimmen wir einfach eine
Teilmenge J C I, sodass |J| = d und rkA; = d. Mit folgt dann, dass die Extre-
malstrahlen von K7 (A) = K ;(Ajz) gerade die Spalten von A" sind [86] Seite 152].

Fir den Fall, dass K;(A) nicht volldimensional ist, muss die vorherige Methode ein
wenig angepasst werden. Dafiir nehmen wir an, dass A vollen Zeilenrang hat, andern-
falls kénnen wir bestimmte Zeilen entfernen ohne K;(A) zu verindern. Zu [ fiigen wir
jetzt so Zeilen J hinzu, dass rkAj; = d und |[IU.J| = d. Man beachte, dass dies moglich
ist, da K7(A) punktiert ist. Nun kénnen wir wieder Aj; invertieren, diesmal sind aber
nur die Spalten von A~! Extremstrahlen von K7, die nicht zu einem Index in I gehoren
[86], Seite 153].

Man beachte, dass in diesem Fall der Kegel K7 d — rkA; Extremalstrahlen hat. Ist
tkA; = d, so ist K; = {0}. Die Bestimmung der initialen Extremalstrahlen hat also in
jedem Fall nur polynomiellen Aufwand.

Es bleibt nun noch zu klaren, wie wir aus einer Relaxation von K;(A) die Extremal-
strahlen von K(A) bestimmen kénnen. Sei dazu i € I, dann ist

Ki(A) = Kj(A)n{z e R | Az >0}.

Daher sind die Extremalstrahlen von K7(A) gerade die Extremalstrahlen von K%(A),
die im offenen Halbraum {:c e R? | Ajz > 0} liegen, zusatzlich zu einigen, die durch

den Schnitt jeder 2-Seite von K%(A) mit der Hyperebene {x ceR? | Az = 0} erzeugt

werden [86l, Seite 150].

Um diese neuen Extremalstrahlen zu konstruieren, verwendet man das Konzept der
Adjazenz von Extremalstrahlen. Dabei heiflen zwei Extremalstrahlen ri,ry des Kegels
K adjazent, wenn F' = cone{ry, 75} eine Seite von K ist. Man beachte, dass dimF' = 2
ist.

Sind nun rq, 7y zwei solcher adjazenter Extremalstrahlen von K}(A), sodass r; in
{ac e R? | Ajz > O} und 75 in {x e R4 | Az < O} liegt. Dann liegt in dem von r; und
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ro erzeugtem Kegel ein Extremalstrahl r von K7(A). Genauer ist [86], Seite 150]
r = cone((—A;ro)ry + (Airi)ra).

Man beachte, dass —A;ry > 0 ist.

Tatsachlich existiert fiir jeden Extremalstrahl von K (A) so ein Paar von Extremal-
strahlen von K (A) [86, Lemma 8.1.5]. Allerdings ist es effizienter nur die ,notwendigen*
Extremalstrahlen so zu konstruieren, sprich nur die Extremalstrahlen, die nicht schon
durch die Bedingung A;r > 0 erfasst werden. Damit lasst sich nun der grundlegende
Algorithmus angeben, siehe Algorithmus [2|

Input : Kegel K;(A)
Output: Menge der Extremalstrahlen R von K;(A)
Bestimme wie vorhin beschrieben eine Menge J C I, so dass K{(A) punktiert
und ... ist
Berechne wie vorhin beschrieben die Extremalstrahlen R von K7 (A)
while J # () do
Wibhle i € J Setze Rt ={r e R|alr >0}, R~ ={re R|af <0}
Setze R = R\R~
forall r, € Rt und r, € R~ do

if 1 und ry sind adjazent then

| Setze R = RU{(—afrs)ri + (afr)ra}

end
end
Setze J = J\{i}
end
Gib R aus

Algorithmus 2: Grundlegender Algorithmus der double-describtion Methode, siehe
[86, Algorithmus 11]

Um die Adjazenz zweier Extremalstrahlen algorithmisch zu testen, gibt es bisher zwei
verschiedene Ansétze, den algebraischen und den kombinatorischen. Fiir die algebrai-
sche Methode benutzt man, dass

S={zeR?|afz >0 firic supp(r, + ry),afz = 0 sonst}

die kleinste Seite von K ist, die F' enthélt, wobei supp(r) = {i | af(r) > 0}. Ist
dim(S) = 2, dann ist offenbar F' = S und somit r; und 7, adjazent. Anders gesagt
testet man ob rk(Agr=7) = d — 2 [36, Korollar 8.1.3]. Man beachte, dass man die
Rangberechnung friithzeitig abbrechen kann, sobald klar wird, dass rk(Am) <
d — 2 ist. In Sektion [86, Sektion 8.2.3] werden dabei auch Moglichkeiten besprochen,
diesen Ansatz effizienter zu machen, indem man auf bestimmte Weisen die Grofle der
obigen Matrix reduziert.

Bei der kombinatorischen Methode testet man, ob es einen anderen Extremalstrahl
r gibt, sodass supp(r) C supp(ry + r2) = supp(r1) Usupp(rz) gilt. Falls es kein solches r
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gibt, sind r; und r; die einzigen Extremalstrahlen in S und daher ist S = F'. Damit sind
r1 und 1y adjazent [86, Lemma 8.1.4]. Man beachte, dass nur solche r getestet werden
miussen, fiir die [supp(r)| < |supp(r; + 72)| ist. Moglichkeiten zur Verbesserung dieser
Methode durch Nutzen von Suchbdumen werden in [86, Sektion 8.2.2][118] diskutiert.

Da die algebraische Methode auf der Rangberechnung einer Matrix fufit, ist sie zu
bevorzugen, wenn die Eingabe relativ  klein“ ist, andernfalls sollte man die kombi-
natorische Methode verwenden [86, Seite 153]. Man beachte, dass die Effizienz beider
Methoden auch sehr stark von der Implementation abhéngt [86, Seite 153].

In [86, Sektion 8.2.1] wurden weitere Methoden vorgestellt, mit denen man schnell
bestimmte nicht-adjazente Paare von Extremalstrahlen eliminieren kann sowie fiir be-
stimmte Paare schnell die Adjazenz erhalt. Diese sind wohl fir praktische Implementa-
tionen unabdingbar, weshalb wir sie hier kurz angeben wollen.

Zunéchst sind zwei Extremalstrahlen 7 und rq nicht adjazent, wenn |supp(ry +72)| >
n —d + 2 ist [86, Lemma 8.2.1]. Die Idee hierbei ist, dass dann der Vektor r; + o zu
wenige der Ungleichungen mit Gleichheit erfiillt, um in einer 2-Seite von K zu liegen,
woraus folgt, dass r; und ry keine 2-Seite aufspannen.

Weiter sind, mit dhnlichen Ideen, die Extremstrahlen r; und r, adjazent, wenn
|supp(r1)\supp(rs)| = 1 oder [supp(ry)\supp(rs)| = 1 ist [86, Lemma 8.2.2]. Erfiillt
einer der Extremalstrahlen genau d — 1 Gleichungen mit Gleichheit, so ist dies eine
notwendige und hinreichende Bedingung [86, Lemma 8.2.3].

Man beachte, dass sich diese Bedingungen schnell iiberpriifen lassen, sodass damit tat-
sichlich schnell die Adjazenz von bestimmten Extremalstrahlen getetest werden kann.

Ein Faktor, der sich ebenfalls auf die Laufzeit auswirken kann, ist die Reihenfolge der
ausgewéhlten Indizies i € J. In [54] werden drei verschiedene Moglichkeiten présentiert.
Einerseits ist eine lexikographische Wahl von ¢ moglich, dies wird auch statische Wahl
genannt. Andererseits kann man i so wihlen, dass R~ beziehungsweise R grofitmoglich
werden,, max-cut-off“ beziehungsweise ,,min-cut-off“ genannt. Dies ist eine dynamische
Wahl. Den Autoren von [54] zufolge scheint die lexikographische Wahl besser zu funk-
tioniere, [86, Seite 153] zufolge hingt dies sehr stark von der jeweiligen Instanz ab.

In [86] Sektion 8.1] wird weiter die sogenannte , max-intersection“-Wahl présentiert,
wobei i so gewéhlt wird, dass die Menge {r | A;r = 0} moglichst grofl wird.

Die Komplexitat und der zeitliche Aufwand der double description method ist noch
nicht gut verstanden. Man beachte, dass die einzelnen Schritte von Algorithmus [2] poly-
nomiellen Aufwand haben, daraus allerdings nicht folgt, dass Algorithmus [2[ polynomiell
ist, da die Zwischenkegel exponentiell grofer als der urspriingliche Kegel sein kénnen.

Welche der Zwischenkegel konstruiert werden, ist nur von der Wahl von ¢ € J ab-
héngig. Tatsachlich konnte in [5] gezeigt werden, dass es fir Wahlen von i die die
Informationen der Eingabe nicht verwendet immer Klassen von Kegeln gibt, die im
schlimmsten Fall exponentiell grole Zwischenkegel konstruiert. Es ist noch ein offenes
Problem, ob es eine Regel zur Wahl von ¢ gibt, mit der Algorithmus [2| polynomiell in
Eingabe- und Ausgabegrofie ist [86], Seite 146].
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Der reverse-search-Algorithmus

Wir beschreiben hier den reverse-search-Algorithmus nach [3] fiir den Fall eines allge-
meinen Polyeders P = {y € R | Ay+b > 0}. Man beachte, dass punktierte polyedrische
Kegel Polyeder mit genau einer Ecke, dem Ursprung, sind.

000
1-15
00/
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1-13 /
003
11
000

1-15

Abbildung 3.3: Verlauf der Simplexmethode bei verschiedenen Startpunkten beziiglich
der Zielfunktion —(z1 + x2 + z3)

Wir wollen die Idee des reverse-search-Algorithmus anhand obiger Abbildung beschrei-
ben. Die Abbildung beschreibt den Verlauf der klassischen Simplexmethode zum Loésen
linearer Optimierungsprobleme (siehe auch [110, Kapitel 11]). Dabei geht die Metho-
de, von einer beliebigen Startecke aus, dem Baum, auf der rechten Seite, ,nach oben*
in Richtung Wurzel durch, um schlussendlich bei einer optimalen Ecke, der Wurzel,
anzukommen.

Dieses Verhalten macht sich der reverse-search Algorithmus zunutze, indem er diesen
Prozess umkehrt. Man startet also bei einer optimalen Losung, der Wurzel, und geht
den Baum ,nach unten“ durch und erhélt so nach und nach alle Ecken (und etwaigen
Extremalstrahlen) des Polyeders.

Im Folgenden gehen wir genauer auf die Funktionsweise des reverse-search Algorith-
mus ein.
Zunachst konnen wir den Polyeder P durch

d
PI{yGRd ’yz:xu izl?"'7d7 deri:bi—i_Zaijxj?deriZO? izla"'7n7 xeRd+n}

Jj=1

darstellen [3| Sektion 3]. Dabei konnen wir x4, ¢ = 1,...,n als Schlupfvariablen
auffassen.

Nach etwaiger Umsortierung der Zeilen von A (man beachte, dass dies P nicht ver-
dndert), fassen wir die Variablen z,.,;, i = 1,...,d mit der Terminologie der Simplex-
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3 Ein Simplexalgorithmus fiir rationale CP-Faktorisierung

methode als Nichtbasis-Variablen auf und stellen die tibrigen (Basis-)Variablen durch
diese dar. Damit erhdlt man [3, Gleichung (3.1)]

d
/ / .
i=1

fiir geeignete b} und a;;. Diese Gleichungen geben eine dquivalente Darstellung fiir P an.
Zu der daraus entstandenen Matrix A’ fiigen wir die ,0-te* Zeile (—1,...,—1) hinzu.
Dies sichert ab, dass wir die Wurzel unseres Suchbaumes in jedem Fall kennen, wie wir
spater sehen werden.

Bezeichnet nun A = (I —A’) b = (0 b’)T und A; die Matrix die aus A durch
Betrachtung der Spalten mit Index in I betrachtet. Sei B eine geordnete Menge von
n+ 1 Indizies aus {d +n+ 1} so, dass Ag nicht singulér ist und bezeichne N die Menge
der restlichen Indizes. Dann lassen sich die obigen Gleichungen als

rp + ABIANZL‘N = ABIB (36)

schreiben. (3.6) wird Verzeichnis genannt, die Mengen B Basis und N Cobasis. Wie wir
gleich sehen werden, besteht der Algorithmus aus Manipulationen von Verzeichnissen.
Solche Verzeichnisse konnen auch dquivalent durch die Matrix

(43" Ay) (3.7)
dargestellt werden.

Eine Basis B und eine Losung x des Verzeichnisses (3.6)) bezeichnen wir als zuldssig,
falls
{0,....d}Cc Bundz; >0, ie BN{d+1,...,d+n} ist. (3.8)

Sind beide Bedingung erfiillt, so nennen wir zulassig. Ist x eine zulassige Losung, so
nennen wir den Vektor, den wir erhalten, wenn wir x5 = 0 setzen, zulassige Basislosung.

Diese zuléssigen Verzeichnisse kann man nun benutzen, um die Ecken und Extremal-
strahlen des Polyeders P darzustellen [3, Proposition 3.1, 3.2]. Sei dafiir ein zuléssiges
Verzeichnis mit Basis B und Cobasis N gegeben. Indem wir y; = x;, ¢ = 1,...,d fir
die zulassige Basislosung x setzen, erhalten wir eine Ecke von P, da durch N gerade
d Ungleichungen definiert werden, welche y mit Gleichheit erfiillt. Mit &hnlichen Ideen
erhélt man, dass wir fiir jeden Extremalstrahl y + r von P eine zuldssige Basis B und
einen Cobasisindex i haben, sodass r durch Az'A; gegeben wird.

Das Problem der Bestimmung aller Ecken und Extremalstrahlen ist also aquivalent
zum Finden aller zuléssigen Basen. Dabei kann es vorkommen, dass es fiir eine Ecke
oder einen Extremalstrahl mehr als nur eine solche zulédssige Basis gibt. Genauer ist
dies gerade dann der Fall, wenn der Polyeder entartet ist [0, Seite 146]. Daher kann es
vorkommen, dass mit dieser Methode eine Ecke oder Extremalstrahl mehrfach gefunden
und ausgegeben wird.

Um dieses Problem zu héndeln, wurden in [3, Sektion 4,5] bestimmte Klassen von
Basen, sogenannte ,lex-positive® und ,lex-minimale“ Basen, eingefiihrt. Dabei heif3t
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eine zulédssige Basis lez-positiv, falls die ersten Nicht-Null-Elemente der Spalten mit
Index d 4+ 1,...,n der Matrix (A;B A;) positiv sind.

Weiter heifdt fiir eine zuléssige Basislosung die zugehorige Basis B lex-minimal, wenn
sie die lexikographisch kleinste Basis von x ist, es also keine Basis B’ von z gibt, deren
kleinster Index kleiner als der von B ist. Tatsachlich sind lex-minimale Basen, die Ecken
und Extremalstrahlen darstellen, eindeutig und lex-positiv [3, Theorem 5.5]. Es geniigt
also, solche lex-positiven Basen zu betrachten und zu finden.

Wir wollen nun beschreiben, wie wir solche Basen und Verzeichnisse finden. Zunéchst
definieren wir die Wurzel des Suchbaums (siehe Abbildung durch die Basis B* =
{0,...,n} und Cobasis N* = {m + 1,...,m + d}. Das daraus entstehende Verzeichnis
hat die Form ([ A N). Diese Basis ist offenbar lex-positiv. Von dieser Basis aus gehen

wir dann die Aste des Baumes durch, um alle lex-minimalen Basen zu finden. Wurde ein
Ast komplett abgearbeitet, kehrt man dann wieder zur Wurzel zuriick und durchsucht
den néchsten Ast.

Um auf diese Weise von einer Basis zur nédchsten zu kommen, machen wir bestimmte
,Pivotschritte”. Ein Pivotschritt besteht daraus, einen Basisindex i durch einen Cobasis-
index j zu ersetzen. Dieser Schritt wirkt sich auf das Verzeichnis wie folgt aus: Sei
zuniichst @ = Ag'A; und sei der Basisindex i an der k-ten Stelle in B, dann teilen wir
die k-te Zeile des Verzeichnisses durch a; und ziehen a; *Neue Zeile k von den rest-
lichen Zeilen ab. Man beachte, dass diese Operation gerade der Pivotschritt-Operation
der Simplexmethode entspricht [I10} Sektion 11.2].

Bezeichnet B’ die durch diesen Pivotschritt erhaltene Basis, so entsteht aus der obigen
Operation gerade das Verzeichnis fiir die Basis B’ [3, Proposition 3.3].

Damit fiir einen Cobasisindex j ein geeigneter Basisindex i fiir einen Pivotschritt
gewéhlt wird, wird in [3] die bekannte ,lexikographische Regel“ der Simplexmethode
verwendet, siehe auch [I10, Sektion 11.3]. Dabei wihlen wir fiir ein j € N 4, so dass er
der kleinste Index zwischen d + 1 und n mit a; > 0 ist. Dabei ist a = Az'A;. Gibt es
keinen solchen Index, so setzt man ¢ = 0.

In der Simplexmethode hat diese Regel den Zweck, Kreise zu verhindern [T10), Sektion
11.3]. Fir den reverse-search Algorithmus ergeben sich aus dieser Regel zwei Vorteile. Ist
zunachst B eine lex-positive Basis, dann ist die durch diesen Pivotschritt entstandene
Basis B’ ebenfalls lex-positiv [3 Proposition 4.1 (a)]. Da wir weiter, wie oben beschrie-
ben, nachdem wir einen Ast vollstdndig abgehandelt haben zur Wurzel zuriickkehren
wollen, ergibt sich mit dieser Pivotregel, dass fir den Cobasisindex i € N’ der Basisin-
dex j € B’ als ,Pivotelement® gewéhlt wird [3, Proposition 4.1 (b)]. Dies ermoglicht es
also, den Baum in die andere ,Richtung* zu durchlaufen.

Damit kénnen wir nun eine grundlegende Version des reverse-search Algorithmus an-
geben, siche Algorithmus

In [3 Sektion 5,6] werden effiziente Methoden zum Uberpriifen der ersten if-Bedingung
in Algorithmus [3| sowie der Lex-Minimalitdt einer Basis fiir eine Ecke oder einen Ex-
tremstrahl entwickelt [3, Proposition 5.1,5.4,6.1]. Auf diese wollen wir hier nicht weiter
eingehen, stattdessen verweisen wir auf [3, Sektion 5,6], sowie [3, Sektion 7] und [4] fiir
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Input : Polyeder P, welcher durch die Matrix A beschrieben wird
Output: Alle Ecken und Extremalstrahlen von P

Setze B=1{0,...,n}, N=DB, k=1

repeat

while k < d do

Setze j = N

if Es gibt einen Index 7 in B, sodass B durch einen Pivotschritt von

B\{i} U{j} erreicht wird then
Fiithre Pivotschritt mit ¢ und j durch

if B ist lex-minimal then
Gib entsprechende Ecke aus
Setze k =1
end
else
| Setze k =k +1

end

end
Finde Pivotelemente ¢ = B,., j = Nj und fithre Pivotschritt durch

Setze k =k + 1
until £ > d und B = {0,...,n};

Algorithmus 3: Grundlegender reverse-search Algorithmus, siehe [3, Abbildung
6.1]

genauere Implementationsdetails.

Im Gegensatz zur double-description Methode ist der Aufwand des reverse-search
Algorithmus bekannt, so berechnet er alle Extremalstrahlen und Ecken eines Polyeders
mit einem zeitlichen Aufwand von O(nd?) pro Basis und einem Speicheraufwand von
O(nd) [3, Theorem 6.2]. Ein weiterer Vorteil des reverse-search Algorithmus ist, dass er
sich gut parallelisieren lasst [28], da man jeden Ast des Suchbaums, wie in Abbildung
B.3] unabhéngig voneinander durchgehen kann.

Mogliche Pivotregeln

Wir haben nun gesehen, wie wir in der while-Schleife von Algorithmus (1| die Extre-
malstrahlen der Kegel (V(P))* bestimmen kénnen. Nun stellt sich die Frage, wie wir
abhangig von der Matrix ) einen moglichst ., guten“ Extremalstrahl R mit (R, Q) < 0
auswéahlen. Man beachte, dass es immer einen solchen Extremalstrahl gibt [110, Theo-
rem 7.1].

Dieses Auswahlkriterium bezeichnen wir auch als Pivotregel. In [47, Sektion 3.1] ha-
ben die Autoren durch Experimente zwei scheinbar gute Heuristiken fiir eine Pivotregel
gefunden. Sowohl die Wahl von R, sodass H%j\\ minimal unter den moglichen Extremal-
strahlen, als auch eine zufallige Wahl von R scheinen in Tests gut zu funktionieren.

Allerdings ist die Frage nach einer moglichst ,, guten“ Pivotregel ein noch offenes
Problem.
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3.2.2 Bestimmung einer benachbarten COP-perfekten Matrix

Die Hauptkomplexitiat eines einzelnen Schrittes von Algorithmus [I] liegt in der Be-
stimmung einer benachbarten COP-perfekten Matrix. Algorithmisch koénnen wir dies
ahnlich wie im Falle der perfekten quadratischen Formen erreichen [111) Sektion 3.1.5,
Algorithmus 2]. Dabei nennen wir zwei COP-perfekte Matrizen P und N benachbart,
falls die Strecke [P, N] eine Kante von R ist.

Dazu muss der im positiv definiten Fall verwendete Algorithmus etwas verandert
werden, siehe Algorithmus [l Tm Folgenden betrachten wir daher die Funktionsweise
dieses, fiir Algorithmus [I] zentralen, Algorithmus. Dabei folgen wir der Beschreibung in
[47].

Input : COP-perfekte Matrix P, Extremalstrahl R ¢ COP? von (V(P))*
Output: COP-perfekte Matrix N = P + AR mit A > 0, mincop N = 1 und
Mil’lco'p N {(Z Mincop P

Setze (I,u) = (0,1)
while P 4+ uR ¢ int COP? oder mineop(P + uR) =1 do
if P+ uR ¢ int COP? then
| Setze u= (I 4+ u)/2
else
| Setze (I,u) = (u,2u)
end
end

Bestimme S = {v € 24,\{0} | (P+uR)[v] < 1}

Setze A = min { 1;2][2[]”] |ve S}
Setze N = P+ AR
Setze
Mincop N = (Mineop P\ {v € Mingop P | R[v] # 0}) U {U e s | ok — )\}

R[v]
Gib N und Mingcpp N aus

Algorithmus 4: Algorithmus zum Bestimmen einer benachbarten COP-perfekten
Matrix, siehe [47, Algorithmus 2]

Zunéchst bildet der Schnitt der ,Halbgeraden“ {P + aR | a > 0} mit R fiir einen nicht-
kopositiven Extremalstrahl R von (V(P))* eine Kante von R. Dies folgt sofort mit ([3.4)),
da diese Halbgerade im Schnitt von (d'gl) Hyperebenen liegt.

Daher liegt auf der Halbgeraden {P + aR | a > 0} eine mit P benachbarte COP-
perfekte Matrix N.

Algorithmus [4] konstruiert nun sukzessiv Matrizen N; = P + [R, die auf der Kante
[P, N] liegt und N, = P +uR, die auBerhalb von R aber noch in int COP? liegt. [ und
u geben dann eine untere und obere Schranke fiir den Wert A an, fiir den N = P+ AR
COP-perfekt ist. Man beachte, dass minecop N; = minepp P = 1 > minepp N, ist.

Die Schwierigkeit von Algorithmus |4 besteht nun aus der Uberpriifung der Kopositivitit
von N, und aus der Berechnung des kopositiven Minimums einer Matrix ) € int COP?,
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3 Ein Simplexalgorithmus fiir rationale CP-Faktorisierung

P+aR

sowie der Menge S. Algorithmische Kopositivitétstest besprechen wir in der nédchsten
Sektion. Auf die Berechnung des kopositiven Minimums und der Menge S gehen wir in
Kapitel [5] ein. Wir zeigen im Folgenden die Korrektheit von Algorithmus [ wie in [47]
Sektion 3.2] und identifizieren einige Schwierigkeiten und geben maogliche Verbesserun-
gen an.

Die Menge S im Algorithmus [] besteht anschaulich aus den Vektoren, die ,verhin-
dern®, dass mingcop N, = 1 ist. Man beachte, dass S endlich ist. Setzen wir fiir ein

ves u, = 1;;[1[]”}, so besteht die neue Menge gerade aus den Vektoren w in S fiir die
L—Plu] - 1-Pl] ist, wie wir gleich sehen werden. Daher ist fiir P4+AR mit A = min 1—Plu]
Rluw] R[v] wes  Rlw]

die zugehorige Menge S = ().

Es bleibt also zunédchst zu sehen, dass fiir dieses N mingop N = 1 und Mingpop N €
1—P[v]

Mingop P ist. Fiir den zweiten Teil betrachten wir ein v € S, so dass o) minimal
ist. Dann ist nach Konstruktion A\ = 1;;[]”] und es ist

1 — P[v]

Nlo] = (P+ AR)[t] = Ple] + =

=Plv]+1— Pl =1
Weiterhin gilt fir alle v € S, dass R[v] < 0, da mincop P = 1 und u > 0. Wére nun
Plv] =1, also v € Mingep P, so ist nach Definition R[v] > 0 und damit v ¢ S.

Tatsachlich gilt fir alle v € S fiir die 1}1[2[]”] minimal ist, dass N[v] = 1 und v ¢
Mingop P ist. Ist also mingop N = 1, so gilt Mingop N € Mingpp P. Dadurch erhalten

wir zusétzlich Mingcop N, denn damit ist

Minecop N = Mingopp P\ {U € Mingcopp P | R[U} 7é 0} U {U es | 1—R[:}[U] = /\} . (39)
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Fiir das kopositive Minimum von N betrachten wir die Félle v ¢ S und v € S. Fiir
v ¢ S gilt entweder R[v] > 0, in diesem Fall haben wir

(P + AR)[v] = Plv] + AR[v] > 1,
da A > 0 ist, oder R[v] < 0. In diesem Fall
(P + AR)[v] = P[v] + AR[v] > Plv] + uR[v] > 1.

Dies gilt, da A < w ist.
Fir v € S wissen wir, dass R[v] < 0 ist. Weiter gilt R[v] > melgl Rlw]und 1—Plw] < 0

ist und somit

fiir alle w € S. Damit erhalten wir, dass min =2 w] > 1=-P []”]

wes Rl = Rl
—_ plo] + min 2P g s ppo o+ L2 P gy -
(P + AR)lv) =PI+ min = Rl > Plul + SRR =1

Daher ist also mincpp N = 1.

Die Menge S in Algorithmus [ kann unter Umstéanden sehr gro werden. So hat sich im
Fall der positiv definiten Matrizen gezeigt, dass die Menge S um den Faktor N }Vu)o(d)

wachst [119, Sektion 5|. Daher ist S, falls A(N,) < 1 sehr klein ist, sehr groB. Auch
hier ist anzunehmen, dass es sich im kopositiven Fall recht dhnlich verhalt. Daher ist
die vollstandige Berechnung von S in gewissen Fallen sehr aufwendig beziehungsweise
schlicht nicht moglich.

Eine Moglichkeit dieses Problem zu umgehen ist, iterativ immer nur einen Vektor
v in S zu ermitteln und u suksessiv mittels u = 1;5[”] zu reduzieren, solange bis wir
mincop N, = 1 erhalten. Man beachte, dass sich dadurch S verdndert. Dann ist nach
den obigen Beobachtungen v = A und N = N,, COP-perfekt.

Die Methode ermoglicht also, dass wir die urspriingliche Menge S nicht vollstandig
berechnen miissen. Der Nachteil dieser Methode ist, dass wir nicht anwenden kon-
nen und somit Mingpp N explizit berechnen miissen. Dies lasst sich aber moglicherweise
recht effizient mit einer d&hnlichen Strategie wie in [119, Algorithmus 3] umgehen.

while minc@p Nu S % do
Bestimme ein v mit N,[v] <1

1—P[v]

R[v]

Setze u =

end
Bestimme S wie in Algorithmus

Die Idee dabei ist, u so lange zu reduzieren, bis mincop N, ,,groff* genug ist, oder
aquivalent S | klein“ genug ist. Dann kann man .S mit der direkten Methode berechnen.
Man beachte, dass in der while-Schleife keine vollstandige Berechnung des kopositiven
Minimums stattfinden muss, solange mingpp N, < % ist, da dann lediglich ein Vektor
v mit N, [v] < % ausreicht. Eine vollstandige Berechnung von S ist also nur im letzten
Schritt der while-Schleife notwendig.
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Damit dieser Ansatz allerdings wirklich gut funktionieren kann, brauchte es, wie im
positiv definiten Fall [119, Algorithmus 3], einen Algorithmus, der ,schnell* einen mini-
malen Vektor von N, berechnen kann. Uns ist kein solcher Algorithmus bekannt, sodass
die Entwicklung eines solchen durchaus interessant ware.

Eine weitere einfache Verbesserung geben uns die in Kapitel [5| vorgestellen Methoden
zur Berechnung von des kopositiven Minimums, welche zusétzlich Mingop ) bestimmen.
Wir wissen, dass fiir alle N, P # @ € [P, N] gilt, dass Mingop @ C Mingop P, Mingop N.
Wenn also mingop N, = 1 und Mingpp N, € Mincop P ist, dannist A\ = vund N = N,,.
In unserer Erfahrung tritt der Fall w = A in einem Schritt der while-Schleife durchaus
haufiger ein, bei geeigneter Skalierung des Extremalstrahles R. Ein zusatzlicher Test
von Mingop N, ¢ Mineop P kann daher, ohne zusétzlichen Aufwand, Algorithmus
vorzeitig beenden und die aufwendige Berechnung der Menge S, sowie weitere ,,unno-
tige® Schleifendurchlaufe verhindern.

Fiur eine weitere Verbesserung von Algorithmus {4| konnte die Beantwortung der fol-
genden Frage hilfreich sein.

Frage. Ist es moglich eine kopositive Version von [I19, Lemma 9] zu konstruieren?

[119, Lemma 9] gibt eine Konstruktion von u fiir den positiv definiten Fall an, sodass
P+uR ein arithmetisches Minimum von < 1 hat, aber noch in Sio liegt. Eine kopositive
Version von [119, Lemma 9], also eine Konstruktion von u, sodass mingop P + uR < 1
und P + uR € COP?, wiirde die while-Schleife in Algorithmus |4] unnotig machen
und somit wiederholte Kopositivitatstests und Berechnungen des kopositiven Minimums
verfallen lassen.
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3.2.3 Kopositivitatstests

Wie wir in der vorherigen Sektion gesehen haben ist es fiir Algorithmus [l und damit fiir
Algorithmus [1| notwendig, algorithmisch eine Matrix auf Kopositivitat beziehungsweise
strikte Kopositivitét zu testen. Auch der in Kapitel [d behandelte Algorithmus [6|benotigt
diese Tests.

Daher beschreiben wir im Folgenden wie sich dies realisieren lésst. Zunéachst ge-
hen wir dafiir auf die Komplexitat dieses Problems ein und beschreiben dann einfache
Kopositivitatskriterien fiir kleine Dimensionen. Danach werden wir grundlegende Vor-
bearbeitungstechniken fiir Kopositivitatstests einfithren und beschreiben dann einen
klassischen Kopositivitatstest sowie einen erst kiirzlich aufgetretenen.

Komplexitat

Murty und Kabadi zeigten in [94, Theorem 3], dass das Entscheidungsproblem ,Gege-
ben eine Matrix @, ist @) nicht kopositiv?* NP-vollstindig ist. Dies folgt wesentlich
daraus, dass man N P-vollstandige ,,SUBSETSUM*“-Problem [73, Main Theorem| auf
das dquivalente Problem ,Gibt es ein # € A®, sodass Q[z] < 0 ist?“ reduzieren kann [94]
Theorem 2]. Daher ist das komplementére Entscheidungsproblem ,,Gegeben eine Matrix
Q, ist Q kopositiv® co-NP-vollstandig. Dieses Problem wird auch das ,,Strong Member-
ship Problem* des Kegels COP? [43, Definition 3.2] genannt. Man beachte, dass dieses
daquivalente Problem auch durch ein Standard-Quadratisches Problem dargestellt
werden kann.

Dickinson und Gijben erweiterten dieses Resultat und zeigten, dass das obige Pro-
blem NP-vollstandig ist [43, Theorem 4.2]. Insbesondere liegt das Strong-Membership-
Problem also in NP N co-N"P.

Damit sehen wir nun auch, dass dies Komplexitdt der umformulierten schwierigen
Probleme in Sektion tatsichlich in Bedingung X € COP? , geschoben* wird [48,
Seite 5).

Da die Kegel CP? und COP? dual zueinander sind, siehe Sektion ist anzunehmen,
dass das Strong Membership Problem des Kegels CP? eine dhnliche Komplexitit hat.
Dies werden wir in Sektion [£.1] betrachten.

Kopositivitat in kleinen Dimensionen und fiir spezielle Matrizen

Auch wenn es im Allgemeinen sehr schwierig ist zu entscheiden ob eine Matrix kopositiv
ist, gibt es mehrere Spezialfélle, fir die es sehr einfach ist.
So ist eine Matrix Q € S8? kopositiv, wenn [65, Propositition 2.1]

q11, 922 2 0 und gi2 + \/q11g22 > 0. (3.10)

Man beachte, dass diese Bedingung dquivalent dazu ist, dass ) auf dem Standardsim-
plex A® nichtnegativ ist. Dies ist eine ausreichende Bedingung fiir Kopositivitit, welche
uns in Sektion [3.2.3| und [5.1.1| begegnen wird.

Fiir Dimension 3 und 4 lassen sich dhnliche, wenn auch langlichere Aussagen treffen,
so miissen fiir eine Matrix ) € 83 sieben Ungleichungen, die alle recht dhnlich zu denen
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3 Ein Simplexalgorithmus fiir rationale CP-Faktorisierung

im zweidimensionalen Fall sind, gelten [65, Proposition 2.2]. Li und Feng geben in [83]
weitere Kriterien fiir den dreidimensionalen Fall an sowie Kriterien fiir den vierdimen-
sionalen Fall [83, Sektion 4], auf die wir hier aber nicht weiter eingehen wollen.

Weitere effiziente Kopositivitatstest gibt es fiir Matrizen mit bestimmten Strukturen.
Ein Werkzeug, welches héufig fiir theoretische Resultate tiber positiv semidefinite Matri-
zen verwendet wird, ist das sogenannte Schur-Komplement. Dabei heift fiir eine Matrix

Q= (Z bC' die Matrix aC' — bb™ das Schur-Komplement von (). Es lasst sich einfach

zeigen, dass () genau dann positiv semidefinit ist, wenn a > 0 ist und C' und aC — bb"™
positiv semidefinit sind [14].

Fiir kopositive Matrizen lésst sich eine recht ahnliche Aussage treffen. So ist () genau
dann kopositiv, wenn a > 0 ist, C' kopositiv ist und fir alle z € Riﬁl mit bTx < 0 gilt,
dass (aC — bb™)[z] > 0 ist [83, Theorem 2]. Eine wichtige Beobachtung hierbei ist, dass
sich die letzte Bedingung zu

a bTx 2 (e d—1
<bT[L’ Cm) € COP~ fiir alle x € RS

umformen ldsst und man (3.10) darauf anwenden kann.

Daraus ergeben sich zwei Folgerungen. Ist b ein nicht-positiver Vektor, so gilt bz < 0
fiir alle nichtnegativen Vektoren x. Daher ist die dritte Bedingung in diesem Fall, dass
aC — bb™ kopositiv ist.

Die andere Folgerung benétigen wir in Sektion [4.3] weshalb wir sie hier in Form eines
Lemmas auffithren werden.

Lemma 3.2. Fine symmetrische Matriz (), welche nur positive Diagonal- und nur
nichtpositive Auflerdiagonaleintrige besitzt, ist genau dann kopositiv, wenn sie positiv
semidefinit ist

Die fiir uns wichtige Eigenschaft die sich daraus ergibt ist, dass COP? = 8%, U N
ist, was eine Verscharfung von (2.2.3)) darstellt.

Das Schur-Komplement-Argument erlaubt es also in der Theorie spezielle Matrizen
auf Kopositivitit zu testen. Praktisch kann es beispielsweise fiir lineare Kopositivitéts-
tests tridiagonaler Matrizen benutzt werden, wie Bomze in [I7] zeigte. Diese Idee lésst
sich auf Blocktridiagonalmatrizen [I7] und ebenso auf allgemeine azyklische Matrizen
[68] verallgemeinern. Dabei ist eine symmetrische Matrix azyklisch, wenn ihr Matrix-
graph azyklisch ist. Man beachte, dass daher jede Tridiagonalmatrix azyklisch ist.

Fiir eine Verbesserung von Algorithmus [4] wire es moglicherweise interessant zu iiber-
legen, ob man die Struktur der Matrizen in Algorithmus 4] fiir einen Kopositivitéitstest
ausnutzen kann. Man beachte, dass P immer strikt kopositiv und COP-perfekt ist und
R eine indefinite nicht kopositive Matrix ist.
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Vorbearbeitung

Wir haben nun gesehen, dass sich in speziellen Féllen Kopositivitat effizient testen.
Wie wir im Folgenden sehen werden, lasst sich ebenfalls fiir eine Vielzahl von Fallen die
Kopositivitat effizient ausschlieBen. Dies wird auch in der Literatur als Vorbearbeitung
bezeichnet.

Da gut implementierte Kopositivitétstests sich dies stets zunutze machen, wollen wir
hier einige dieser effizienten Tests vorstellen. Man beachte, dass sich jedes der folgenden
Kriterien in hochstens polynomieller Zeit testen léasst.

Wir nennen im Folgenden einen Vektor x € R? verletzend, falls Q[z] < 0 ist. Viele
der folgenden Kriterien sind notwendig fiir Kopositivitiat. Wir stellen hier aber nur eine
Auswahl vor, da die ,vollstandige* Liste allerdings entweder noch nicht existiert, sehr
lang oder iiber zu viele Veroffentlichungen verteilt sein wird.

Wir fassen einige notwendige Bedingungen in einem Lemma zusammen, die alle durch
einfache Rechnungen folgen.

Lemma 3.3. Fir eine kopositive Matriz () gelten
1. q; > 0. Andernfalls ist x = e; verletzend.

2. Ist q;; = 0, so miissen alle Fintrige in der i-ten Spalte beziehungsweise i-ten
Zeile nichtnegativ sein. Sonst ist fir ein j # 1 mit ¢;; < 0 der Vektor x =
(g;; + De; — gije; verletzender.

3. qij >= —\/Tiiq;;- Ist dies nicht der Fall so ist x = \/q;;e; + \/q;;€; ein verletzender
Vektor.

4. Qij >= _%(Qii +qj;), da sonst v = e; + e; verletzend ist.

d. .Zdjl ¢ij > 0. Ansonsten ist x = e verletzend.

1,)=

Man beachte, dass jede algorithmisch realisierbare notwendige Bedingung fiir Kopo-
sitivitdt zur Vorbearbeitung eingesetzt werden kann, jedoch es nur dann sinnvoll ist,
wenn der Aufwand des Tests recht ,klein® ist.

Die obigen Bedingungen koénnen auflerdem recht einfach fir strikte Kopositivitat
angepasst werden. Nur Punkt 2 kann nicht benutzt werden, da dadurch Punkt 1 verletzt
werden wiirde.

Fiir strikte Kopositivitat ergibt sich allerdings ein neues Kriterium. Sollte sich im
Kern der Matrix () ein nichtnegativer Vektor z befinden, so konnen wir folgern, dass
Q ¢ int COP? ist, da in diesem Fall Qz = 0 und damit Q[z] = 0 ist.

Mit (3.10]) ist es eine sinnvolle Strategie die Matrix () nach Zweierblocken (Z” Zij )
iy Y55
mit g;; < 0 zu durchsuchen. Sollte sich ergeben, dass es so einen Block gibt, der nicht
kopositiv ist, dann konnen wir wie in Punkt 4 von Lemma [3.3|einen verletzenden Vektor
konstruieren. Ahnlich kénnte man auch mit den Kriterien fiir 3 x 3- und 4 x 4-Blécke

verfahren.
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3 Ein Simplexalgorithmus fiir rationale CP-Faktorisierung

Ein anderer Teil der Vorbearbeitung ist das Reduzieren der Matrix, sowohl in Gro-
Be der Dimension als auch der Eintrige.

Zunachst wissen wir durch , dass ) genau dann kopositiv ist, wenn DQD ko-
positiv ist, wobei D eine nichtnegative nichtsingulare Diagonalmatrix ist. Die Eintrage
von () lassen sich also in einem gewissen Sinne skalieren, wenn wir auf Kopositivitat
testen wollen.

Ist die Diagonale von () beispielsweise positiv, so konnen wir ) mit der Diagonal-
matrix D = diag(1/\/qi1,- - ., 1/y/qaa) so skalieren, dass die Diagonale auf 1 ,normiert®
wird. Man beachte, dass sich dadurch die Punkte 3 und 4 in Lemma zu q;; > —1
vereinfachen.

Tatsachlich lassen sich sogar alle positiven Auflerdiagonaleintrige auf 1 ,normieren*.
Dafiir betrachten wir die Matrizen

1 " qug 1 0" 1
Q=|lb A c¢c|udB=1|b A ¢
qua ¢t 1 1 c® 1

Bomze und Eichfelder zeigten nun in [22] Lemma 4.4], dass @) genau dann kopositiv
ist, wenn B kopositiv ist, indem sie aus einem verletzenden Vektor von B einen fir @)
konstruierten. Ist z = <x1 a® :L'd) ein verletzender Vektor von B so ist der Vektor

(maX{O, —a"b} a” 0) verletzend fiir ), falls a™b < a"c ist. Andernfalls ist der Vektor

(0 a®™ max{0, —aTc}) verletzend, wie man durch Nachrechnen pruft. Da Permuta-
tionen wie in Kopositivitat nicht beeinflussen, lasst sich dieser Prozess fiir alle
positiven Diagonaleintrage durchfiihren. Eine kopositive Matrix hat nach diesen beiden
Transformationen nur noch Eintrdge aus [—1, 1], was sich einfach testen lasst.

Um die Grofle der Matrix zu reduzieren bendtigen wir zunéchst, dass es eine nicht-
negative Zeile beziehungsweise Spalte gibt. Angenommen, die i-te Zeile und Spalte der
Matrix @ ist nichtnegativ. Dann geniigt es nur Vektoren mit x; = 0 zu betrachten, denn

Qlz] = Qi + wie;] = Q[F] + i Qe; + 7 qus.

Hierbei ist 2 = x — z;e;. Da Qe; der i-ten Zeile entspricht ist der zweite und dritte
Summand immer nicht negativ, solange x; > 0 ist. Anders gesagt spielt die i-te Zeile
beziehungsweise Spalte fiir die Kopositivitat von () keine Rolle. Wir konnen sie also
entfernen® und erhalten eine d — 1 x d — 1-Matrix Q.

Ist Q nicht kopositiv, so kénnen wir aus einem verletzendem Vektor von @ einen
verletzenden Vektor fiir () konstruieren, indem wir an der i-ten Stelle eine 0 , hinein-
schieben®.

Kopositivitatskriterium von Gaddum

Mit der Vorbearbeitung aus dem Weg wollen wir nun den klassischen Kopositivitats-
test, welcher auf Gaddum [55] zuriickgeht, behandeln.
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3.2 Analyse von Algorjthmus

Im Folgenden bezeichnen wir den d —1 X d — 1-Hauptminor einer symmetrischen Matrix
Q, welcher durch Entfernen der i-ten Zeile und Spalte entstanden ist, mit Q°.

Wie wir in der vorherigen Sektion angemerkt haben, spielt die Kopositivitat der
Hauptminoren einer Matrix eine gewisse Rolle fiir die Kopositivitdt der Matrix selber.
Genauer folgt aus der Kopositivitat einer Matrix () die Kopositivitéit ihrer Hauptmino-
ren. Damit ist dies zunéchst ein notwendiges Kriterium fiir Kopositivitat.

Gaddum beobachtete, dass dies zu einem hinreichendem Kriterium erweitert werden
kann, indem man zusatzlich die Bedingung

i TQy"T = mi TQy>0 3.11
R RNV = e Qv 2 1y
betrachtet [55, Theorem 3.2]. Dabei ist (3.11]) der Wert des sogenannten Zwei-Spieler-
Spiels mit Matriz ¢ [55, Sektion 3].
Daraus ergibt sich nun ein rekursiver Kopositivitétstest, siche Algorithmus [5

Input : Matrix Q € S¢
Output: ,kopositiv® oder ,,nicht kopositiv*
Wende Algorithmus [5| auf die d — 1 x d — 1-Hauptminoren @Q° von Q
if Es gibt ein 4, sodass Q' nicht kopositiv ist then
| Gib ,nicht kopositiv* aus
end
Berechne val = (3.11))
if val > 0 then
| Gib ,kopositiv¢ aus
else
| Gib ,nicht kopositiv* aus
end

Algorithmus 5: Rekursiver Kopositivitatstest, basierend auf Gaddums Kriterium

Die hier interessante Eigenschaft von (3.11)) ist, dass sich der Wert tiber das lineare
Optimierungsproblem [65], Sektion 3.1]

maxy; — Y2

so, dass Qr — y1e + yoe < 0,
y1,Y2 > 0

und z € A®°

berechnen lésst.
Man beachte, dass Algorithmus [5] trotzdem keinen polynomiellen Aufwand hat. Ge-
nauer bezeichne P(n) den Aufwand zum Losen von (3.11]). Dann ist der Aufwand von

d
Algorithmus > (g)P(n) [65, Sektion 3.1]. Damit ist Gaddums Test nur fiir recht
n=1

kleine Dimension geeignet.
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3 Ein Simplexalgorithmus fiir rationale CP-Faktorisierung

Fiir uns wichtig ist, dass wir Gaddums Kopositivitdtstest zu einem strikten Koposi-
tivitdtstest machen kénnen, indem wir fordern, dass die Hauptminoren der Matrix @)
ebenfalls strikt kopositiv sein sollen und der Wert ebenfalls positiv sein soll [55]
Theorem 3.1].

Kopositivitatstests durch gemischt ganzzahlige Optimierungsprobleme

Obwohl Gaddums Kriterium ein klassischer Kopositivitédtstest ist, sehen wir, dass der
Aufwand dieses Tests selbst fiir kleine Dimension recht grofi werden kann. Da wir wissen,
dass wir lineare Optimierungsprobleme in polynomieller Zeit 16sen konnen ist die grofle
Schwierigkeit in Algorithmus [5| die Rekursion.

Es stellt sich also die Frage, ob wir auf die Rekursion verzichten kénnen, wenn wir im
Gegenzug dazu schwierigere Optimierungsprobleme 16sen. Nie, Yang und Zhang geben
in [98] beispielsweise einen auf sogenannten ,semidefiniten Problemen®, konische Pro-
bleme {iber 8¢, basierenden Algorithmus an, welcher keinerlei Rekursion beinhaltet.
Ebenso geben Bomze und Eichfelder in [22] einen Algorithmus der lineare Optimie-
rungsprobleme und sogenannte ,,Simplexpartitionen® verwendet. Die Schwierigkeit hier
liegt bei diesen Simplexpartitionen, wie wir in Kapitel [5| sehen werden.

Kiirzlich sind Tests basierend auf gemischt ganzzahligen Optimierungsproblemen auf-
getaucht [2][6][120], welche nach ersten Erfahrungen wohl recht effizient sein sollen. Wir
wollen hier einen solchen Test als Alternative vorstellen.

Wie wir bereits in Sektion [3.2.3] angemerkt haben, ist ein ausreichendes Kriterium
fiir die Kopositivitdt von Q, dass Q[z] nichtnegativ auf dem Standardsimplex A% ist.
Dies liegt daran, dass jeder nichtnegative Vektor auf einem Strahl liegt, welcher von
einem Vektor in A® erzeugt wird.

Diese Bedingung kénnen wir tiber das im Allgemeinen nicht-konvexe Standard-Quadratische-
Problem

min {Q[z] | z € A} >0 (3.12)

ausdriicken (siehe auch Sektion [3.2.3)). Xia, Vera und Zuluaga konnten kiirzlich in [120]
Sektion 2| (siehe auch [6, Sektion 2.1]) zeigen, dass man (3.12)) in das gemischt ganz-
zahlige lineare Optimierungsproblem

min —u,

so dass Qx + pe — v = 0,
efr=1,0<z <y, (3.13)

0 < v < 2dmax |q;](e — y),

und y € {0,1}*

umformulieren kann. Damit ist ) genau dann kopositiv, wenn der optimale Wert von
(3.13) nichtnegativ ist. Im Gegensatz zu (3.12)) ist (3.13)) immer konvex ist und lasst
sich daher im Allgemeinen ,besser® 1osen. Den Autoren von [6] zufolge ist diese Art
von Test bereits fiir 6 x 6-Matrizen besser als Algorithmus [5| und soll wohl um Einiges
besser skalieren.
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4 Ein moglicher Algorithmus zum
Losen des CP-Membership-Problems

Wie schon in Sektion bezeichnen wir mit dem CP-Membership-Problem oder
Strong Membership Problem des Kegels CP? das Entscheidungsproblem , Gegeben eine
rationale Matrix @), ist @ vollsténdig positiv?*.

Im folgenden Kapitel wollen wir uns mit diesem Problem beschaftigen.

4.1 Das CP-Membership-Problem

In Sektion[3.2.3lhaben wir angemerkt, dass das COP-Membership-Problem NP-vollstandig
ist. Da CP? und COP? dual zueinander sind ist anzunehmen, dass das CP-Membership-
Problem eine dhnliche Komplexitat hat.

Dies wurde lange vermutet, konnte jedoch erst kiirzlich durch Dickinson und Gijben
in [43] bewiesen werden. Dort wurde gezeigt, dass das CP-Membership-Problem NP-
schwer ist. Dazu zeigten sie, dass sich dieses Problem essentiell auf das, schon in Sektion
erwihnte INDSET, reduzieren ldsst [43, Theorem 5.3]. Ob das CP-Membership-
Problem selber in NP liegt, ist bisher noch unbekannt.

Allerdings gibt es eine Vielzahl an verschiedenen Algorithmen die versuchen, dieses
Problem wenigstens teilweise zu losen. Diese lassen sich grob in zwei Klassen unter-
teilen. Einerseits gibt es numerische Methoden, die recht effizient approximative CP-
Faktorisierungen berechnen kénnen. Man beachte, dass eine CP-Faktorisierung von @
ein Zertifikat fir Q € CP? ist. Algorithmen, die in diese Klasse fallen, finden sich in
[BIN[56] [69][97][117]. Die andere Klasse von Algorithmen sind theoretische Algorith-
men, die zwar exakte CP-Faktorisierungen berechnen kénnen, aber entweder nur fiir
bestimmte Klassen von Eingaben oder nicht unbedingt terminieren. Beispiele fiir solche
Algorithmen finden sich in [6][I3][41, Sektion 3.3][42][47]. Letzter ist der Algorithmus,
den wir in der folgenden Sektion vorstellen wollen.
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4 FEin moéglicher Algorithmus zum Lésen des CP-Membership-Problems

4.2 Modifikation von Algorithmus [1]

In [47] stellen die Autoren eine einfache Modifikation von Algorithmus (1| zum Lésen des
CP-Membership-Problems vor, siche Algorithmus [6]

Input : rationale Matrix @ € S¢

Output: Falls Q € (7]3[1, dann eine rationale CP-Faktorisierung von A.
Falls Q ¢ CP?, dann einen Zeugen W € COP? mit (Q, W) < 0
Wiéhle eine erste COP-perfekte Matrix P = Psgary € R. Initialisiere V(P).
while Q ¢ V(P) do
if (P, Q) <0 then
| Gib Q ¢ CP? und W = P aus
end
Bestimme einen Erzeuger R eines Extremalstrahles von V(P)* mit
(R,Q) < 0.
if R € COP? then
| Gib Q ¢ CPYund W = R aus

end
Bestimme benachbarte COP-perfekte Matrix N mit Algorithmus
Setze P = N
end
Bestimme oy, ..., a, € Q-(, sodass ) = Zn: a,;v; v
= i=1

Gib Q € E?v?d und Faktorisierung aus

Algorithmus 6: Algorithmus zum Losen des CP-Membership-Problems und Be-
rechnen einer rationalen C’P-Faktorisierung, siche [47, Prozedur 3]

Mit der CP-Faktorisierung, die essentiell von Algorithmus [1| produziert wird, haben

wir ein Zertifikat fir @) € CA75d. Es fehlt also nur noch eines fiir @ ¢ CP?. Algorithmus
6] benutzt ein recht natiirliches (im Allgemeinen nicht algorithmisch berechenbares)
Zertifikat fiir Q ¢ CP?. Mit 1) wissen wir, wenn es eine kopositive Matrix B mit
(B, Q) < 0 gibt, kann @ nicht vollstindig positiv sein. Dabei betrachtet Algorithmus 6]
nur solche kopositive Matrizen, die entweder COP-perfekt sind oder als Extremalstrahl
cines Kegels (V(P))* auftreten. Wie wir gleich sehen werden, sind diese Extremalstrah-
len gerade die nichtnegativen Extremalstrahlen E;;, ¢ # j von coOpPe.

Es bleibt also zunéchst zu sehen, dass wir tatsachlich jede nicht vollstandig posi-
tive durch COP-perfekte Matrizen und die nichtnegativen Extremalstrahlen erfassen
koénnen.

Die generelle Idee dafiir ergibt sich aus folgender Darstellung von CP?. Es ist 47,
Theorem 2.3]

CP? = {Q € S| (Q, B) > 0 fiir alle Ecken und Extremstrahlen B von R} . (4.1)

Man beachte, dass die Ecken von R gerade die COP-perfekten Matrizen mit einem
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kopositiven Minimum von 1 sind. Diese Darstellung folgt wie in der Argumentation

in [47, Theorem 2.3] mit (2.2), (2.29), [10, Theorem 2.3.1 (iv)] und [46, Lemma 2.4].
Zunéchst ist mit (2.29) int COP? = coneR\{0}. Weiter ist mit [I0, Theorem 2.3.1 (iv)]

und (int COP?)* = (COP?)* = CP?. Der Rest folgt nun aus der Tatsache, dass R
ein lokal endlicher Polyeder ist, also lokal wie ein Polytop aussieht, was in der obigen
Darstellung resultiert.

Geometrisch gesehen konstruiert Algorithmus [6] also sukzessiv durch

CP*C OP,={Ac 8| (Q,B) >0 fiir alle, bis zum Schritt n des Algorithmus,
konstruierten COP -perfekten Matrizen B}

eine immer enger werdende Approximation an CP?.

(@)
] R
@)
CP? COP?

Es bleiben also die Extremalstrahlen von R zu klassifizieren. Man beachte dazu, dass
die Extremalstrahlen von R die Form P + aR, a > 0 fiir ein geeignetes R € COP? und
COP-perfektes P haben. Damit erhalten wir folgendes

Theorem 4.1. Die Extremalstrahlen von R haben die Form P + aE;;, i # j fir eine
COP-perfekte Matrixz P. Insbesondere sind daher die maglichen kopositiven Extremal-
strahlen der Kegel V(P)* von der Form E;;, i # j.

Beweis. Wir zeigen hier nur die Behauptung fiir R, der zweite Teil folgt analog mit

B-9).

Man beachte zunéchst, dass die Extremalstrahlen 1-Seiten von R sind. Sei nun eine
COP-perfekte Matrix P mit mingpp P = 1 fest gewahlt. Damit wir eine 1-Seite von R
erhalten, die P enthalt, muss (R,vv™) = 0 fir (d'QH) — 1 linear unabhéngige vv™ mit
v € Mingpp P sein.

Da R, nach Voraussetzung, kopositiv ist, induziert R mit

F={QecP' | (R Q) =0}

eine Seite von CP* (siehe auch Sektion [2.4.3).
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4 FEin moéglicher Algorithmus zum Lésen des CP-Membership-Problems

2
CP?. Daher ist F offenbar eine Facette. Mit Lemma erhalten wir dann, dass F', wie
oben, durch ein F;j, i # j induziert wird. Somit ist R = FE;;. [

Eine sofortige Folgerung von Theorem ist, dass wir (4.1)) vereinfachen kénnen. Es
ergibt sich

Nach obiger Konstruktion enthalt F' also <d+1) — 1 linear unabhangige Elemente von

cP?={Q e 8| (B,Q) > 0 fir alle COP -perfekten Matrizen B und (Ey;, Q) > 0 fiir

Man beachte, dass es daher bis auf Symmetrie nur eine ,Richtung ins Unendliche® in
R gibt, siehe Sektion

Weiter gibt uns Theorem zusammen mit , dass wir tatsédchlich alle nicht
vollstandig positiven durch die COP-perfekten Matrizen und die nichtnegativen Extre-
malstrahlen F;;,7 # j erfassen konnen. Algorithmus |§| gibt uns also bei Termination die
gewiinschte Ausgabe.

Theorem erlaubt es uns auch Algorithmus [6] auf zwei Arten zu modifizieren. Zum
einen reduziert sich der Kopositivitatstest in der while-Schleife von Algorithmus [6] zu
einem Nichtnegativitatstest, der sich offenbar in linearer Zeit durchfithren lasst. Diese
Modifikation belédsst Algorithmus [6] in seiner urspriinglichen Form. Man beachte hier,
dass die nicht vollstandig positiven Matrizen mit einem auflerdiagonalen negativen Ein-
trag sowohl durch einen Extremalstrahl als auch durch eine COP-perfekte Matrix er-
fasst werden konnen. Solche, die negative Eintrége auf der Diagonalen haben, aber keine
auflerdiagonalen, allerdings nur durch COP-perfekte Matrizen erfasst werden.

Die zweite mogliche Modifikation ist, einen Nichtnegativitéitstest der Eingabematrix
an den Anfang des Algorithmus zu schieben und daher auf den Kopositivitatstest des
Extremalstrahls R in der while-Schliefe von Algorithmus [6] zu verzichten. Hierbei wiir-
de auch nur ein Nichtnegativititstest der Auflerdiagonalelemente der Eingabematrix
ausreichen. Mit dieser Modifikation ergibt sich Algorithmus [7}

Wir wissen nun, dass Algorithmus [6] und [7] bei Termination das gewiinschte Ergeb-
nis liefern. Im Gegensatz zum (,Kern“-)Algorithmus [1| ist es allerdings noch offen, ob

——d
sie dies immer tun. Fir eine Eingabematrix aus CP  ist dies mit Theorem sicherlich
der Fall. Fir eine nicht vollstédndig positive Eingabematrix besteht folgende offene

Vermutung 4.2. [47, Vermutung 3.2] Fir eine rationale Matriz Q ¢ CP* terminiert
Algorithmus @ (Algorithmus @), mit geeigneter Pivotregel, nach endlichen vielen Schrit-
ten.

Generell haben wir mit den Erfahrungen in [47, Sektion 5] guten Grund zu der An-
nahme, dass Vermutung [4.2] wahr ist. Wir werden in der néchsten Sektion zeigen, dass
dies fiir d = 2 tatsichlich der Fall ist und betrachten in Sektion 4] die Fille d = 3 und
d = 4 etwas naher.

Weiter lasst sich sagen, dass wenn Vermutung und [I15, Vermutung 1] (siehe auch
Kapitel [3)) wahr sind, 16st Algorithmus @ das CP-Membership-Problem.

o8
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4.2 Modifikation von Algorithmus

Input : rationale Matrix @ € S¢

Output: Falls Q € CA’I/Dd, dann eine rationale CP-Faktorisierung von A.
Falls Q ¢ CP“, dann einen Zeugen W € COP? mit (Q, W) < 0
if Q ¢ N then
‘ Gib Q ¢ CP? und W = E;; fir passende 1, j aus
end
Wihle eine erste COP-perfekte Matrix P = Psgare € R. Initialisiere V(P).
while @ ¢ V(P) do

if (P,Q) <0 then
| Gib Q ¢ CP?und W = P aus
end
Bestimme einen Erzeuger R eines Extremalstrahles von V(P)* mit
(R,Q) < 0.
Bestimme benachbarte COP-perfekte Matrix N mit Algorithmus
Setze P = N
end
Bestimme oy, ..., a, € Qs, sodass () = En: a,;v;uF

=1
Gib Q € E?v?d und Faktorisierung aus

Algorithmus 7: Modifizierter Algorithmus [6] basierend auf Theorem

Zu [115, Vermutung 1] lasst sich sagen, dass wegen [46] Theorem 1.1] nur noch der
Rand von CP? zu betrachten ist. Da dieser, wie wir Sektion angemerkt haben,
recht schlecht verstanden ist, ist zu erwarten, dass [I15, Vermutung 1] nicht in nachster
Zeit gelost wird. Fiir eine ausfithrliche Ubersicht des diesbeziiglichen Wissensstandes
verweisen wir auf [I5][115].
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4 FEin moéglicher Algorithmus zum Lésen des CP-Membership-Problems

4.3 Termination in Dimension 2

In dieser Sektion wollen wir uns mit dem Fall d = 2 von Vermutung [4.2] beschéftigen.
Dabei bezichen wir uns der Einfachheit halber nur auf Algorithmus [6] die Aussagen
gelten aber analog auch fiir Algorithmus [7] Genauer beweisen wir das folgende

Theorem 4.3. Fir eine nicht vollstindig positive rationale () = Z . terminiert

Algorithmus [0, mit geeigneter Pivotregel, nach endlich vielen Schritten.

Zunéchst wollen wir zwei niitzliche Eigenschaften des 2 x 2-Fall besprechen, welche
wir fiir den Beweis von Theorem 4.3 benutzen werden.

Ein allgemeine Beobachtung COP-perfekter Matrizen ist, dass sie nicht in N4, d > 1
liegen konnen. Man beachte dafiir, dass das kopositive Minimum einer Matrix hochs-
tens so grof sein kann, wie der kleinste Diagonaleintrag dieser Matrix. Wére also eine
COP-perfekte Matrix nichtnegativ, so ist Mingop P C {ey,...,eq}. Dies sind offenbar
nicht geniigend minimale Vektoren, um Definition zu geniigen, sodass dies einen
Widerspruch ergibt.

Im 2 x 2-Fall erhalten wir also, dass der Auflerdiagonaleintrag p;s einer 2x COP-
perfekten Matrix P negativ sein muss. Mit Lemma [3.2] erhalten wir daher, dass P
positiv definit ist. Wie wir in der ndchsten Sektion sehen werden, gilt dies nur im 2 x 2-
Fall. Insbesondere folgt mit Definition dass jede 2 x 2 COP-perfekte Matrix P auch
eine perfekte quadratische Form ist und daher auch | Mingop P| = 3 gilt [79)].

Fiir die andere Eigenschaft beobachten wir zunachst, dass mit der obigen Eigenschaft
die Kegel (V(P))* genau 3 Extremalstrahlen haben. Mit Abbildung 3.2| sehen wir, dass
daher in jedem Schritt von Algorithmus [6 hochstens 2 mogliche Extremalstrahlen zur
Auswahl stehen.

Wenn man in Algorithmus @ bei %Q 4, anfangt, kann man fir einen gewédhlten Ex-
tremstrahl R folgende Formel verwenden, um die benachbarte COP-perfekte Matrix N
zu berechnen. Wir wollen diese Formel hier nicht herleiten, sondern verweisen stattdes-
sen auf [59][67]:

Sei P eine 2 x 2 COP-perfekte Matrix mit Mingpp P = {(Z) , (2) , (;)} Ist

f > 0 ist, s ist die im AlgorithmusH

berechnete benachbarte COP-perfekte Matrix N gegeben durch [47, Sektion 4.1]

der gewahlte Extremalstrahl R so, dass R l °

(4.2)

1
N—P+2<_ bd —Q(ad%—bc)).

+(ad + be) ac

. : . ) (a c a+c
Des weiteren ist Mincop N = {(b) ) (d) ) <b + d) }

Dies brauchen wir nur fiir den Fall P = 1Q 4, nachweisen, da mit [79] fiir jede COP-
perfekte Matrix P eine ganzzahlig unimodulare Matrix U € GLy(Z) existiert, sodass
P=U T%Q 4,U. Diese Eigenschaft wird auch ,arithmetische Aquivalenz* genannt, siehe
auch [IT1], Sektion 1.1.2]. Insbesondere gilt damit auch, dass V(P) = UTV(3Qa,)U ist.
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4.3 Termination in Dimension 2

Wir kénnen also den Kegel V(P) und damit auch die Extremalstrahlen von (V(P))* so
transformieren, dass sie V(3Q,) und den zugehdrigen Extremalstrahlen entsprechen.
Es gentigt also (4.2)) fiir diesen Spezialfall zu betrachten. Fiir diesen folgt (4.2]) mit

einfachen Rechnungen.

Durch die obige Transformation wird offenbar immer einer der 3 Extremalstrahlen
von (V(P))* auf den kopositiven Extremalstrahl Ej5 von (V(P))* abbgebildet und ist
damit eine ,,unmogliche Richtung®. Tatséchlich wird immer genau der Extremalstrahl
auf F1, transformiert, der zu %Q 4, wzuriickfithren® wiirde. Daher ist die Formel nur fiir
den ,,Hinweg“ anwendbar.

Wir zeigen nun zunachst einen Spezialfall von Theorem Es gilt das

Lemma 4.4. Fir eine nicht vollstindig positive rationale Matriz ) = <Z Ié) ¢ CP?

mit b > 0 terminert Algorithmus @ mit Pgigrs = %Q 4, nach endlich vielen Schritten.

Beweis. Da zunachst nach Voraussetzung () rational ist, reicht es aus den Fall a, b, c € Z
zu behandeln, denn wenn () nicht vollstandig positiv ist, so trifft auch der von ) erzeugte
Strahl CP* nicht.

Nun ist <%Q As Q> = a+ ¢ — b ganzzahlig. Induktiv erhalten wir dann mit 1} dass

__Viu2+vaui
(N,Q) = (P,Q) + <2 < 0?52%}2“1 y i > ,Q> ganzzahlig ist,
— 1U1

wobei (v, v2)T, (uy, u2)™ € Mingop P C Z? sind. Da der Extremalstrahl R in Algo-
rithmus [6] so gewéhlt wird, dass (R, Q) < 0 ist, folgt dass (N, Q) < (P, Q). Da beide
Ausdriicke ganzzahlig sind, folgt die Behauptung. [J

Falls b < 0 ist, so terminiert Algorithmus@ﬁir Py = %Q A, bereits im ersten Schritt,
da Ej, ein Extremalstrahl von (V(3Q.4,))" ist. Man beachte, dass 1Q 4, die einzige 2 x 2
COP-perfekte Matrix ist, die diesen Extremalstrahl ,besitzt“, siehe auch Abbildung
3.2l Damit ist %Q 4, auch die einzige 2 x 2 COP-perfekte Matrix, bei der Algorithmus |§|
terminieren kann, falls die Eingabematrix eine positiv semidefinte Matrrix mit negativen
Auflerdiagonaleintragen ist.

Wéhlen wir also %Q 4, als Startpunkt in Algorithmus @, so terminiert dieser mit ge-
eigneter Pivotregel nach endlich vielen Schritten. Dies nutzen wir nun aus um Theorem

[4.3] zu zeigen.

Wie in Lemma [4.4] reicht es aus den Fall a,b,c € Z zu betrachten. Sei P nun eine
COP-perfekte Matrix. Mit [79] existiert wie vorhin eine ganzzahlig unimodulare Ma-

61



4 FEin moéglicher Algorithmus zum Lésen des CP-Membership-Problems

trix U = [ 112 so, dass P = UT%QA2U. Damit erhalten wir
U1 U22

(P.Q) = (U"2040.Q)

2 U11U22+UI2U
_ (u11 — u21) Up1Ui2 + Ugolgy — —H22 1222 0
Up1Uyg + Ugglig — HHHRTHI2U2L (u12 — ug2)? ’

= (u11 — U21)2@ + (w12 — U22)2C + (2(ur1u12 + UgaUor) — Ui Uss + Uialar )b € Z.

Theorem [4.3] folgt nun, da fiir die COP-perfekten Matrizen P und N in Algorithmus [6]
gilt, dass
(N,Q) =(P+ AR, Q) < (P,Q)

ist, da (R, Q) < 0 gilt, und beide Ausdriicke, wie oben gezeigt, ganzzahlig sind. [J

Wir haben in dieser Sektion ausschliefflich rationale Matrizen betrachtet, da dies die ein-
zigen sind, die in Computeranwendungen auftreten konnen. Die Aussage folgt fiir reelle
nicht vollstdndig positive Matrizen () mit einem dhnlichen Argument wie in Theorem
B.1] indem man rationale Matrizen in Umgebungen von @ betrachtet und Theorem
anwendet. Damit ist Vermutung zumindest fiir den Fall d = 2 wahr.

4.4 3 x 3 und 4 x 4 COP-perfekte Matrizen

Wir wollen uns nun mit dem Fall d > 2 von Vermutung beschéftigen. Daftr be-
trachten wir die 3 x 3 und 4 x 4 COP-perfekten Matrizen etwas genauer.

Zunéchst ist die Eigenschaft, dass COP-perfekte Matrizen auch perfekte quadratische
Formen sind, ein Phiénomen des 2 x 2-Falles, da bereits eine Dimension héher COP-
perfekte Matrizen auftreten, die nur positiv semidefinit oder sogar indefinit sind. Bei-
spielsweise ist die COP-perfekte Matrix

3 2 —9/2
P=| 2 1 —5/2
—9/2 —5/2 1

’

mit Mingop P = {ea, €1 + €3, 2e1 + e3,3e1 + 2e3, 2e5 + €3, 3es + €3, e}, indefinit.

Wie wir schon in der vorherigen Sektion festgestellt haben, muss eine COP-perfekte
Matrix einen negativen Eintrag enthalten. Lemma gibt uns dann, dass daher we-
nigstens ein Hauptminor einer 3 x 3 COP-perfekten Matrix positiv definit ist. Wir
vermuten, dass es sogar tatsachlich immer wenigstens 2 sind. Dies kénnte sich fiir einen
Beweis von Vermutung 4.2] fiir d = 3 als hilfreich erweisen.

Der andere wichtige Teil unseres Beweises von Vermutung fir d = 2 war die
Formel zur Berechnung von benachbarten COP-perfekten Matrizen. Fiir d > 3
ist noch keine solche Formel bekannt. Ein Problem, welches eine solche Formel
unmoglich machen kénnte, gibt uns die folgende
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4.4 3 x 3 und 4 x 4 COP-perfekte Matrizen

Vermutung 4.5. Fir d > 3 ist die maximale Grofie von Mineop P, iber alle d x
d COP-perfekten Matrizen P, unbeschrankt. Genauer vermuten wir, dass jede COP-
perfekte Matriz mit einer COP-perfekten Matriz benachbart ist, die mehr minimale
Vektoren besitzt.

Man beachte, dass fiir die perfekten quadratischen Formen gerade das Gegenteil des
ersten Parts von Vermutung gilt. Dies liegt daran, dass es bis auf arithmetische
Aquivalenz nur endlich viele perfekte quadratische Formen mit arithmetischem Mini-
mum 1 gibt [I11, Theorem 3.4] und, wie wir in der vorherigen Sektion anmerkten,
arithmetisch dquivalente Formen gleich viele minimale Vektoren besitzen.

Die im Sinne von Vermutung ,erofte 3 x 3 COP-perfekte Matrix, die wir bisher
finden konnten, ist

829 829 —3065/2
829 829 —3065/2 |,
—3065/2 —3065/2 2833

mit 125 minimalen Vektoren. Dies bildet einen starken Konstrast zu den 3 x 3 perfekten
quadratischen Formen, die alle 12 minimale Vektoren haben [IT1], Kapitel 3, Tabelle 1].

Wir haben nun schon gewisse Schwierigkeiten im 3 x 3-Fall gesehen. Fiir den 4 x 4-
Fall wollen wir nun eine Vermutung aufstellen, welche es ermoglichen wiirde, diesen
Fall zumindest teilweise auf den 3 x 3-Fall zuriickzufiihren. Es besteht die

Vermutung 4.6. Sei P eine 4 x 4 COP-perfekte Matrix mit mineop P = 1. Ist der
Hauptminor P* eine 3 x 3 COP-perfekte Matriz mit mineop P = 1, so gibt es fiir jeden
Nachbar N von P* einen Nachbar N’ von P, sodass N'* = N ist.

Man beachte hier, dass Vermutung 4.6| wegen fiir einen beliebigen Hauptminor
einer COP-perfekten Matrix P formuliert werden kann. Das liegt daran, dass Trans-
formationen der Form P’ = UTPU fiir eine Permutationsmatrix U COP-Perfektheit
erhalten, da offenbar Mincpp P’ = U Mingop P ist.

Weiter glauben wir, dass wenn Vermutung [4.6| wahr ist, eine analoge Version fiir d > 5
gilt. Fiir d = 3 gilt eine solche Aussage nicht. Dies liegt vermutlich daran, dass der Fall
d = 2, wie oben schon ausgefiihrt, sehr speziell ist.

Vermutung und etwaige Verallgemeinerungen wiirde es erlauben, Vermutung
zu einem groflen Teil induktiv zu beweisen.

Schlussendlich wollen wir noch auf eine ,,Besonderheit* der Nachbarschaft von %Q a,,d=
3,4, im Bezug auf Algorithmus [6] und die in Sektion besprochenen Modifikationen,
aufmerksam machen.

Wie wir bereits in Sektion 2 angemerkt haben, ist E5 ein Extremalstrahl von (V(5Q4,))".
Allgemeiner ist F4 ein Extremalstrahl von (V(1Q4,))* wie man einfach mit durch
Wahl von a} = e, sieht. Damit terminiert Algorithmus [6} wie auch schon fiir d = 2, mit
Startpunkt %Q 4, bereits im ersten Schritt, falls ¢14 < 0 ist.

Fir d = 3 kommen Fj5 und Fi3 schon als Extremalstrahlen der Kegel (V(P))* fiir
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: 1
zwei Nachbarn von 5@ 4,

1 0 —1/2 1 —1/2 —1/2
0 1 —1/2]| und | -1/2 1 0
~1/2 —-1/2 1 ~1/2 0 1

vor. Man beachte, dass die obigen Matrizen permutierte Versionen von %Q A5 sind.
Fiir d = 4 gibt es fiinf weitere Nichtnegative Extremalstrahlen, F1o, E13, Fo3, Eoy und
Esy. Diese treten beispielsweise als Extremalstrahlen der Kegel (V(P))* der Nachbarn

1 0 -1/2 0 1 —1/2 0 0

0 1 —1/2 0 —1/2 1 —1/2 —-1)2
—1/2 —-1/2 1 -1)2 0 -1/2 1 0o |’

0 0 -1/2 1 0 -1/2 0 1

1 —1/2 0 -1/2 1 —1/2 1/2 -1/2
~1/2 1 -1/2 1/2 I O A

0 -1/2 1 —1/2| " 12 —12 1 —1/2
—1/2 12 -1/2 1 ~1/2 0 -1/2 1

auf. Es ist also fiir den (wéhlbaren) Startpunkt %Q 4,, d = 3,4, im Falle einer nicht voll-
standig positiven Matrix mit negativen Auflendiagonalelementen, fiir eine Termination
unerheblich, ob man Algorithmus [6] oder Algorithmus [7] betrachtet.

Weiter gibt uns diese Beobachtung, dass die Extremalstrahlen F;;, i # j zumindest
fir d = 3,4 tatsichlich alle als Extremalstrahlen der Kegel (V(P))* vorkommen. Man
beachte, dass dies keine Folgerung von Theorem ist.

Wir vermuten, dass sich dies auch fiir d > 5 wahr ist.
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5 Das Kopositive Minimum

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit der algorithmischen Berechnung des kopositiven
Minimums einer strikt kopositiven Matrix ¢) sowie ihrer minimalen Vektoren beschéaf-
tigen. Im Folgenden bezeichnen wir dieses Problem mit KoM.

Im Fall positiv definiter Matrizen kann das zu KoM dquivalente Problem (Berechnung
des arithmetischen Minimums einer positiv definiten Matrix ) und aller Vektoren, bei
denen es angenommen wird, auch ,shortest vector problem“ oder SVP genannt) durch
einen Algorithmus von Fincke und Pohst [52, Algorithmus (2.12)] gelést werden. Dieser
berechnet fiir eine Konstante C' alle ganzzahligen Vektoren z, fiir die Q[z] < C ist.
Indem man C' immer dann reduziert, wenn ein solcher ganzzahliger Vektor gefunden
wird, bestimmt man nach und nach das arithmetische Minimum und zusétzlich alle
Vektoren, bei denen es angenommen wird. Es ist daher naheliegend, dass KoM mit
dhnlichen Ideen und Ansatzen gelost werden kann.

In [47, Sektion 3.5] und [112] wird je ein Algorithmus zum Losen von KoM vorge-
stellt, die jeweils auf der Idee des Fincke-Pohst-Algorithmus basieren. Wir stellen im
Folgenden zunéchst den ,klassischen“ Algorithmus aus [47, Sektion 3.5], welcher auf
y,dimplexpartitionierungen® basiert, vor. Danach wollen wir uns mit dem, noch expe-
rimentellen, ,neuen® Algorithmus in [112] beschéftigen, der auf dem Losen gewisser
quadratischer Probleme beruht.

5.1 Klassische Berechnung des kopositiven Minimums

In dieser Sektion geben wir im Wesentlichen die Beschreibung in [47), Sektion 3.5] wieder.

Wie auch der R? ist der nichtnegative Orthant Rio in einem gewissen Sinne ,zu
groB“, um ihn zu durchsuchen. Fincke und Pohst lésen dieses Problem in [54], indem sie
die Cholesky-Zerlegung ) = LL™ fiir positiv definite Matrizen verwenden [53, Sektion
4.3], um iiber , Backtracking“ obere Schranken fir die Koeffizienten z; der ganzzahligen
Vektoren x, in Abhéngigkeit der Konstante C', zu ermitteln. Eine solche Cholesky-
Zerlegung existiert nur fiir positiv semidefinite Matrizen [53, Theorem 4.3.3]. Da es
durchaus strikt kopositive Matrizen gibt, welche nicht positiv semidefinit sind (sieche
auch Sektion , kann man dies im kopositiven Fall nicht verwenden.

Die Grundidee des Ansatzes in [47, Sektion 3.5] ist es, nun den ,zu grofien® R‘éo in
kleinere Kegel zu unterteilen und in jedem dieser kleineren Kegel einen modifizierten
Fincke-Pohst-Algorithmus zu verwenden. Um diese Unterteilung zu konstruieren werden

Simplexpartitionierungen verwendet, welche wir im Folgenden einfiihren werden.
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5 Das Kopositive Minimum

5.1.1 Simplexpartitionierungen

Wie wir bereits in Sektion angemerkt haben, liegt jeder nichtnegative Vektor auf
einem Strahl, der von einem Vektor in A® erzeugt wird. Dies ist einfach ersichtlich,
denn bezeichne fiir einen nichtnegativen Vektor x # 0 p = > z; > 0. Dann gilt fiir

y=px >0,dass 3y, = 1ist. Alsoist y € A% und da g > 0 ist, liegt = auf dem von y

erzeugten Strahl. VZVir konnen uns also in einem gewissen Sinne auf den Standardsimplex
A® _ zuriickziehen®.

Indem wir dann eine Unterteilung von A® bestimmen und die Kegel, welche durch
diese Unterteilung erzeugt werden, betrachten, erhalten wir eine Unterteilung des ]R‘io
in , kleinere“ Kegel. -

Dazu sei A ein Simplex im R?. Wir nennen eine Familie P = {A;,..., A, } von Simpli-
zes eine Simplexpartition (oder kurz Partition) von A, wenn

A= JA; und intA; NintA; = 0, fiir ¢ # j gilt . (5.1)
i=1

Wir bezeichnen weiter einen Vektor v als Ecke der Partition P, wenn v eine Ecke eines
Simplizes A; in P ist. Analog bezeichnen wir [v,w] als Kante der Partition, wenn sie
eine Kante einer der Simplizies ist.

AVAYAY:A

Abbildung 5.1: Sukzessive Partitionierung eines Simplexes

Im Folgenden beschreiben wir also, wie man eine fiir diese Aufgabe , geeignete” Par-
tition des Standardsimplizes bestimmt. Hat man schlussendlich eine Partition P =
{Aq,...,A,} konstruiert, so erhdlt man durch {Ka,,...,Ka,} eine Unterteilung von
RZ,, wobei K, = coned; ist.

‘Geeignet heiBt hierbei, dass fiir alle Ecken v;, v; eines Simplizes der Partition v;Qu; >
0 gelten soll. Man beachte, dass dies trotz Kopositivitéit, fiir den Standardsimplex nicht
gelten brauch. Allerdings benétigen wir diese Eigenschaft in der folgenden Sektion.

In [29, Theorem 2| wurde gezeigt, dass eine solche Partition in dem hier relevanten
Fall, dass @ strikt kopositiv ist, immer existiert. Bundfuss und Diir entwickelten in |29
Algorithmus 1 und 2] weiter einen Algorithmus zur Bestimmung einer solchen Partition.
Wir folgen hier nun ihrer Beschreibung.

Die grundlegende Idee fiir ihren Algorithmus sind sogenannte ,radiale Bisektionen®.

d d
Fiir einen Simplex A = conv {vy,...,vg} undeinv = Y \v; € A, mit A\; > 0und > \; =
i=1 i=1
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5.1 Klassische Berechnung des kopositiven Minimums

1, ist die Familie P = {A,,...,A;, } mit

i1y
A;; = conv {vl, V1, U, Vg ,vd} , fir alle 4; mit A;; > 0,

eine Partition von A [606, Lemma 1], v heifit hierbei Bisektionspunkt. Falls v sich auf
einer Kante [v;, v;] befindet, wird [v;, v;] Bisektionskante genannt.

Input : Q € int COP?
Output: Simplexpartition P = {Ay,...,A,}, sodass (v})TQu¥ > 0 fiir alle
ij=1,...,d, k=1...,n

Setze D = AS}, P=1
while D # () do
Wihle einen Simplex A = conv{vy,..., v} aus D
if v/Qu; >0 firalled,j=1,...,d then

| Setze D = D\{A}, P=PU{A}
else

Bestimme Bisektion Ay, Ay von A

Setze D = D\{A} U {A, Ay}

end

end
Gib P aus

Algorithmus 8: Bestimmung einer geeigneten Simplexpartition P einer Matrix

Q € intCOP?

Wir kénnen Ecken v;,v; mit v Qu; als ,negative Kante® betrachten. Ziel ist es also,
durch Bisektion solche negativen Kanten in ,positive Kanten* zu transformieren.
Dafiir seien a = Q[v;] > 0, b = Q[v;] > 0 und ¢ = vFQu; < 0 fiir eine negative Kante
[v;,v5]. In [29, Lemma 4] wurde gezeigt, dass der Bisektionspunkt v = Av; + (1 — \)v;
die gewiinschte obige Eigenschaft hat, wenn \ aus dem Intervall I = [, 2] C [0, 1]

c—a’ b—c
gewahlt wird. Dann ist

C

viQu=Xa+ (1 —-X)c> a+ (11—

Je = 0.
c—a c—a

Analog erhalten wir, dass v"Qv; > 0 ist. Wir erhalten also die zwei neuen positiven
Kanten [v;,v] und [v, v;].

Man beachte, dass I nicht leer ist, wenn @) kopositiv ist. Andernfalls ist [29, Lemma
4 (b)]

c 2 2 C2

Q[Uj — EUZ] = Q[Uj] — 22@?@7@ + %Q[Uz] =b— 2% —+ E < 0.

In [29] wird die hier vorgestellte Methode fiir Kopositivitétstests verwendet. Daher
motivieren die Autoren eine bestimmte Wahl des Bisektionspunktes beziehungsweise
von A. Da wir hier diese Partitionen fiir einen anderen Zweck verwenden, wollen wir
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5 Das Kopositive Minimum

eine andere Wahl vorstellen, die fiir diese Anwendung besser geeignet ist.
Dafiir ist zunéchst zu sehen, dass a, b > 0 sind, da @) strikt kopositiv ist. Da weiterhin

1
Qlv; +vj] = a+ 2c¢+ b > 0 genau dann, wenn ¢ > 5(—& —b) gilt,

ist auch ¢ > max{—a, —b} erfiillt. Daher ist ; € I, denn

c

1
> <:>02—aund§§

< —b<e.
c—a b—rc

N | —

Damit konnen wir v = %(vz + v;) als Bisektionspunkt wéhlen.

Da wir die Ecken der Simplizes in der nachsten Sektion so skalieren wollen, dass sie
nur ganzzahlige Eintrage haben, ist dieser Bisektionspunkt hier besser geeignet als der
in [29] gewéhlte. Das liegt daran, dass wir hier fiir die Skalierung auf Ganzzahligkeit nur
die maximale Zweierpotenz in den Nennern ermitteln miissen, beziehungsweise sogar
nur das Maximum der Nenner.

Algorithmisch lasst sich nun eine Bisektion A = A; U Ay durch Algorithmus [9] be-
stimmen. Man beachte, dass die Ecken der so in Algorithmus [9 konstruierten Simplizies

Input : Simplex A = conv {vy,...,v4} mit v Qu; > 0 fiir alle ¢ und
v Qu; < 0 fiir wenigstens ein 1, j

Output: 'Q nicht kopositiv’ oder Simplexpartitionierung A = A; U A,

Waikle eine negative Kante [v;, v;] von A

Setze v = L (v; + v;)

Setze Ay = conv {vy, ..., 01,0, V41, .. .,0q}

Setze Ay = conv{vy,...,0_1,0,Vj41,...,V4}

Algorithmus 9: Bestimmung einer geeigneten Bisektion A = A; U As, siehe [29]
Algorithmus 2]

und somit die Ecken der in Algorithmus [§] konstruierten Simplexpartitionierung nur
rationale Eintriage haben.

In [29] Theorem 2] haben Bundfuss und Diir gezeigt, dass es fiir jede strikt kopositive
Matrix @ ein ¢ > 0 gibt, sodass jede Partition P = {Ay,..., A}, deren Durchmesser

(P) = ma of = of|
hochstens € ist, die von uns verlangte Nichtnegativitatseigenschaft hat. Dabei bezeichnet
vF eine Ecke des Simplizes Ay.

Damit lasst sich die Partition tiber sogenannte , Langste-Kante-Bisektionen® zu kon-
struieren. Dabei wird immer die Kante [v;, v;] in der Mitte, also v = 3(v;+v;), biseziert,
fur die ||v; — v;|| iiber alle Kanten der Partition maximal ist.

Dass man dadurch tatséchlich eine Partition erhélt, die den Anforderungen von [29,
Theorem 2] gentigt, ist ein Resultat von Kearfott. Dieser zeigte, dass der Durchmesser
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einer so konstruierten Partition immer gegen 0 geht [74, Theorem 3.1]. Genauer zeigte
er, das der Durchmesser §(P) nach k solchen Bisektionen

5(P) < (D) Hs(a)

ist. Hierbei ist n die Dimension des zu partitionierenden Simplex A und §(A) sein
Durchmesser.
In unserem Fall hat AS die Dimension d—1 und einen Durchmesser von v/2, sodass wir

nach k Iterationen eine Partition mit einem Durchmesser von hochstens (@) lat1) V2
haben.
Da es nach |29, Theorem 2] ein festes ¢ gibt, miissen wir also hochstens so viele

Schritte machen, dass ¢ > (?) k=1 V2 ist. Man beachte, dass dieser Ansatz und der
Ansatz in [29] recht verschieden sind und im Allgemeinen nicht zum gleichen Ergebnis
fithren.

Es ist aber, aufgrund von |29, Theorem 2| [74, Theorem 3.1], eine gute Idee in Al-
gorithmus [§] alle £ Iterationen eine Langste-Kante-Bisektion durchzufiithren, da es in
seltenen Féllen vorkommen kann, dass Algorithmus [8| eine Partition konstruiert, deren
Durchmesser nicht gegen 0 geht. Dies kénnen wir aber durch solche Bisektionen garan-
tieren.

d | Durchschnittliche Zeit in s | Maximale Zeit in s | Grofite Partition
5 0.006844 0.109375 47

6 0.03325 0.875 140

7 0.097239 5.71875 380

8 0.500782 97.75 1499

9 1.852739 370.265625 4564

10 5.561708 794.40625 11752

Tabelle 5.1: Aufwand von Algorithmus |§] fiir verschiedene Dimensionen. Getestet wur-
den hierbei jeweils 1500 d x d-Matrizen P+ N, wobei P positiv definit und
N nichtnegativ ist. N wurde so erzeugt, dass wir Nenner und Zahler gleich-
verteilt aus {0,...,100} beziehungsweise {1,...,100} erzeugt wurden und
die Eintrage dann zusatzlich durch das Maximum geteilt wurden. Fiir P
haben wir auf dhnliche Weise eine Matrix A mit Zéhlern aus {—100, 100}
erzeugt, sodass tkA = d, und setzten dann P = ATA

Wie man anhand von Tabelle sieht, kann der Aufwand fiir die Bestimmung einer
solchen Simplexpartition mit Algorithmus [8| durchaus grofl werden. Es gibt allerdings
mehrere Ansatze, die Moglichkeiten fiir eine Verbesserung bieten konnen. Auf diese
wollen wir hier nicht mehr eingehen und verweisen stattdessen auf [41], Kapitel 9][122].
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5.1.2 Hermitsche Normalform

Da wir nun eine Unterteilung {Ka,,..., Ka,} des Réo haben, beschreiben wir in den
folgenden Abschnitten, wie man einen Fincke-Pohst-artigen Algorithmus auf diese Ke-
gel anwenden kann.

Zunachst lassen sich alle Elemente im Kegel K als positive Linearkombination der

Ecken vy, ..., v4 des Simplizes A darstellen. Um also in diesem Kegel alle ganzzahligen

Vektoren x mit Q[z] < C zu finden, reicht es aus Koeffizienten «, . .., ag > 0 zu suchen,
d

so dass = > oyv; € Z% und Qz] < C gilt.

i=1
Auf diese Weise konnen theoretisch, ahnlich wie beim Fincke-Pohst-Algorithmus, alle

ganzzahligen Vektoren x im Kegel K mit Q[z] < C bestimmt werden. Reduziert man
dann wie beim Fincke-Pohst-Algorithmus C'; wenn man solch ein = gefunden hat, kann
das ,Minimum® von @ in diesem Kegel sowie alle ,minimalen Vektoren“ in Ka be-
stimmt werden. Wiederholt man diesen Prozess fiir alle Kegel der Unterteilung, erhalt
man das kopositive Minimum und die minimalen Vektoren der Matrix Q).

Das Problem besteht also aus dem Finden der Koeffizienten a;,...,aqy > 0. Um dies
zu ermoglichen, wird die Hermite-Normalform einer Matrix A verwendet.

Eine nicht-singulire Matrix B € R ist in Hermite-Normalform, wenn B eine
nichtnegative obere Dreiecksmatrix ist und der eindeutig bestimmte grofite Eintrag
jeder Spalte auf der Diagonalen ist [110} Kapitel 4.1].

Zwei der fiir uns wichtigen Eigenschaften der Hermite-Normalform sind zunéchst, dass
sie in unserem Fall eindeutig bestimmt ist, wie wir gleich sehen werden. Genauer gilt
fiir eine nicht-singulire ganzzahlige Matrix A € R¥?, dass es eine eindeutig bestimmte
Matrix unimodulare U € GL4(Z) gibt, sodass B = UA in Hermite-Normalform ist
[110l, Korollar 4.2a, 4.3b]. B heifit dann auch Hermite-Normalform von A.

Weiter lésst sich die Hermite-Normalform einer solchen Matrix in polynomieller
Zeit [72, Theorem 2| bestimmen. Die generelle Strategie dabei basiert auf dem Gauf-
Algorithmus. Man transformiert nacheinander durch elementare ganzzahlige Zeilenope-
rationen die Spalten der Matrix A in Hermite-Normalform. Das Produkt, der dabei
entstehenden Elementarmatrizen ergibt dann die Matrix U.

Ein Problem, welches hierbei auftreten kann, ist die sogenannte ,,Zwischen-Eintrags-
Explosion® [60]. Dabei werden die Eintrdge in den noch nicht bearbeiteten Spalten
durch die Zeilenoperationen der schon bearbeiteten sehr grof. Dies kann sich auf die
Laufzeit auswirken, siche auch [60].

In [60, Sektion 3] werden Ansétze diskutiert, um diesem Problem entgegen zu wir-
ken. Der Ansatz, den wir benutzen wollen, beruht auf ggT-Berechnungen von n Zahlen.
Bezeichnet a; die i-te Spalte von A, dann bestimmt man im k-ten Schritt einen ganz-
zahligen Vektor x, sodass z7ax = ggT(axk, - - - , agr). Dann verwendet man dieses x und
die k-te Zeile, um die restlichen Eintrage auf 0 zu bekommen.

Damit die Eintrédge moglichst klein bleiben, will man einen moglichst kurzen Vektor x
mit dieser Eigenschaft finden. Dies ist allerdings ein N'P-schweres Problem [60, Theorem
2]. In [61, Algorithmus 3] wird der LLL-Algorithmus [82] benutzt, um dieses Problem
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(zumindest fir 3 Zahlen) effizient zu l6sen [61, Korollar 5.2]. Die dabei bestimmten
Vektoren x miissen nicht notwendigerweise die Kiirzesten sein, bilden aber eine ,,gute®
Approximation an diese, siehe [61][82].

Damit kann nun ein Algorithmus zur Bestimmung der Hermit-Normalform konstru-
iert werden, welcher die Zwischen-Eintrags-Explosion ,verhindert®, siche auch [61, Al-
gorithmus 4]. Tatsdchlich werden die Eintradge wahrend der gesamten Berechnung in
[61, Algorithmus 4] héchstens so gro wie 20(@°8(@N) [7] Theorem 1.1], wobei N das
Quadrat der maximalen Norm der Zeilen von A ist. Fir praktische Ergebnisse dieses
Algorithmus verweisen wir auf [61], Sektion 7]

Wie bereits im vorherigen Abschnitt angemerkt sind die Ecken der zuvor bestimmten
Simplexpartitionierung rational, sodass wir diese so skalieren kénnen, dass sie ganzzah-
lig sind, siehe auch Kapitel [3] Man beachte, dass dies den Kegel Ka nicht verdndert.

Bezeichnen also vy, ..., vy diese ganzzahligen Vektoren und V' die Matrix mit den v; als
Spalten.
Dann ist V' ganzzahlig und nicht singular, denn die Vektoren vy, ..., v, spannen zu-

sammen mit dem Nullvektor einen d-Simplex auf, sind also linear unabhéngig. Damit
existiert eine eindeutige Hermite-Normalform W von V und eine ganzzahlig unimodu-
lare Matrix U, sodass W = (wy, ..., wy) = UV ist.

Wir betrachten nun statt @ die Matrix Q' = U~TQU ~!. Dann gilt zunéichst, dass
0 <0/ Qu; = wiQ'w, (5.2)

ist, wobei diese Ungleichung offenbar strikt ist, wenn ¢ = j ist. Damit erhalten wir, dass

d
Q lz QU5

=1

d
< M genau dann, wenn Q' lz aiwi] < M ist.

=1

Da die Matrix U ganzzahlig unimodular ist, also die induzierte Abbildung insbesondere
ganzzahlige Vektoren wieder auf ganzzahlige Vektoren abbildet, ist

d d
v = Z a;v; genau dann ganzzahlig, wenn w = Z o;w; ganzzahlig ist. (5.3)
i=1 i=1

Fir das Bestimmen der «; macht es also ,keinen“ Unterschied, ob man die v; oder
die w; betrachtet. Da allerdings W in Hermite-Normalform ist, also insbesondere eine
obere Dreiecksmatrix ist, vereinfacht sich der Ausdruck Y a;w; zu

i

d d T
Z aWj 1, Z QjWj2, ..., 0g—1Wi—1,d-1 + AqWa,d—1, XgWdd | - (5.4)
j=1 =2

Dabei ist w; ; der j-te Eintrag von wj.
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5 Das Kopositive Minimum

Abbildung 5.2: Bestimmung des kopositiven Minimuns einer Matrix mittels Simplex-
partitionierung

5.1.3 Berechnung der Koeffizienten ¢;

Die Form von ((5.4)) erlaubt nun die «; sukzessiv tiber eine Art ,Backtracking® zu be-
stimmen.

Fir a4 gilt nach Voraussetzung, dass oy > 0 und agwgq ganzzahlig ist. Somit ist
Qg € {ﬁ, n=12,3,... } Weiter ist ay < [,/ﬁJ, denn es gilt

C>q

zd: aiwil > a3Q' [wdl,

=1

da wfQw; > 0 und wfQw; > 0 ist. Damit gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir
den Wert von ay.

Fixieren wir einen Wert von «y4, lassen sich analog die moglichen Werte fiir ay, k =

d—1,...,1 bestimmen. Genauer ergibt sich fiir oy, dass
d
n— zk: lajwj,k d d
J=k+ i
ay € | n= Z oWk Z ajwig| +1,... p ist, (5.5)
Wi,k j=k+1 j=k+1

wobei alle a;; mit i > k bereits fixiert sind.
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Input : Simplizialer Kegel KA mit ganzzahligen ,,Ecken* V', Matrix
Q' = U-"QU™!, Hermitsche Normalform W von V mit UV = W,
Konstante C' > 0

Output: min = min  Q[v] und MinV = {v € KaNZY| Q] = min}

veEKANZ?
Setze MinV =0, i=d, ap, =0fir k=1,...,d
Berechne Cy = /min/Q[wy]
Schritt 1: Falls ¢ > 1 ist, gehe zu Schritt 2. Sonst gehe zu Schritt 4
Schritt 2: Falls «; < C; ist, setze i = ¢ — 1, bestimme C; mit ,
initialisiere «; mit ([5.5)) und gehe zu Schritt 1. Sonst gehe zu Schritt 3
Schritt 3: Falls ¢ < d ist, setze i = i + 1 und erhohe a; wie in (5.5)) und
gehe zu Schritt 1. Sonst gibt C' und MinV aus

Schritt 4: while a; < ( do
Setze w = 3 aw;

if Q'[w]=C und w # 0 then
Setze v = 3 a;v;
Setze MinV = MinV U {v}

Ise if Q'[w] <C und w # 0 then
Setze v = 3 a;v;

Setze C = b’[w], MinV = {v} und gehe zu Schritt 1

@

end

Erhohe ay wie in (5.5)), setze i = 2 und gehe zu Schritt 2
Algorithmus 10: Algorithmus zum Bestimmen des Minimums, sowie aller mi-

nimalen Vektoren in einem simplizialen Kegel

Weiter ist ay, < C). Dabei wird C}, so bestimmt, dass

C>q

j=k j=ki=j+1

zd: ajwj] Z aFQ'[w;] + 2 Z Z ajow; Q'w; ist. (5.6)

Man beachte, dass durch die Fixierung von «; fur j > k, (5.6) eine quadratische Un-
gleichung in aj mit den Parametern

a=Q'[wy] >0

d
b=2 > ouwrQw; >0

i=kt+1
d d d
c= Z ?Q'[w;] + 2 Z Z aajw; Qw; > 0.
i=k+1 i=k+1 j=i+1

ist. Da wir die Bedingung «; > 0 haben, geniigt es hier den Gleichheitsfalls zu l6sen
und erhalten daher

\/4a —c)+b2 -0
2a ’

(5.7)
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falls M > ¢ ist. Ansonsten setzen wir C}, = 0.

Damit lassen sich nun, wie in Algorithmus alle moglichen Werte fir aq,...,qq
und damit alle ganzzahligen Vektoren z im Kegel K mit Q[x] < C bestimmen. Die
Berechnung des kopositiven Minimums findet dann wie in Algorithmus [11] statt.

Man beachte, dass, wie in Tabelle die Anzahl der zu durchsuchenden Kegel sehr
grofl werden kann. Da wir auf jeden dieser Kegel einen Fincke-Pohst-Algorithmus an-
wenden, ist ersichtlich, dass auch der Aufwand zum Losen von KoM sehr grof§ werden
kann. In [54, Sektion 3] geben die Autoren eine Komplexitatsanalyse fiir den Fincke-
Pohst-Algorithmus an. Es wére interessant zu sehen, ob sich der Aufwand des modifi-
zierten Algorithmus (Algorithmus in einer dhnlichen Grofienklasse befindet.

Die initiale Festlegung von minC in Algorithmus [I1] als das kleinste Diagonalelement
von (@ sichert, dass tatsdchlich ganzzahlige Vektoren x mit Q[z] < C' existieren.

Andere Festlegungen sind hier durchaus denkbar und kénnten Aufwand sparen. So
ist beispielsweise die Festlegung C' = 1 fiir alle in Algorithmus vorkommenden
kopositiven Matrizen durchaus moglich, da wir entweder schon wissen, dass das kopo-
sitive Minimum dieser Matrizen gleich 1 ist oder wir ein kopositives Minimum, welches
kleiner als 1 ist, erwarten.

Die Menge S aus Algorithmus [4 kann ebenfalls mit einer Anpassung der Algorithmen
und [11] bestimmt werden.

Input :Q € int COP?

Output: minC = mingpp () und MinC = Mingpp Q)
Bestimme eine Simplexpartitionierung P mit Algorithmus
Setze minC = 'mind ¢;; und MinC = {¢; | ¢;; = minC}

i=1,...

for k=1,...ndo
Skaliere die Ecken von Ay, sodass vF € Z<, und setze V = (vf, ... vk)

Bestimme U € GLg(Z), sodass W = UV in hermitscher Normalform ist
Setze Q' = U~TQU !
Bestimme die minimalen Vektoren MinV und das Minimum min in A,

mit Algorithmus
if min < minC then

| Setze minC = min, MinC = MinV
else if min = minC then

| Setze MinC = MinC U MinV

end
Gib minC und MinC aus

Algorithmus 11: Bestimmung des kopositiven Minimums einer Matrix () mittels
Simplexpartitionierungen

Dies beendet schlussendlich auch unsere Analyse von Algorithmus
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5.2 Ein experimenteller Algorithmus

Wir wollen nun eine neuartige Methode von Schiirmann [112] zum Lésen von KoM
vorstellen, welche noch genauer untersucht werden muss, siche Algorithmus [12]

Input : Q € int COP?
Output: minepp @ und Mingpp @

-----

Schritt 1: Bestimme
C; =max{y; | Qly] <minC,y; =x1,...,¥i1 =Ti1,Yi,---,Yad € ]R‘éo}
Schritt 2: Falls ¢ < d ist, gehe zu Schritt 3. Sonst gehe zu Schritt 5
Schritt 3: Falls x; < C} ist, Setze i =7+ 1, x; = 0 und gehe zu Schritt 1.
Sonst gehe zu Schritt 4
Schritt 4: Falls ¢ > 1 ist, setze it =1 — 1, x; = x; + 1 und gehe zu Schritt
3. Sonst gib minC und MinC aus
Schritt 5: for z;,=0,...,|Cy] do
if Q[z] = minC und z # 0 then
| Setze MinC = MinC U {z}
else if Q[z] < minC then
| Setze minC = Q[z], MinC = {z}, i = 1 und gehe zu Schritt 1
end
Setze 41 =x4-1+ 1,71 =d— 1 und gehe zu Schritt 2

Algorithmus 12: Alternative Methode zur Berechnung des kopositiven Mini-
mums einer strikt kopositiven Matrix @, siehe [112]

Die Idee von Algorithmus [12] beruht ebenfalls auf dem Fincke-Pohst-Algorithmus.
Anders als bei der klassischen Methode in Sektion wird hier keine Unterteilung des
R‘io bestimmt, sondern es werden Schranken der Koeffizienten x; durch Loésen quadra-
tischer Probleme konstruiert.

In der folgenden Sektion wollen wir diese quadratischen Probleme betrachten und
erste Uberlegungen und Ansitze fiir das praktische Losen dieser zusammentragen.

5.2.1 Erste Analyse des quadratischen Problems

Um eine Schranke fiir den Koeffizienten z; in Algorithmus [12] zu erhalten, wird das
quadratische Problem

min —e; y,
so dass Qly] < C,
21
, 5.8
(B o)y=| : |-~ )
Ti—1
und y >0
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gelost. Dabei ist (5.8]) ein QCQP, welche wir bereits in Sektion m Zur Erinnerung
geben wir hier nochmal die Form eines allgemeinen QCQP an.

min Qz] + ¢z,

5.9
sodass Blz]|+aix <b, i=1,...,n (5.9)

Die Klasse der QCQPs ist sehr allgemein, wie wir bereits in Sektion [2.3.2] angemerkt
haben. So lasst sich beispielsweise das Standard-Quadratische-Problem als QC-
QP auffassen. Daher ist diese Problemklasse offenbar NP-schwer. Tatsachlich lassen
sich viele N'P-schwere Probleme als QCQPs darstellen, siehe auch [100, Kapitel 2]. Al-
lerdings lassen sich auch sehr einfache Probleme, wie lineare Optimierungsprobleme, in
die Form bringen.

Fir Problem ([5.8]) ist bisher noch nicht bekannt, ob es N'P-schwer ist. Dennoch ist
zu vermuten, dass recht schwer ist.

Bevor wir uns daher genauer mit Ideen zur Losung von beschéftigen, wollen wir
kurz erste praktische Erfahrungen ohne Vorbereitungen vorstellen.

Wir haben ausgetestet, ob sich das Problem nicht schon recht gut mit standardma-
Bigen Losern ausreichend approximieren lasst. Wir verwendeten dabei die minimize-
Funktion des Python-Pakets scipy.optimize.

Zunéachst erzeugten wir, wie in Tabelle[5.1] 4 x 4-Matrizen Q = P+ N, deren kopositi-
ves Minimum und minimalen Vektoren wir mit Algorithmus[II]bestimmten. Offenbar ist
eine untere Schranke fiir den optimalen Wert C; von in Algorithmus |12 der maxi-
male Wert 1, unter den minimalen Vektoren der Matrix (). Ahnliche untere Schranken
erhalten wir fir die Werte C; mit 7 > 1.

Mit diesen Schranken priiften wir dann, wie sehr die berechneten Losungen ¢; von die-
sen Schranken abweichen, und wie viele Instanzen unterhalb und oberhalb der unteren
Schranken liegen. Da die x; in Algorithmus [I2] ganzzahlig sind, ist es fiir Approxima-
tionen an den Wert C; wichtig, dass diese wenigstens genauso grof§ wie C; sind, da
andernfalls mogliche minimale Vektoren iibergangen® werden.

i | Durchschnittliche Abweichung |¢; — w;| | [{c; < wi}| | [{e: > wi}
1 0.244 121 379
2 0.933151 471 29
3 0.715309 396 104
4 0.555759 263 237

Wie man sieht, ist ein ,naiver Ansatz nicht unbedingt moglich, sodass wir das quadra-
tische Problem ([5.8) genauer analysieren miissen. Im Folgenden geben wir einige erste
Ideen, mit denen eine moglicherweise gute Approximation an C; erreicht werden kann.

Die ,einfachste” Instanz von erhalten wir, wenn () positiv semidefinit ist. In die-
sem Fall ist ein konvexes Problem. Mit [85 Sektion 2.1] kénnen wir dann (/5.8))
tiber ein SOCP (siehe auch Sektion darstellen. Diese lassen sich, wie bereits in
Sektion angemerkt, sehr effizient und genau l6sen, siche auch [10][96].
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Es bleibt also den Fall, dass () nicht positiv semidefinit ist, zu betrachten. Dann ist
(5.8) ein nicht konvexex QCQP. Fiir einen Uberblick iiber nicht-konvexe QCQPs ver-

weisen wir auf [84][100].

Wir wollen nun zwei erste Ansétze zum Losen des nicht-konvexen Falles von (/5.8])
besprechen.

Man beachte zunachst, dass nur eine nicht-konvexe Nebenbedingung Q[z] < C
hat. In [75, Algorithmus 1] wird eine approximative Losungsmethode fiir solche QCQPs
diskutiert. Dabei werden zunéchst die semidefinite Relaxation

min —e; y,

so dass (Q,Y) < C,
(EZ- O) y =1,

y =0,

Y —yy* € Sgo

und Y € 8¢,

(5.10)

von ([5.8]) und das Problem

so dass (EZ O) y=2a' (5.11)
und y > 0,

gelost, um jeweils eine untere und obere Schranke ¢y, c; an den optimalen Wert C; von
(5.8)) zu erhalten [75, Theorem 2, Lemma 4]. Dann wird durch wiederholtes Losen des
Problems

c1+c 5.12
so, dass — ey < 1_5 2 (5.12)
der optimale Wert von 1' approximiert, indem wir ¢, = % setzen, wenn der

optimale Wert von (5.12]) nicht positiv ist. Ist der optimale Wert positiv, so setzen wir
¢ = 93, Dies wird solange wiederholt, bis der Abstand von ¢; und ¢, klein genug ist.

In [75, Theorem 17] wurde gezeigt, dass die so konstruierten Werte ¢y, ¢y tatsiachlich
gegen den optimalen Wert C; von konvergieren.

Man beachte, dass ((5.11)) und nicht-konvexe quadratische Probleme mit kon-
vexen Nebenbedingungen sind. (5.10) hingegen ist ein (konvexes) konisches Optimie-
rungsproblem tiiber dem Kegel der positiv semidefinten Matrizen. Fiir eine ausfiihrliche
Behandlung solcher ,semidefinten Probleme® verweisen wir auf [81]. Es gibt also eine
gut untersuchte Losungstheorie fiir solche Probleme.

Damit bleiben die Probleme und (5.12)). Die Autoren von [75] verwenden zum
Losen dieser Probleme einen in [38] entwickelten adaptiven Algorithmus (siehe auch
[75, Algorithmus 2]), auf den wir hier nicht weiter eingehen wollen.

Es eroffnet sich hier die Frage, inwieweit die strikte Kopositivitdt von () dazu bei-
tragen kann, die Probleme (5.11)) und ({5.12)) beispielsweise iiber die obige Methode zu
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l6sen.

Der zweite Ansatz, den wir hier ansprechen wollen, folgt mit den Techniken aus Sektion
2.3.20 Zunéachst ist der zuldssige Bereich von (/5.8))

Zz‘:{ye]Rd | Q] < C, Ay =7, yEO}.

Viele Losungsansétze fiir QCQPs lassen sich dahingehend interpretieren, eine berechen-
bare Darstellung der Menge Z; = clconv {(y,Y) | y € Z;,Y = yy™} zu finden [34].
Mit den Techniken aus Sektion [2.3.2] erhalten wir zumindest, dass

Z;i C {(y,Y) \ (;T ‘?) ECPd+1’ Q,Y) <, (EZ O>y:xi7
(5.13)
(¥, By) = (23)%, = 11} -z

ist. Z; selber ist offenbar konvex und abgeschlossen. Es wire interessant zu sehen,
ob hier auch Gleichheit gilt oder wir mit Z; bereits eine gute Approximation an Cj
berechnen kénnen. Mit gilt sicherlich fiir den optimalen Wert ¢; des Problems
iiber Z;, dass C; < ¢; ist. Wie wir bereits bei den vorherigen Tests anmerkten, ist diese
Eigenschaft fiir approximative Losungen von , aufgrund der Ganzzahligkeit der z;,
eine ,Mindestvoraussetzung®.

Da die Zielfunktion in linear ist, ergibt sich hier ein vollstandig positives Pro-
blem. Wie wir in Sektion [2.3.3| gesehen haben, konnen wir solche Probleme, unter ge-
wissen Voraussetzungen, durch lineare Probleme approximieren.

Bei diesem Ansatz stellt sich nattirlich die Frage, ob dies den Losungsprozess von
(5.8) nicht unnétig verkompliziert.

Offenbar sind beide hier vorgestellen Anséitze sehr grobe erste Ideen, welche sehr viel
genauer untersucht werden miissten, als es der Rahmen dieser Arbeit erlauben wiirde.
Weiter gibt es eine Vielzahl von Ansatzen zum Loésen nicht-konvexer QCQPs, auf die
wir hier ebenfalls nicht eingehen konnten. Dafiir verweisen wir auf [34] [84][75][100] und
den Referenzen darin.
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6 Fazit und Ausblick

Wir haben uns in dieser Arbeit mit grundlegenden Konzepten und Objekten aus der
konvexen und diskreten Geometrie sowie der konischen Optimierung vertraut gemacht.
Die Konzepte haben wir besonders in Bezug auf die Kegel der kopositiven und vollstan-
dig positiven Matrizen angewandt und dabei auf einige offene Probleme aufmerksam
gemacht.

Ebenso haben wir uns mit klassischen und neuen Algorithmen und Problemen der
computergestiitzten Geometrie beschéftigt, mit denen dann Algorithmus [I] und [6] sowie
alle benotigten Komponenten verstandlich und detailliert dargestellt haben.

Unsere Beitriage finden sich grofitenteils in Kapitel [, wo wir Algorithmus [6] mittels
Theorem verbessert haben und zeigen konnten, dass dieser das CP-Membership-
Problem fiir d = 2 16st. Auch haben wir auf mégliche Schwierigkeiten und Richtungen
fiir einen Beweis von Vermutung aufmerksam gemacht. Weiterhin haben wir in
Sektion [5.2) erste Ideen fiir die Losung des dort vorkommenden quadratischen Problems
entwickelt.

Zusatzlich haben wir in dieser Arbeit eine grofle Menge an Literatur gesammelt, die
sich fiir weiterfithrendes Lesen in die verschiedenen, in dieser Arbeit vorkommenden,
Themenbereiche eignet.

Des Weiteren haben wir weitestgehend alle fiir Algorithmus [I] und Algorithmus [6] be-
notigten Algorithmen einschliefllicher dieser in Python implementiert [36]. Ein Projekt
fiir die Zukunft ist, diese Implementationen zu optimieren. Bisher ist uns nur eine Im-
plementation einer (grundlegenden) Version der double-description Methode gelungen,
sodass wir noch eine (grundlegende) Version des reverse-search-Algorithmus implemen-
tieren wollen.

Im Verlauf dieser Arbeit haben wir auf mehrere offene Probleme und Fragen in den
verschiedenen Bereichen dieser Arbeit aufmerksam gemacht, die wir fiir mogliche zu-
kiinftige Projekte halten. Diese fithren wir daher hier noch einmal zusammenfassend
auf.

o Moglichkeit der Umformulierung allgemeiner quadratischer Probleme als vollstan-
dig positive und kopositve Probleme, siehe Sektion [2.3.2]

« Klassifizierung der Extremalstrahlen des kopositiven Kegels COP? fiir d > 7, siche
Sektion 2.4]

« Beweis von [115] Vermutung 1], siche Kapitel . Auch gibt es viele offene Probleme
beztiglich des CP-Rangs, siehe [113][115]

o Moglichkeit der Konstruktion einer moglichst guten Startmatrix fiir Algorithmus

siehe Sektion
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Konstruktion eines Algorithmus zum Bestimmen aller Extremalstrahlen eines
punktieren polyedrischen Kegels, welcher polynomiell in Ein-und Ausgabegrofie
ist, siche Sektion[3.2.1] Damit zusammenhéngend die Konstruktion einer Auswahl-
regel der double-description Methode, sodass sie zu einem solchen Algorithmus
wird, siehe Sektion [3.2.1

Konstruktion einer , guten“ Pivotregel fiir Algorithmus [T siehe Sektion
Konstruktion einer kopositiven Version von [119, Lemma 9], siehe Sektion m

Konstruktion eines Kopositivitatstest fiir Matrizen der Form P+ R, sieche Sektion

3.2.3]

Beweis von Vermutung fiir d > 3, siehe Sektion

Untersuchung von Vermutung [£.5] und Vermutung [£.6] siehe Sektion [4.4]
Optimierung von Algorithmus [§], siche Sektion [5.1.1

Untersuchung der Komplexitit von Algorithmus [I0] siehe Sektion [5.1.3

Untersuchung des Problems ([5.8)) und Konstruktion einer geeigneten Losungsme-
thode, siehe Sektion [5.2.1
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